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翻译说明 


这个译本依据的是原书2006年第12次印刷本.在翻译时作了以下的变动. 

1. 原书的标题分三 级：章 、节、小节 • 为了方便读者查阅，我们使用了统一的 
编号.例如 3.4.1 表示第3章第4节第1小节 • 5.2 则表示第5章第 2 节（有些节下 
面没有小节).公式的编号则在一章之内统一编号，而不专门指明出自哪一节和小 
节.例如 (10.3) 表示第10章的第3个式子（结论).但是，由于本书完全避免了常 
见的定义、定理和证明的模式，所以许多“式子”其实是 定理. 而什么地方是证明 
的开始，时常未加指明.但是在相当多的情况下，我们都注明了 “证毕”或用其他的 
话表示证明结束.插图的编号也是按章来编排的.例如用图 3-5 表示第3章的第5 
个图. 

2 . 本书很注意介绍历史发展，所以涉及不少人名（不止是数学 家). 为了避免误 
读，除了最著名的大人物如欧几里德、高斯等等，译者努力写出他们的名字的外文 
拼法、生卒年份和国籍.这里有两种 情况： 一是同一个人的名字，在英文中和在他 
的本国文字中拼法不同，我们力求 说明； 二是有一些话语如“伟大的”等等都是译者 
加的，虽然其中并无深意,也一定会有不同看法.虽然全由译者负责，但仍然欢迎读 
者批评指正.当然也还有未曾找到出处的，只好付诸阙如.这些材料很大一部分来 
自 一 个著名的数学史网站 The MacTutor History of Mathematics archive , 它的索引 
可见 


http : //www-history.mes.st-andrews.ac.uk/history/index.html 

3. 译者根据需要加了一些注解.在译者认为原书说法有不妥之时，在多数情况 
下，尊重作者的意图（请看原作者的序言)，未加变动，少数情况认为有必要时加了 
一些说明.这些注解都放在一页之末.但都说明了是译者注，并且承担自己的责任 • 
不妥之处希望读者指正.原书有少量错误，其中大部分只是印刷上的问题，翻译时 
随时加以改正，未加说明，但比较重要的都说明了是译者的责任.最后还有一些地 
方，原文涉及外国人的日常生活之处，外国人一看就懂，我国读者则可能比较生疏, 
译者也作了一些文字的变通. 

总之，翻译中必然有各种问题、缺陷和错误，都请读者不吝 指正. 
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前 言 

已知的各种理论，时常可以用不同的物理概念来描述，而它们作出的一切预测 
可能都是等价的，因此它们在科学上没有 区别. 然而，当试图从那个基础走向未知 
世界时，这些理论在人们心理上则是不同的.因为不同的观点可能会提示作不同的 
修正，所以在企图了解尚未被理解的事物时，由它们产生的假设并非等 价的. 


R. P. Feynman [1966] 


• 一个寓言 

假想有一个社会，在那里，鼓励（甚至是强迫）到了一定年龄的公民去读乐谱 
(有时还要谱曲)，这一切都是令人尊敬的.然而这个社会有一个非常奇怪且令人苦 
恼的法律（几乎没有人记得这个法律是怎么来的？ ）—— 禁止听音乐和演奏音乐！ 

在这个社会里，虽然音乐的重要性是被广泛承认的，但是由于某些原因，音乐 
并没有被广泛地欣赏.可以肯定，教授们在起劲地抠巴赫、瓦格纳等人的伟大作品， 
他们尽其所能地向学生们传授他们在这些作品中找到的美丽的含义，但是如果劈头 
劈脑地问问他们“这究竟有什么意义？!”他们还只能无言以对！ 

这个寓言里,立法禁止学音乐的学生直接从“声音的直觉”去体验与理解音乐, 
明显是不公正不合理的.但是在我们的数学家社会里就有这样的法律.这是一条不 
成文的法律.虽然轻视它的人也还可能发迹,但是这是一条法律,那 就是： 禁止数学 
成为可视的！ 

很可能当一个人打开随便一本关于随便什么主题的现代数学教本时，他面对的 
就是抽象的符号推理，而与他关于实际世界的感官经验完全脱节，尽管他正在研究 
的现象时常是借助于几何（可能还有物理）直觉才发现的. 

这反映了一个 事实： 近几百年来形象思维在数学中的名声被玷污了.虽然伟大 
的数学家们从来也不顾及这种风尚，然而“街头巷尾的数学家们”直到前不久才接 
受了几何的挑战. 

这本书将用一种新的、可以看得见的（即可视化的）论证方式解释初等复分析 
的真理，公开地向当前占统治地位的纯符号逻辑推理叫板！ 

• 计算机 

对几何学的兴趣之所以又重新升起，部分是由于广大群众都能使用计算机来画 
出种种数学对象，也可能是由于与此有关的对混沌与分形理论的狂热的兴趣.本书 



则主张比较清醒地把计算机作为几何 推理的 辅助. 

我一直鼓励读者这样来看计算 机：把 它比喻为一个物理学家的实验室它 
既可以用来检验关于世界的构造的现有观念，又可以用来发现新现象，从而要求用 
新的观念作出新的解释.我在全书中都建议这样来使用计算机,但是我刻意避免作 
详细的 教导.理由很简单. • 数学观念是长存的东西，而几乎很少有比计算机硬件和 
软件更加转瞬即逝的东西了. 

尽管如此,“ f ( zy 程序当前仍是可视地探讨本书中各种观念的最好工具，可以 
从 Lascaux Graphic 公司的网站 [ http : // www . primenet . com /~ lascaux /] 免费下载其 
试用版.如能使用诸如 MapZe ® 或 Mathematica ® 这种多用途的数学引擎，有时 
也是有好处的.然而我想强调 一下： 完全不使用计算机也能完全理解全书 ® 

• 本书是在牛顿的“创世纪”中生成的 

1982年夏天，我在威斯特发尔著名的牛顿传记 （Westfall [1980]) 的鼓舞下，用 
功地研读了牛顿的杰作《自然哲学的数学原理 》 (Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica , 以下简称《原理》）一'书 (Newton [1687]). 物理学诺贝尔奖得主钱 
德拉塞卡 （ S . Chandrasekhar ) 的书 (Chandrasekhar [1995]) 追求的是完全展示牛顿 
在《原理》中提出的各种结论中所蕴含的自然本性，本书则是着迷于牛顿的方法的 
产物. 

众所周知，1665年出版的牛顿的微积分的最初版本和我们现在学的微积分很 
不 一样： 它的本质是幂级数运算,而牛顿把对于幂级数的运算比喻为在算术中运用 
十进小数展开式.符号演算 就是现在每一本标准的教科书上的那种微积分的 

讲法——通常是与莱布尼茨的名字联在一起的，牛顿虽然完全熟悉它，却认为它 
对于自己只有附带的意义.毕竟，牛顿掌握了幂级数就能计算 Je - 2 dx 那样的积分， 
像计算 Jsin xdx 一样容易.请莱布尼茨也来试试这件事！ 

人们不甚知晓的是，到了 1680年左右，牛顿对这两种方法都不再着迷，那时他 
着手来撰写微积分的第 3 种 版本，并以 几何为 基础.这种“几何微积分”正是推动 
牛顿的《原理》走向辉煌的物理学的数学动力. 

我在掌握了牛顿的方法以后，就立刻在我教微积分初步的课程中试试自己的 
身手.可以举一个例子来帮助说明这是什么意思.我们来证明，如果 T = tan 0, 则 
§ = 1 + T 2 . 如果我们让0增加一个小量洲，则 T 也将增加一个量 dT ， 如下图所 
示.要想得出结果，只需注意到，当趋向0时，其极限情况 将是： 图上的黑色三 
角形将最终相似于阴影三角形 [练 习].所以极限将是 

①在原书的下面一段中，作者详细介绍了他在编辑与印刷本书时所使用的软件，由于中文译本并未使用 
它们，或者它们与汉字并不兼容，所以翻译时略去了这一段.——译者注 
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后来我才逐渐看到这种思维方式可以多么自然地用于复平面的几何学一那 
是在发现复平面几乎300年后的事了！ 

• 怎样读这本书 

为了使这本书读起来有趣,我一直试图把它写成好像向一位朋友面对面地解释 
其中的思想.相应于此，我也一直试图使你（读者）主动参予展开这些思想.例如，我 
在论证进展中，时常有意地放上一两块逻辑的垫脚石，放得相当远，你需要停一下， 
轻快地从一块石头跳到另一块石头.这些地方都注上了 “[练习]”标记；它们通常只 
需要作一点简单计算，稍微想一想就行了. 

这样就进到真正的习题本身，放在每一章 末尾. 我相信，求解一个问题的最本 
质的前提是有一种愿望要去找到解答，所以我尽力给出一些能激起好奇心的习题 • 
这些习题比通常所见范围广得多，而且在其中又时常会确立一些以后在正文中会自 
由地用到的重要事实.我一方面避免了那种从头至尾就只是例行计算的问题，并且 
相信 在求解这些问题的过 程中，读者会自动地发展出相当的计算 技巧. 另一方面， 
在大量习题中我的意图正是要表明几何思维时常可以代替冗长的计算 • 

书中凡标有星号 （*) 的部分初读时均可略去.如果你真想读加了星号的某节， 
也可以略去加了星号的任何小节.然而请注意，加了星号的部分不一定比其他部分 
更难，也不一定没有什么意思或不甚重要 • 

• 怎样教这本书 

全书大约可在一年内教完.如果想开一学期的课程，首先必须确定，把这门复 
分析教成什么类型的课程，然后选定教这本书的 路径. 我这里只提出3种可能的 
路径. 

• 传统课程.第1〜9章，略去所有加星号的材料(例如第6章全章) • 

• 向量场课程.为了利用 P 61 ya 向量场方法所提供的使复积分可视化的好处， 
可以仍按上述的“传统 课程” 来教,但略去第9章而加上第10〜11章中未加星号的 
部分. 

• 非欧几何课程.可以不教所有关于积分的材料，而集中注意默比乌斯 ( Mobi - 
us ) 变换和非欧几何.复分析的这两个相关的部分可能是它对于现代数学和物理学 



最重要的部分，同时又是在本科生教材中几乎被完全忽视了的部分.但另一方面， 
研究生水平的著作又总是假设你已经在本科生阶段见到了其主要 思想： 这是第22 
条军规的又一个 例子！ 

这种课程可以这样来 教：第 1章 全部； 第2章无星号 部分； 第3章全部,包括 
加了星号的各节，但是（也可以）略去加了星号的 小节； 第4章 全部； 第6章全部， 
包括加了星号的各节，但是（也可以）略去加了星号的小节. 

• 省略与致歉 

如果你和我一样，相信数学和物理学最终是统一的，你会因为复数在统辖物质 
的量子力学规律中所起的作用而深感复数之必要性.同样，罗哲尔 • 彭罗斯 (Roger 
Penrose ) 爵士的研究也（越来越有力地）表明，复数在管辖时空结构的相对论规律 
中也起同样的中心的作用.说真的，如果物质和时空的规律最终会得到统一，则很 
可能只有在复数的援助之下才行.本书不可能探讨这些问题，我们只能向有兴趣的 
读者推荐以下著作： Feynman [1963, 1985], Penrose [1989, 1994] 以及 Penrose and 
Rindler [1984]. 

一个更严重的省略是本书缺少了对黎曼曲面的讨论，而我原打算以最后一章来 
讨论它的.但是当我看到严肃的处理必定导致全书不合理的膨胀，这个计划就被放 
弃了. 然而，到本书写成时,所需的脚手架大部分已经搭建起来了，而这个脚手架材 
料仍保留在已完成的书中.特别地，我希望有兴趣的读者会发现，本书最后3章对 
理解黎曼最初对物理学的洞察是有帮助的,而在 Klein [1881] 中，对此作了阐述.也 
可参看 Springer [1957,第1章],它基本上复述了 Klein 的专著，而又加上了一些很 
有好处的评述. 

我以为数学史对理解数学的现状与其未来的轨迹两方面都是不可或缺的工具. 
遗憾的是，我在本书中只能略微触及一点历史事实，我只能推荐读者去读 J . Still ¬ 
well 的一本好书 《数学及其历史》 (Mathematics and Its History ), 即文献中的 John 
Stillwell [1989]. 说真的，我强烈鼓励你把它作为本书的陪伴一起 来读； 它不仅追溯 
和解释了复分析的发展,还探讨和说明了它和其他数学领域的联系. 

我愿向专业的读者致歉，因为我发明了一 个词： “ 伸扭” （ amplitwist ) [第4章]作 
为“导数”的同义语，我从“伸缩” （ amplification ) 和“扭转” ( twist ) 两字中各取第 
一字凑在一起，创造了 “伸扭”这个新词.我只能说，我是在教学过程中不得已才造 
了这样一个 词的： 如果想不用这样的词来讲授本书的思想，你很快就会明白我这样 
作的用意！附带说一下，还有一个先例可为“伸扭” 一词辩解，那就是，克莱因 （ F . 
Klein ) 和比伯巴赫 ( Bieberbach ) 等人的老德国学派也造了一个类似的词.他们用 
的是 “eine Drehstreckung ” ， 即由 “ drehen ” （扭转）和 “ strecken ” (拉伸)合成. 

本书中很大一部分几何的事实和论证,就我所知，都是新的.我在正文中没有 
强调这一点，是因为这样做没有 意思： 学生们不需要知道这些，而专家们不说也知 
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道.然而,如果一个思想显然是不同寻常的，而我又知道别人曾经发表过,我都努力 
做到功归应得者. 

在重新思考这么多经典数学时，无疑会犯 错误； 责任全在我个人.感谢大家指 
出些错误，我将接受并修正，同时公布在网址 http :// www . usfca . edu / vca ®. 

本书无疑还有许多未曾发现的毛病，但是有一桩“罪行”是我有意去犯的，对 
此我也不 后悔： 有许多论证是不严格的，至少表面上看是如此.如果你把数学仅仅 
看成是人类的心智所创造的，是岌岌可危地高耸的建筑物,这就是一粧严重的罪行. 
追求严格性就好比是绞尽脑汁来维持这幢建筑物的稳定，以防整个建筑物在你身旁 
轰然倒塌.然而，如果你和我一样，相信我们的数学理论只不过是试图获取一个柏 
拉图式的世界的某些侧面，这个世界并非我们创造的，我就会争论说，开始时缺少 
严格性，只不过是付出了小小的代价，使得读者能比采用其他方式更直接更愉快地 
看透这个世界. 


T . N . 加州旧金山 
1996年6月 


①这个译本依据的是本书2006年的重印本.该网站上公布了的勘误，均已改正. 
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第 1 章几何和复算术 
1.1 引 言 

1.1.1 历史的概述 

从最初发现复数以来，已经有 4 个半世纪流逝了.现在，读者可能已经知道 ，复 
数这个词讲的是一个形如 a + ib 的整体，这里 a ， 6是通常的实数，而 i 和任何通常 
的数都不同，具有 i 2 = -1 这个性质.这个发现最终将对整个数学有深远的影响， 
把许多原来根本不同的东西统一起来，说明了许多原来似乎不能理解的事情.尽管 
有这样的好结局 事实上故事还在展开之中 从复数最初发现以来，进展 

慢 得令人痛苦.说真的，与 19 世纪以后所取得的进展比较， 复数生存的前 250 年里， 
可以说几乎没有进展. 

在那些如笛卡儿、费马、莱布尼茨那样伟大的智者甚至还有牛顿这样神话般的 
天才，出生而又逝去的年代里，复数怎么可能都完全沉睡着？答案似乎在于这样一 
个 事实： 复数一开始得到的并不是拥抱，而是怀疑、困惑，甚至是敌意. 

1545 年出版的卡丹诺@的《大术》 （Ars Magna) 一书，通常被认为是复数的出 
生证.然而，即使在卡丹诺的著作中，这种数一被引入就被他当作“既不可捉摸又 
没有用处”而加以摒弃.我们将会看到，只是庞贝利 ® 在他的 1572 年出版的《代 
数》 （ L’Algebra) —书中才第一次对复数进行了实际的计算.甚至这时，创新者似乎 
还否认（至少一开始是这样）复数是自己的创新，说“所有这些似乎是以诡辩而不 
是以真理为基础的”.晚到 1702 年， 莱布尼茨还把 -1 的平方根描述为“介乎存在 
与不存在之间的两栖类”.这种情绪似乎也在这个时期使用的名词上反映出来.哪 
怕是讨论了复数，复数仍被称为“不可能数”或“虚数 （ imaginary)”，® 很不幸，后一 
个词直到今天仍然残留着.甚至到 1770 年情况还很混乱，甚至像欧拉这样伟大的 
数学家还错误地去论证 v ^2 v ^3 = v ' e . 

麻 烦的根源似乎是心理上或哲学上的障碍.如果谁也不知道怎样回答“什么是 

① Girolamo Cardano, 1501—1576, 意大利数学家——对于本书中讲到的许多数学家，除了少数几 
个最著名的以外，译者都试着写出他们的全名、国籍和生卒年份.有些还加了一些说明.这些，特别 
是某些“形容词”，都由译者负责.——译者注 

② Rafael Bombelli, 1526—1572, 意大利数学家.——译者注 

③ 然而现在虚数（或纯虚数）是指 i 的实数倍，而不是指整个复数，附带说一下，引进“实数’’这个词 
正是为了想把它与“虚数”区别开来.虚数的“虚”字在笛卡儿那里是用的 imaginary, imaginary 
一词既指“虚幻”的，又指“想象中的”、“图形中的”.笛卡儿原来是在后一个意义下使用它的，即 
强调只能在几何中理解.——译者注 
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复数？”这个问题，怎么可能热情而有信心地去研究这些事情呢？ 

直到18世纪末，这个问题才有了令人满意的答案①威塞尔气阿尔干高斯， 
互相独立地然而很快地一个接一个认识到，可以给复数一个简单的具体的 几何解 
释， 即平面上的点或向 量)； 应该把 a +必 这个神秘的东西看成 xy 平面上以 （ a , fc ) 
为坐标的点，或等价地看作是连接原点到此点的向量.见图 1 - 1 . 这样来看待的平 
面记作 C , 并称为 复平面 ® 


[- "… i.i.'：.i. i . : ..i- Zii 

……: : + …………：-.^1 

L …： •： ： : : : : : 

1 -7+2 ； 

| . . .. * . % .. . 


X ；：：：：： 

/ 

…. / 


: 复平面； / 

：：：：：；! 

C / 

y : 

2-2. ::: 

\ :: ::: —2 — Si 



图 1-1 

对两个复数的加法和乘法现在也可以赋予确定的几何意义，即解释为平面上相 
应的点（或向量）的几何运算.图 l -2 a 演示了加法的 法则： 

两个复数之和 A -\- B 由通常向量加法的平行四边形法则 给出. (1.1) 

注意，这与图 1-1 是相容的，因为 4 +(举例来说）确实是 4 与 3i 之和. 

图 l -2 b 画出了不那么明显的乘法 法则： 

儿 B 之长是4之长与 B 之长的乘积，的辐角 是乂与 S 的辐角之和. 

( 1 . 2 ) 

这个法则并不是由图 1-1 就可以看 出的. 但是要注意它至少是与图 1-1 不矛盾的， 
(举例来说 )3i 确实是 3 与 i 的乘积.请读者自己验证 . i 与自身的乘积是一个更加 
令人兴奋的例子.因为 i 有单位长，而辐角为 (jr/2), i 2 也就有单位长与辐角 jr . 所 
以 i 2 = - l . 



图 1-2 


① Wallis 在 1673 年几乎碰上了这个结果 . Stillwell [1989, 191 页]讨论了这个有趣的几乎被弄糊涂 
了的事 . 

② Caspar Wessel, 1745—1818, 挪威测量 学家. ——译者注 

③ Jean-Robert Argand, 1768—1822, 法国会计 .- 译者注 

④ 也称为高斯平面或阿尔干平面 . 






































1.1 引 言 3 


威塞尔和阿尔干虽然发表了这个几何解释，却未引起注意，但是高斯的名声 
(当时已和今天一样显赫）保证了复数作为平面上的点得到了广泛传播而普遍为人 
接受.比起这个新解释看来不那么重要（至少一开始显得如此）的是这样一个 事实: 
现在终于有了 某种办 法使这种数有意义了 一 - 它们现在终于成了合 法的研 究对象 
了.不管怎么说,伟大发现的闸门即将开启. 

就复数达成共识花了 2个半世纪还多，但是怎样用这些数作微 积分的 美丽的 
新理论（即现在所谓复 分析） 却发展得快得令人吃惊.绝大多数基本结果（由柯西、 
黎曼等人得出）都是在1814 —1851年得到的——中间还不到40年！ 

对这门学科的历史肯定可能有别的看法.例如 Stewart and Tall [1983, 7页]指 
出，比之复分析的爆炸式的发展，其几何解释就不那么重要了，但是有一点必须提 
到，如果事先不具备复平面的几何知识,黎曼的思想是完全不可能的. 

1.1.2 庞贝利的“奇想” 

复分析的力量和美丽最终来自乘法法则 (1.2) 以及加法法则 (1.1). 这些法则最 
初是由庞贝利 以符号规则的 形式给 出的； 到两个多世纪多以后才出现了图 1-2 .因 
为我们原来似乎只是凭空抓出来了这些法则，所以我们再回到16世纪以便理解其 
代数根源. 

许多教科书都按一种方便的历史虚构来引入复数，即以求解二次方程 

x 2 = mx + c (1.3) 

为基础.大约在公元前2000年，就已经知道这种方程的一种解法，它等价于现代的 
公式 

1 - - 
x = - m 士 \/ m 2 Ac . 

但是如果 m 2 +4 c 为负则如何？正是这个问题使得卡丹诺考虑负数的平方根.到这 
一步为止，这些教科书在历史方面都是正确的，但是再往下就会读到这样的 话：因 
为需要方程 （1.3) 有解，就 迫使我 们严肃地考虑复数.但是这种论据在今天也和在 
16世纪一样，几乎没有什么分量.事实上，我们已经指出，卡丹诺毫不迟疑地摒弃 
这种解，说它是“没有用处”的. 

并不是卡丹诺缺少继续追究这件事所需的想象力，而是他很有理由不 去这样 
做.对于古希腊人，数学就是几何学的同义语，所以，如 (1.3) 那样的代数关系式 
并不是作为代数问题来看待的， (1.3) 只是解决一个真正的几何问题的载体.例如， 
(1.3) 可以看成是求抛物线 y = x 2 与直线+ c 的交点.见图 l -3 a . 

在 h 的情况下，问题确实 有解； 从代数上说， ( m 2 +4 c ) >0,而两个交点则由 
上式给出•在 L 2 的情况下，这个问题显然没 有解； 从代数上说， （ m 2 +4 c ) < 0,公式 
中出现了 “不可能”的数正确地宣示了解的不存在. 


①对他们的论据，我们有一点必须提出 抗议： Wallis 在 1673 年并没有得到几何解释，见上页脚注 . 
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并不是二次方程迫使我们严肃地考虑复数，而是三次方程 

x 3 = 3 px + 2 q 

迫使人们这样做.[习题1表明，一般的三次方程都可以化为这种形式 .] 这个方程代 
表求一条三次曲线 y = x 3 与直线 y = 3 px ^2 q 的交点.见图 l -3 b . 卡丹诺的《大 
术》一书以菲洛 ® 和塔塔里亚 @ 的工作为基础，证明了这个方程有以下的著名解式 
[见习题2] : _ 

x = \ Jq ~\~ \/ q 2 - p 3 + \ Jq ~ y / q 2 — p 3 - (1.4) 

请读者用 a ; 3 = 6 x + 6去试一试. 

这个公式出现大约30年后，庞贝利看出来它有一些奇怪的悖论式的地方.首 
先注意,若直线?/ = 3 px ^2 q 适合 p 3 > g 2 , 则公式中出现复数.例如庞贝利考虑了 
x 3 = 15 x + 4，得出 

• x = ^2 + lH + 令 2- lli 

在图 l -3 a 中，出现复数表示几何问题无解，但在图 l -3 b 中，这条直线一定会与曲线 
相交！事实上,检验一下庞贝利的例子就会给出 : r = 4. 

庞贝利在与这个悖论斗争中，忽发“奇想”：如果在上式中设 ^2 + llz = 2 + m , 
V 2 ^TTi = 2- ni , 说不定就会_出 x = 4. 当然，为了使此法可行，他必须假设两 
个复数4 = ^ + 6与5 = 6 +巧的加法需服从一个似乎近情理的 法则： 

A + B = {a + ia ) -f (6 + ib ) = (a + 6) + i(a + 6). (1.5) 

其次，如果真正有一个值 n 能使 ^2 TU~i = 2 + m , 他就必需去计算 （2 + inf . 为 
此,他假设可以像通常代数中那样把括号乘开，于是 

(a + ia)(b + ib ) = ab i(ab -{- ab ) + i 2 ab . 


① Scipione del Ferro, 1465 一 1526, 意大利数学家 .- 译者注 

② Tartaglia, 真名 Nicolo Fontana, 1500 一 1557, 意大利数学家，他口吃， tartaglia 就是意大利语 
“ 口吃者”.——译者注 
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利用 i 2 = -1, 他得出结论说两个复数的乘积应由下式给出 

AB = (a + ia)(b -f ib ) = (ab — ab ) + i(ab + ab ). (1.6) 

这个法则判明了他的“奇想”胜利，因为现在他能够证明（2 + 0 3 = 2 + lli , 请自行 
验证. 

尽管复数本身仍然是神秘的，然而庞贝利关于三次方程的工作证实了，完全实 
际的问题也需要用复算术来求解. 

复数理论以后的发展，也和它的诞生一样，是与数学其他领域（还有物理学）的 
进展密不可分地联系在一起的.令人遗憾的是，我们在本书中只能稍微触及这些问 
题； 对于这方面有兴趣的读者，可以在 Stillwell [1989] 中找到有关这些相互联系的 
完全的、引人入胜的讨论.重复一下在序言中说过的，把 Stillwell 的书与本书一起 
读,其价值怎么估计也不过分. 

1.1.3 一些术语和记号 


现在,我们把历史放在一边来介绍描述复数的现代术语和记号.这些都概括在 
下表中，并在图 1-4 中绘出. 


名 称 

含 意 

记 号 

^的模 

z 的长度 r 


2的辐角 

z 的角度0 

arg ⑷ 

2的实部 

2的 CC 坐标 

Re ⑷ 

Z 的虚部 

Z 的 y 坐标 

Im ( z ) 

虚数 

i 的实数倍 


实轴 

实数的集合 


虚轴2 

虚数的集合 


2的复共轭 

z 对实轴的反射 




图 1-4 
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从一开始就把复数（按几何观点）看成一个不可分的整体——即平面上一点, 
是有好处的.只有当我们用数值坐标来描述此点时，复数才成为“复合的，，数.更 
准确地说， C 被说成是2维的，意为需要两个实数（即坐标）来标记它，至于如何标 
记，则全由我们自己决定. 

用笛卡儿坐标（实部: c 与虚部 〃） 把复数写成 z = x + iy , 只是标记方法之一. 
当我们处理复数的加法时，这是很自然的标记，因为 （1.5) 式说明 A - hB 的实部和 
虚部正是由把4和 B 的实部和虚部分别相加而得. 

但是在乘法情况下，笛卡儿标记法就不再是自然的了，因为它给出拖沓而且没 
有启发性的法则 (1.6). 简单得多的几何法则 （1.2) 使我们看得很清楚，我们应该用 
极坐标来标志一个典型的点 z : r =\ zl 6 = argz . 我们现在可以把 z 写作 z = 
而不是 z = x + iy , 这里符号 Z 是用于提醒我们 (9 是 z 的角度.[虽然现在还有人 
使用这种记号，但是我们只是暂时用 一下； 本章稍后我们将发现一个好得多的记号 
(标准的记号)，而且本书以后就一直使用它 .] 几何乘法法则 （1.2) 现在就有了简单 
的形式 


( RZct >){ rZ 6 ) = ( Rr ) Z ( ct > + e). (1.7) 

和笛卡儿标记 x~\~iy 一样，一个给定的极坐标标记 rZ (9 就确定了一个唯一点， 
但是（与笛卡儿标记不同)，一个给定的点并没有一个唯一的极坐标标记.因为任意 
两个相差加的整数倍的角度表示同样的方向，所以一个给定的点可以有无穷多个 
不同的标记： 


…= rZ(9 - 4jt) = rZ.{6 - 2n) = rZ.6 = rZ(0 -f 2jt) = rZ(0 + 4ji) = ••• 

当我们的学科逐步展开时，关于角度的这个简单事实会越来越重要. 

笛卡儿坐标和极坐标是标记复数最通常的方法，但在第 3 章中我们将遇到一 
个特别有用的方法，“球极”坐标. 

1.1.4 练习 


在继续往下读之前,我们强烈建议你使自己对至今引入的概念、术语和记号彻 
底弄明白，直到感到自如 • 为此,请试着用几何方法（以及/或者用代数方法）把下面 
每个事实都弄得确实 无疑： 

Re ( z ) = \[ z +% Im ^ = h\ z ~^ ki = \A 2 +y 2 , 


tan[arg z ] 


Im ( z ) 


Re ( z ) 1 

用关系式 ( l / z)z = 1 来定义 


zz = \ z \ 2 , rZ 6 = r ( cos 6 H - isin 0), 
可得 1 = ^ = J Z( - 0) - 


_ m 1 = X - y 

rZ 6 r ’ x iy x 2 + y 2 % x 1 -Y y 1 



(1 + i )4 = — 4, (1 + i ) 13 = —2 6 (1 + i )， 
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(l + _ 6 = 2 6 , = — 如 ， ^^ = -V2Z-(n/12), 

rZO = rZ (-0), zi + z 2 = zi -hz 2 , z^Z2 = ^ 1 ^ 2 , zi/z 2 = zi/z 2 - 

最后还有所谓的广义三角不等式 


| 之1 + 之2 + …+ 〜| < | 之 l | + | 2 2! + • • • + |〜|. (1.8) 


等号何时成立？ 

1.1.5 符号算术和几何算术的等价性 

我们一直在交换地使用符号法则 （1.5)、 （1.6) 与几何法则 （1.1)、 （1.2), 现在我 
们要证明二者等价，因此这种交换使用是合理的.加法法则 （1.1) 与 （1.5) 的等价性 
对于学过向量的人是熟悉的，对其他人,不管怎么说,验证一下也是直截了当的，所 
以可以留给读者来做.从而我们只来讨论乘法法则 （1.2) 与 (1.6) 等价. 

我们先证明乘法的符号法则可以由几何法则导出.为此我们先用一种特别有用 
的重要方法来重述几何法则 (1.7). 令 z 为 C 中一般的点并且考虑当用一个固定复 
数 A = 去乘它时，它会变成什么.按 (1.7), ^的长度将放大 i ? 倍，而 z 的角 

度将增加一个 (/>. 现在想象对平面的每一点都同时这 样做： 

从几何上看，乘以复数 A = 就是把平面旋转一个角也 

且放大一个 因子凡 (1.9) 

需要提醒 几点： 

•旋转与放大都以原点为中心. 

• 先旋转再放大或者先放大再旋转都是一样. 

•如果 i ? < 1，所谓“放大”其实是缩小. 

图 1-5 画出了这种变换的效果，浅色的图形变成了深色的图形.请自行验证， 
在此例中 A = l + i \/3 = 2 Zf . 

现在，从几何法则导出符号法则变成了一件简单的事.回忆一下，庞贝利导出 
(1.6) 的关键步骤 是：⑴ i 2 = -1; ( ii ) 可以把括号乘开，即是说，若4 BC 为复 
数，则 A(B^C) = AB^AC. 我们已经看到了，几何法则可以给出⑴；图 1-5 则表 
明了， （ ii ) 也是成立的，原因很 简单： 旋转和放大都保持平行四边形 不变. 由加法的 
几何定义， B + C 是一个平行四边形的第4个顶点，而另外三个是 0, B，C •为了 
证明 （ ii )， 只需要注意到，用4去乘就是把这个平行四边形变成以 O ，和 
A(B + C) 为顶点的另一个平行四边形. (1.6) 由此即可推出. 
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图 1-5 

反过来，我们现在证明几何法则也可由符号法则导出 ® 先考虑变换 z ^ k 按 
符号法则，这意味着 (x + iy ) (_ 2 / + io ;)， 图 l -6 a 表明就是把^ 逆时针方向 
转一个直角. 现在用这个事实来解释 A 为一般复数时，变换 z H 是什么，以 
A = A + 3 i = 5 Z ( f > 为例就能很好地掌握它，这里4 = tan - 1 (3/4) .图 l -6 b 就是这件 
事.符号规则表明，括号可以乘开，所以我们的变换可以重写为 

z 1 —^ Az = (4 + Zi)z = 4 z + 3( iz ) = 4 z -h 3 (z 旋转 ji/2). 


图 l -6 c 画出了这些步骤.我们现在看见了，图 l -6 c 和图 l -6 b 中的阴影三角形是相 
似的，所以用 5 Z 0 去乘就表示把平面旋转一个角度4再按因子5放大.证毕. 



1.2 欧拉公式 


1.2.1 引言 

现在到了把 rZ 0 换成一个好得多的记号的时候了，这个记号基于一个奇迹似 

①在我们查阅过的所有教科书中，这都是用三角恒等式来证明的.我们相信，现在的证法支持一个观 
点，即这种恒等式只是复数乘法的简单法则的复杂化了的表现形式. 
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的公式 _ 

e ie = cos 6 -\-i sin 6 ! (1.10) 

欧拉在 1740 年左右发现了它，现在它被称为 欧拉公 式以纪念他. 

在解释这公式之前，我们先谈一下它的意义与用途.正如图 l -7 a 所示,这个公 
式 表明# 是单位圆上辐角为0的一点.我们可以不再把复数写为^ 『 j ， 而写 

为 z = re ie ， 具体说来,要想达到 z , 必须先取指向 z 的单位向量 e ' 然后再把这向 
量拉长到这种表示法的好处就在于，复数乘法的几何法则 （1.7) 现在成了几乎 
自明 的事： 


{ Re ^)( re ie ) = Rre ^ e+<t>) . 

换句话说，对作代数操作如同处理实函数# 一样，都可以得出关于复数为真的 
事实. 

为了解释欧拉公式，我们必须先处理一个更基本的问 题：“ 是什么意思？” 
令人吃惊的是，许多作者的回答竟然是凭空地定义 W 就是 co S 0 + isin 0. —开局就 
走这步棋，如同开局就舍一个子一样，在逻辑上是无懈可击的，然而这又太小瞧了 
欧拉，竟然把他的最伟大的成就之一当成了仅仅是变一个说法.所以，我们将要给 
出支持 （1.10) 式的两个启发式的论证，更深刻的论证将在以后各章中出现. 



1.2.2 用质点运动来论证 

回忆一下一个基本的事 实：# 是其自身的 导数： ^ e x = e x . 这其实是一个可作 
定义用的事实，即，如果 ^ f ( x ) = f ( x ) 而且 /( O ) = 1,则/ ㈤ =，与此类似，如 
果 fc 是一个实常数，则可以由以下性质来 定义： £ f ( x ) = fc /( x ), 而且/(0) = 1. 
为了把通常的指数函数#从 z 的实值推广到虚数值，我们可以抓住这一点不放， 
坚持认定， 当 k = i 时此式为真，即 


= ie u . (1.11) 

dt v ) 

我们使用了字母 t 代替： r ， 因为我们现在认为自变量是 时间. 我们已经习惯于 

把实函数的导数理解为函数图像的切线斜率，但是怎样理解上式中的求导呢？ 

为了弄清楚这样做的意义,想象一个点沿 C 中一曲线运动.见图 l -7 b . 这个点 

的运动可以用 参数表 述为，此点在时刻〖的位置是一复数 Z { t ). 再回想一下，在物 
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理学中说过，速度 Y ⑷是一个向量（现在把向量想作复数）其长度是动点的瞬时速 
率,方向是其瞬时运动方向（即与轨迹相切)，图 l -7 b 上给出了该点在时刻〖与 i + J 
之间的运动（即位移) M , 于是很清楚 


i Z{t) = 


Z(^t 5) — Z { i ) 


lim 

5—0 


M 


V{t). 


所以，给定了一个实自变量 t 的复函数 Z ⑷，我们总可以把 Z 可视地看作一个动 
点的位置，而 f 是其速度. 

我们现在就用这个想法在 Z ( t ) = #的情况下求其轨迹.见图 1-8 .按 （1.11) 
式 

速度 = v = iZ = 位置逆时针旋转一个直角. 


因为此点的初始位置是 Z (0) = e ° = 1,所以初速度是且垂直向上运动.几分之 
一秒后，此点将沿此方向稍微动一点，而其新速度将与新位置向量成直角.按此法 
来构造运动，很清楚，此点将沿单位圆运行. 



因为我们知道在整个运动过程中 \ Z ( t )\ 一直为1，所以该点的速度 | F ⑷ | = 1. 
于是在时间 t = 0以后，此点将在单位圆上运行一个距离0,所以 = #的辐 
角为这就是欧拉公式的几何表述. 

1.2.3 用幂级数来论证 

为了作第二个论证,我们先用幂级数来重新表述上面作为定义的 性质： ^ /( x ) = 

/ ㈤ ，/⑼=1.设/⑻可以表为勿+ a # +哪 2 +…的形式，经简单计算以证 
明 

e a; = /(x) = l + xH-^j-H-^yH - , 

进一步的研究则可证明这个级数对 a ： 的一切（实）值都收敛. 

图 1-9 画出了当 a : 为实值0时，这个和是水平轴上实数的无穷和.为了使 
有意义,我们仍坚持用这个级数，但令 z 


e 


iQ 


=1 + W + 


m 2 

2! 


㈣ 3 丨 
3! 
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图 1-9 则表明这个级数与^的级数同样有意义.但是各项并不具有相同方向,而是 
每一项的方向都是前一项的方向旋转了一个直角，成了某种螺旋线. 


， • ⑽ 2 /2! 



‘ C 

.导 

\ \ 



_ . _ . __ 

K 1 ^ 6 ’ 6^/2!炉/3「 


图 1-9 

这个图像使我们看得很清楚，已知^级数的收敛性，即可保证 e # 的螺旋级数 
也收敛于 C 的某一定点.然而并不清楚它会收敛于单位圆上角度为0的点.为了 
证明这一点，我们把这条螺旋形线分为其实部和 虚部： 

e iG = C {6)+ iS {6), 


这里 


n2 M 


S (0) 


- S 4 


至此我们本可借助泰勒定理证明 c(e) 与 s[e) 就是 cos 0 与 sin 0 的幂级数，从而证 
明欧拉公式.但是我们也可以用以下的不需泰勒定理的初等方式得到同样的结果. 

关于# = C (0)+ z 5(0), 我们想证两件 事：⑴ 它有单 位长； （ ii ) 它的角度为 0. 
为证明这两点，首先注意到，对 C 和 S 的幂级数求导可得到 


C 1 = -5, S ' = C , 


这里，一撇表示对0求导. 

为了证 （ i )， 注意 

A| e ^|2 = ( C 2 + 5 2y = 2(cc， + 对 )= 0 ， 

这意味着之长与0无关.但因为 e iC) = 1，所以对一切0有 | e ， = 1. 
为了证明 （ ii ), 用 ㊀ ⑹记#的角度，我们要证 0(0) = 0,所以 


因为我们已知 C 2 + 5 2 


tan 0(0) 


州) 


cm. 

1,可知上式左方的导数是 


[tan ㊀ ⑹] , = (1 + tan 2 0)@ / = 


Cl 条 ) 
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而右方的导数则为 


sV _ s f c - c f s 1 
c\ """C2 = C2* 


所以 


此式表明 0 = e + const ., 取 e i0 = 1 的辐角为 0, [如果取为 2 jt , 有没有任何几何上 
的差别？]我们得到 Q = 6. 

我们现可得到结论，即（不需泰勒公式) C ((9) 和 *5(0) 就是 cos (9 和 sin 6> 的幂级 
数，虽然这个结论对于我们的目的只是附带的而已. 


1.2.4 用欧拉公式来表示正弦和余弦 


欧拉公式的一个简单然而重要的结 论是： 正弦和余弦可以用指数函数构造出 
来.准确地说，检查一下图1-10,可见得 


e ld + e ~ l6 = 2 cos 0 , e 10 — e ~ 10 = 2 i sin 0, 


或者与此等价有 


P ie I 

cos (9 = — — — 
2 


sin 6 — 



( 1 . 12 ) 



1.3 — 些应用 


1.3.1 引言 

有些问题通常看起来并不涉及复数，然而透过复数的眼睛来观看它们，却可以 
得到最漂亮的解法.本节中我们将通过选自各个数学领域的许多例子来说明这一 
点.本章末的习题中还有更多的例子. 

第一个例子[三角]只是说明了已有的概念的力量，而在其他例子中将要展开 
重要的新思想. 
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1.3.2 三角 

所有的三角恒等式都可以看作是来自复数的乘法法则.在下面的例子里，为了 
避免符号太冗长，我们将采用一种速 写法： 大写的 C 三 COS 0, 5 = sin 0, 小写的 

c = cos s 三 sin 0. 



为了得出 cos (0 + 0) 的恒等式，把它看作是的一个分量,见图 1- lla . 因 
为 

cos (0 + 0) + i sin (6 + 多）== e ie e l( ^ 

=(C + iS)(c + is ) 

=[ Cc — Ss ] + i[Sc 4 - Cs ], 

我们就不但得出了 cos (0 + 0) 的恒等式,还得出了 sin (0 + 0) 的恒 等式： 

cos (6 + 0) = Cc — Ss , sin (0 + </>) = 5 c -h Cs . 

这里又表现出使用复数的另一个强大的 特点： 每个复的等式都同时表述了两件事. 
要想同时得到 cos 30和 sin 30的恒等式，请考虑 e i30 ： 

cos 3(9 + isin 30 = e i30 = ( e ie ) 3 = (C + iS ) 3 = [ C 3 - 3 CS 2 ] + i [3 C 2 S - S 3 ]. 

利用 C 2 + 5 2 = l , 这些恒等式就可写为比较常见的 形式： 

cos 3(9 = 4 C 3 - 3 C , sin 3(9 = -4 S 3 + 35. 

我们刚才看到怎样用 0 的三角函数的幂来表示0的倍角的三角函数，但是我们也 
可以反向进行.举一个例子，假设我们想用0的倍角三角函数表示 cos 4 0, 因为 
2 cos 0 = e id - e ~ ie , 所以 

2 4 cos 4 6 = ( e ie H - e -访 ) 4 

= ( e i4e + e ~ i4e ) + 4 (e 咖 + e - ， + 6 

= 2 cos 40 + 8 cos 20 + 6 

=> cos 4 6= ^[ cos 40 + 4 cos 20 + 3]. 

8 
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虽然欧拉公式在作这类计算时极为方便,却不是必不 可少： 我们实际上用到的 
只是复数乘法的几何形式与符号形式的等价性.为了强调这一点，我们不用欧拉公 
式来再作一个例子. 

为了找一个恒等式来用 r = tan 0 表示 tan 30. 考虑 z = l + iT, 见图 1- llb . 
因为 z 的角度是0， P 的角度就是30，所以 tan 30 = Im (^ 3 )/ Re (^ 3 ). 所以 

之 3 = (1 + iTf = (1 一 3 T 2 ) + i (3 T - T 3 ) => tan 30= ? T 

1.3.3 几何 

我们以单个例子来作为几何应用讨论的基础.在图 l -12 a 中，我们在一任意四 
边形的四个边上各作一个正方形.我们想证明此图中明显给出的事实： 连接相对的 
正方形中心的线段互相垂直并等长. ①要想找出这个令人惊奇的结果纯粹的几何证 
明，需要极大的 才能. 所以我们不要单靠自己的智慧，还是祈求复数的智慧来帮助 
我们吧! 




图 1-12 

为方便起见，引入因子2,并令％ 26, 2 c ，2 d 为表示四边形4边的复数.唯一的 
条件是这个四边形要封口，即 

a + 6 + c + d = 0. 

如图1-1%所示，取加开始的顶点为 C 的原点.要想走到这一边的正方形中心 p ， 
就要先走一个％再沿与 a 成直角（逆时针）的方向走过同样的距离.这样，由于 k 
正是 a 依逆时针方向旋转一个直角而得，所以 p = a + k = (1 + i ) a .同理 

①这是著名的 Thebault 问题 . Victor Thebault 是法国几何学家，他在 1938 年提出了 3 个问题.这 
里是第一个，其中最难的是著名的 Thebault 第三 问题： 如图作 3 
个圆，外圆是外接圆，内心是 J, 求证 / ， 0 2 三点共线，其中 
0i,0 2 是图上 2 个切圆圆心 . 直到 I 983 年（或 1973 年）才有人 
给出了解答，但因太长，人们都认为初等解法尚属未知 . 请参看 S. 

Gueron, Two applications of the generalized Ptolemy theorem, 

American Math. Monthly, Vol.109, (2002) ， 362-370 . 关于另外 
两个 Thebault 问题可见 A. Bogomolny. Thebault’s problem, 

II ， III ， www.cut-the~knot.org/cmriciilum/thebault 1( 或 2, 3). 

_ 译者注 Thebault 第三问题 
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q = 2 a -\-{ l -\- i ) b , r = 2 a + 26+ (1 + i ) c , s = 2 a + 26 + 2 c + (1 + i)d 
所以由 g 到 s 的复数 4 = 5- 9 和由 p 到 r 的复数 B = r — p 就是 
A = (b 2 c d ) - i(d — b ), 5 = (a + 26 + c ) + i(c — a ). 

我们想要证明 A 和万 互相垂直且等长.这两个命题可以合并成单个复命题 
J 5 = L 4, 即 B 可以由 A 依逆时针方向旋转 jr /2 而得.这也就是 A-\-iB = 0 , 而后 
者可以归结为例行的计算而结束 证明： 

A^iB = { a -\- b -\- c -\- d )-\- i { a -\- b -\- c -\- d ) =0. 

对图 1-1^ 的结果作纯粹几何解释的第一步是考虑图 M 2 b . 图中在一任意三 
角形的两边上各作一个正方形，由图中可以 得到： 连接这两个正方形中心到三角形 
另一边的中点 m 的两个线段互相垂直而且等长. 习题21将证明图 l -12 a 可以很 
快地由图 l -12 b 得出①图 l -12 b 的结果当然可以用上面同样的方法来证明，但是 
让我们试一试找出一个纯粹几何的证法. 

为此我们故意绕一个有趣的弯子，即用复函数来研究平面上的平移与旋转.事 
实上，这个“弯子”本身比我们打算用它来解决的几何难题重要得多. 

用 7； 记平面上平移一个向量（亦即复数) t ;， 所以一般的 z 点被它映为 T v ( z ) = 
z + r .图 l -13 a 画出了平移对于一个三角形的效果 . 7； 的逆，记作 7；- 1 就是解除 
这个平移的 变换； 更形式化的方法是按照关系式 7；- 1 oT v = S = T v oT v ^ 来定义 
丁; 1 , 这里的 J 就是“什么都不变”的变换（称为 恒等变换)， 它把每一点映为其自 

£( z ) = z . 很明显, 7^ _1 = T _ v . 


图 1-13 

如果我们先作一个7；,接着再来一平移7^，则复合的平面映射 T w oT v 将是另 
一个 平移： 

%v ° %}{ z ) = T w (z + v ) = z -\-{ w -\- v ) = T w + V ( z ). 

这使我们得到关于加法的一个有趣的启发.如果我们在引进复数〃时，认为它就是 
一个平移，则我们可以定义两个复数7；与％之 “和” 就只是相继施行这两个平移 
(次序无 关). 这当然与我们实际给出的加法的定义等价. 




①这个方法基于一篇文章 Finney [1970]. 
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♦ n e a 表示平面绕 a 点旋转一个角度 0 . 例如， nton e a = in ^ y 1 = 
nj . 为了把旋转表示为复函数，第一步是注意， （1.9) 表明绕原点的旋转可以写为 
n e 0 { z )= e ie z . 

图 l -13 b 表明，一般的旋转可以这 样作： 先把 a 平移到0,绕0旋转0，再 
把◦平移回 a : 

^a(^) = (7^ O 7^0 ° T ~ l ){ z ) = e l0 (z - a) + a = e ie z + k , 

其中 fc = a ( l - e ^). 这样，我们发现绕任意点的旋转都可以表示为绕原点作同样的 
旋转，再继以一个平移：=(%。咒纟).反过来,绕原点旋转 a 再继以平移〃又可 
化为单个 旋转： 


T v oUH 其中 c = v /( l - e ia ). 

同样，可以很容易地验证，如果在旋转之前就作平移，则净变换仍可以用一个旋转 
来 完成： K e Q oT v = n e v . V 是什么？ 

刚才得到的结果在几何上肯定不是明显的[请试一试]，但这样做足以表明，把 
旋转和平移都用复函数来表示是多么有力.作为进一步的说明，考虑绕不同点作两 
个旋转的净效果.把旋转用复函数表示出来，经简单计算[练习]即有 

(7^ 0 n e a ){ z ) = + 其中 v = ae^(l - e id ) + 6(1 - e ^). 


除非0 6是 2: r 的整数倍，否则由上一段可知 


nton e a = n ^\ 其中 


v ae^(l — e ^) H - 6(1 — e 坳) 

1 — Qi(0+(f>) 1 _ Qi(0+cf>) 


[如果6 = a 或0 = 0, c 应该是什么？请验算一下此公式 .] 结果见图 l -14 a . 我们以 
后还会找出这个结果的一个纯几何的解释，而且在此过程中找出上述复杂公式所表 
示的 c 的一个很简单的几何构造. 



K(z) 



图 1-14 


另一方面，如果 (0 + 0) 是 2 jt 的整数倍，则^ ( ㈣ ) =1，而 
ntoU e a = T v , 其中 v = ( l - e ^)(6- a ). 
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例如，设0 = 0 = jt , 这个结果预示 nioni = r 2(6 _ a) 就是按连接第一个旋转中心 
到第二个旋转中心的复数的2倍作平移.可以由图 l -14 b 直接看出此事为真. 

以上关于两个旋转的复合的结果意味着[练 习]: 

令 m = n e a : o …。为 n 个旋转的组合，又令 e 二 
沒1 + 02 +…+ 为净旋转量.一般来说，存在某个复数 C , 使 
M = 7 lf , 但若0是 2 jt 的整数倍，则必存在某个?;，使 X = 7；_ 

回到我们原来的问题，现在就可以给图 l -12 b 的结果一个漂亮的几何解释.在 
图 l -15 a 中 ，州 = 7^。74" /2) 。7^ /2) .根据刚才的结果， X 是一个平移.为弄明 
白 是什么 平移，我们只需找到 M 对某单个点的效果就行了.很明显, M ( k ) = A :， 因 
此以是一个零平移，即恒等变换 广所以 

n^ /2) o n^ /2) = (to - 1 oM = n K rn . 

如果我们定义 〆 = 7^ ⑷，贝 IJ m 是 s〆 的中点.但另一方面 

s ， = (7^/ 2 ) o n ^)( s ) = 7^/ 2 ) ㈤ ， 

所以是一个等腰三角形而且在 p 点处为直角， 所以 S m 与 pm 互相垂直且等 
长.证毕. 



1.3.4 微积分 

考虑求 e ^ sinx 的第100阶导数，并以此作为微积分的例子.更一般地说，我们 
将要说明怎样用复数来求的 n 阶导数. 

我们在讨论欧拉公式时就已看到，#可以看成是一个点以单位角速度绕单位 
圆运行时在时刻6的位置.同样，可以看成是一个单位复数以角速度6绕原点 
运行.如果我们把单位复数在其旋转中伸长倍，它的端点就描绘了一个点螺旋 
环绕着离开原点.见图 l -15 b . 

这件事对于待解决的问题的意义 在于： 此点在时刻 t 的位置是 


Z ( t ) = e at e lbt = e at cos bt + ie at sin bt , 
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所以 e at sinbt 的导数恰为 Z 的速度 V 的垂直分量（即虚分量). 

我们本可以对上式给出的 Z 的两个分量求导来求出 F ， 但是我们想利用这个 
例子来介绍本书中一直会使用的几何方法.在图 1-16 中，考虑该点在时刻 t 与 t^St 
之间的运动 M = Z{t^ 5t) - Z(t). 

回忆一下， F 的定义是当5趋向零时 （ M /5) 的极限,所以当5非常小时， V 和 
( M / S ) 很接近于相等_这就提示我们两种直观的说法，而本书中，这两种说法都将 
采用：⑴当5为无穷小时 V = ( M /5); 或者说 （ ii ) y 与 （ M /5) 最终相等（当5趋于 
零时). 

我们这里要强调，“ 最终相 等”和 “无穷小” 这些词语都是在一种确定的技术意 
义下使用的，特别是 “无穷小” 一词指的并不是某种神秘的、无限小的量①更准确 
地说,如果两个量 X 和 y 都依赖于第三个量则 

lim ^ = 1 ^ “对于无穷小的 5,X = Y\ 

分“当5趋于0时 X 和 Y 最终相等”. 

由极限的基本定理 可知： “最终相等”保存了通常的相等的许多性质.例如，因为 F 
与 (M/6) 最终相等,所以 T /5 与 M 也最终相等. 

现在回到求螺旋环绕的点的速度问题.图 1-16 上画出了由0到 Z ( t ) 和 
的射线以及经过这两点的（以0为中心的）圆弧（虚线).令4和 B 为连接 z ⑷到 
这两射线与圆弧的交点的复数.如果5是无穷小，则 B 与 A 以及 S 与 Z 均成直 
角，而且 M = 4 + R 



度计)，所以这两条射线在单位圆上切下长为 M 的弧，而在过 Z 的圆上切下长为 


\ Z \ bS 的弧. 所以最终等于 \ Z \ bS . 其次，注意到⑷是剛 | 在时间区间5中 


的增量.这样，由于 


d 

dt 


剛 I 


去〜 |z| 


①在 Chandrasekhar [1995] 中有更多关于这种差别的讨论. 
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所以 | A | 最终等于 | Z | a 5. 

在 Z 处的阴影三角形最终相似于斜边为 a + ib 的阴影直角三角形.把后者旋 
转 Z 的辐角，就会看到，若5为无穷小，则 

M = (a +访)旋转 Z 的辐角并放大 | Z |5 倍= (ci + ib)Z5 

=>V = ^-Z = (a + ib)Z. (1.13) 

at 

这样，所有从原点出发的射线都以相同角度 [(a + ib ) 的辐角]与螺旋线相交，而点 
的速率正比于由原点到该点的距离. 

注意，我们虽然尚未给出^的意义 （ z 是一般复数)，但肯定很想把它写成 
Z(t) = ^ ht = 这使 (1.13) 式显得十分自然.反过来，这就提醒我们应 

该定义 e z = e (:c+i2/ ) 为 e x e iy ; 在下一章还会给出这一步的另一种论证. 

利用 (1-13) 式就很容易求更高阶导数了.例如点的加速度是 

= -j-V = (a + ib)。Z = (a + ib)V. 
at z at 

继续这样做下去，每个新导数都可由前一个导数乘以 ( a + z 6) 而得[请试着在图 1-16 
中画出各阶导数的草图].如果写成 (a + ib) = Re% 其中 i ? = \/^ TF ， 0是 
tan _1 (6/ a ) 的适当的值，我们就有 

ATI 

^z= (a + ib) n Z = R n e in<t> e at e ibt = i ? n e at e i(bt+n ^, 


所以 

d n 

[ e at sin 6 t ] = ( a 2 + 6 2 ) ^ e at sin [bt -f n tan -1 (6/ a )] . (1.14) 

Clt/ 

1.3.5 代数 

科茨 ® 在他的卒年 (1716) 有一个了不起的发现，使他能（在原则上）积出一族 

积分 

、 dx 
s x n -V 

其中 n = l ，2,3 f . 为了看出这个发现与代数的联系，考虑 n = 2的情况.关键性 
的一点是他看到分母 Or 2 - 1) 可以因 式 分解为 - l)(:r + 1)，而被积式可以分为部 
分分式 (partial fraction , 或译分项分式)，从而 

f dx 1 f T 1 1 I , 1, \ x-l 

J x 2 — 1 2 J — 1 r + 1 」 2 [a; H- 1_ 

我们将会看到，对更高的次数 n , 若不用复数，则 （# - 1) 不能完全因式分解 
为线性因式.而在1716年复数还是一种罕见并且可疑的玩意！然而，科茨看到，如 


① Roger Cotes , 1682—1716,英国数学家，牛顿的《原理》第2版的著名编者. 


译者注 
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果能把 （# - 1) 剖开成实 的线性和二次 因式，则他就能算出积分.这里所谓“实二 
次因式”就是系数全为实数的二次式. 

例如， （ x 4 - 1) 可以分解为化 - l)(x + l )( x 2 + 1), 于是可得如下形式的部分分 
式 

」_ _ A B Cx D 
x 4 -l~ x - 1 + x + l + x 2 + 1 + a; 2 + 1 ， 

所以其积分可用 In 与 tan - 1 来 计算. 更一般地，即使因式分解中有比 ( x 2 + 1) 更复 
杂的二次式，也很容易证明只需用 In 与 tan ' 1 就能算出所得的 积分. 

为把科茨关于（^ - 1) 的工作放在一个较宽广的背景下来考察，我们要考察多 
项式的根和因式分解之间的联系，这个联系可以由考察几何级数 

Gm-l = C m_1 + C m - + . • . + CZ m ~ 2 + Z 171 - 1 

来解释，这里 C 与 Z 都是复数.和实代数一样，要求此级数的和只须注意到 zG ^ 
和 cGw 包含几乎相同的项一-如果一下子看不出来，请以 m 二4为例试一下 
把这两个式子相减可得 

( Z ~ c )^ m-l = Z m — C m , (1.15) 

所以 

y rn _ m 

m-1 = - • 

之 一 C 

如果我们认为 c 是固定的而; 2； 为变量，则 （严 - c m ) 是 Z 的 rn 次多项式，且 
% = c 是一个根.结果 (1.15) 表明，这个 m 次多项式可以分解为一个线性因式 ( z - c ) 
和一个 （m - 1) 次多项式 G m _! 的乘积. 

笛卡儿在 1637 年发表了这个结果的一个重要推广.令 p ^ z ) 为一个一般的 n 
次多 项式： 

P n(^) = z n + Az n 1 H~ ■ • • + Dz + E, 

其系数 A • • •，五 可以是复数.因为 （1.15) 蕴含了 

Pn{z) — P n (c) = (z — c) [G n -1 + AG n -2 + .•• + £)]， 

我们就得到了 笛卡儿因式定理， 并把根的存在与作因式分解的可能性联系 起来： 

^cAPn(z) = 0 的一个解，则 = (z- c)P n _ 1? 其中是 (n - 1) 次多项式 . 

如果我们能再找到 P n _! 的一个根 C /， 则由同样的推理又有 P n = (z- c)(z - 
c’ 、 P n — 2 . 这样做下去，笛卡儿定理使得有望把 P n 恰好分解为 n 个线性 因式： 


p n ( z ) = (z- d)(z - c 2 ) • • • ( Z — c n ). 


(1.16) 
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如果我们不承认复根的存在 （18 世纪早期人们就是这样的)，则这种因式分解有时 
可能（例如 P - 1)，有时又不可能（例如 P + 1). 但是与此形成鲜明对照的是，如 
果承认复数，则可以证明在 C 中恒有 n 个根，而因式分解 (1.16) 恒为可能.这称为 
代数的基本定理，我们将在第7章中解释它何以为真. 

(1.16) 中的每个因式 （z - 表示一个把根^与变量点 z 连接起来的复数 • 
图 l -17 a 演示一个一般的三次多 项式. 把每一个这样的复数都写成 Rk (1.16) 
式就有了一个更生动的形式 


P n ( z ) = RiR 2 - - - i ? n e 咐 



虽然科茨那时远不知道代数的基本定理，但我们可以看一下，这个定理如何保 
证了他在把 W - 1分解为实线性因式和实二次因式的征程中得到成功的.科茨的 
多项式具有实系数，而且我们可以一般地证明 

若一多项式具有实系数，则其复根必为成对复共轭的，而它可以 
分解为实的线性因式和实二次因式. 

因为如果 Pn(z) 的系数 為… ，E 都是实的，则 P n (c) = 0 必意味着 ㈤ = 0 [练 
习]， 而因式分解 （1.16) 中必含有因式 

(z c)(z -c) = z 2 -(c-h c)z -hcc= z 2 - 2Re(c)z + |c| 2 , 

而它是一个实二次式. 

现在我们来讨论科茨如何借助正 n 边形的几何 来把# - 1分解为实线性因式 
与实二次式因式.为了领略下面的讨论，请设身处地，穿上 18 世纪的服装，把刚才 
学到的代数基本定理 忘掉； 甚至把复数和复平面全都忘掉！ 

对于开始的几个 n 值，找出 U n { x ) = x n -l 的所期望的因式分解不算太难： 


U 2 ( x ) = 

(x — l)(x + 1), 

(1.17) 

U 3 ( x ) = 

{x - l )( x 2 + X + 1), 

(1.18) 

U 4 ( x ) = 

{x - 1)( 工 + l )( x 2 + 1)， 

(1.19) 
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U 5 {x) = (x -1) 



1 + \/5 
2 ~~ 


x -\-1 



1- V 5 


x + 1 


但是一般的模式则很难捉摸. 

想要找出这样一个模式，我们试着把最简单的情况 （1.17) 可视化 ，见图 l -17 b . 
令 O 为平面（不把它看作 C ) 中一直线上的定点， P 为其上的动点，而用记两点 
的距离 OR 如果我们现在以 O 为中心作单位圆， Q ， C 2 为它与此直线的交点 ' 
显然 U 2 ( x ) = PC X - PC 2 . 

为了在此精神下理解二次因式，我们跳过（1.18)，进到含有较简单的二次式的 
(1.19) 式. U 4 ( x ) 的因式分解是我们不用复数就能得到的最好的分解了，但是我们 
的理想还是想把 U 4 ( x ) 分解为 4 个线性因式，这就启示我们把 （1.19) 重写为 


U^{x) = (x — l)(x -h 1)\/ 工 2 + l\/x 2 + 1, 


并把后两个“因式”类比为真正的线性因式.如果我们想（类比于前一情况）把它解 
释为 P 到 4 个定点的距离之积，则相应于后两个“ 因式” 的点必位于直 线之外 .更 
准确地说,毕达哥拉斯定理告诉我们,距 P 为的点必在与直线 OP 成直角 
的方向上且与 O 的距离为1处.参照图 l -18 a , 可见[/ 4 ⑷ = PCi - PC 2 - PCs - PC 4 , 
而 CiC 2 C 3 C 4 就是图上画的内接于圆的正方形. 

既然我们已经借助于正四边形（即正方形）将 U 4 ( x ) 作了因式分解，说不定也 
可以用正三边形（即等边三角形）将 U 3 ( x ) 作因式分解.见图 l -18 b , 把毕达哥拉斯 
定理用于此图即有 


PCi - PC 2 . PCs 


= PCi . ( PC2) 2 = ( x - l ) 



=(x - l)(rc 2 + o: + 1 )， 



2 


这正是想要证明的 U 3 ( x ) 的因式分解 (1.18)! 



于是有一个关于 U n { x ) 的合情理的推广出 现了： 

若 C1C2C3 • C n 是内接于以 O 为 中心的 单位圆的正 n 边形 ， P 
是直线 OCi 上与 O 的距离为： c 的一点，则 
u n ( x ) = PCi . PC 2 …… PC n . 


①这里和以下，我们为简单起见，设 : r > 1，使得 U n ( x ) 为正. 
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这就是科茨的结果.不幸的是，他只提出了结果而没有给出证明，也没有留下他是 
如何发现这个结果的线索.所以我们只能猜想他可能正是利用了某一像我们提供 
的证法 ® 

因为正 n 边形的顶点总是成对地与 OP 对称地出现，而且与 P 总有相等距离， 
图 1-18 的例子表明，科茨的结果确实等价于把 U n ( x ) 因式分解为实的线性因式与 
二次因式. 

现在让我们从假装的对于复数及其几何解释的这一阵失忆症中恢复过来，这 
时，对科茨的结果的理解和证明马上都变得简单了.取 O 为复平面的原点，取 Q 
为1，则科茨的正 n 边形的顶点就成为 C M = e ik ^ ， fc = ◦, 1， • • • ， n — 1，图 1-19 
显示了 n = 12 的情况.因为 ( C k+1 ) n = e ik2 ^ = 1,突然之间一切都变清 楚了： 正 n 边 
形的 n 个顶点正是 C / n (； 2 ：) = z n — 1 的 n 个复根. 因为 z n — 1 = 0 的解可以写成 z = ^/1， 
正 n 边形的顶点就称为 n 次单位根. 



图 1-19 


由笛卡儿因式定理 ，（# - 1) 的完全因式分解就是 

z n -l = U n (z) = {z-C^z - C 2 ) … ( 卜 C n ), 

每一对共轭根给出一个实二次因式 

[z- #( 2 一 )） ( z - e ， 2 一 )） = ^2_ 2 ^cos ^ -f 1. 

每个因式 z-Cfc = R k e ^ 都可以看作（见图 l -17 a ) 是连接正 n 边形的一个顶 
点到 z 的复数.这样，若 P 是平面上的任意点（不一定在实轴上)，可得科茨的结果 
的推广 形式： 

U n (P) = [PCi • PC 2 ••… PC n ]e 沖， 

这里= (</>i + 02 + * * * + 如果 P 恰好是一实数（仍设为大于1)，则^> = 0[请 
确信理解了这一点]，我们就又得到科茨的结果. 

① Stillwell [1989, 195页]则猜想科茨已经使用了复数（我们差一点也这样想)，然后又故意把他的发 
现用不需要复数的形式加以宣布. 
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我们并没有直接用复数来陈述和证明科茨的结果，因为我们觉得以上的直接方 
法有一种引人入胜的地方.事后看来，它表明，哪怕我们打算避免复数,我们也无法 
回避复平面的几何！ 

1.3.6 向量运算 

不仅仅是复数加法与向量加法一样，我们现在还要证明，我们熟悉的向量点乘 
和叉乘（也称为数量积和向量积）运算也包括在复数乘法中.因为这些向量运算在 
物理学中极为重要（它们是物理学家发现的!）它们与向量乘法的联系在把复分析 
用于物理世界，以及在用物理学来理解复分析时，都很有价值. 

当把复数 z = x + iy 仅仅看成向量时，我们就用黑体 z 来表示它，并把其分量 
竖列 起来： 



虽然点乘和叉乘对任意空间向量都有意义，我们下面则假设所有向量都在同一平 
面——复平面内. 

给出两个向量 a 和 b , 图 l -20 a 帮我们回忆起，点乘就是一个向量的长乘以另 
一向量在此向量上的 投影： 

a . b = |a||6| cos0 = b . a, 

其中 0 是 a 与 b 之间的夹角. 



图 1-20 


图 l -20 b 使我们回忆起叉乘的定义； a x b 垂直于 a 和 b 所决定的平面，其长 
则为 a , b 所张的平行四边形的面积 A 但是请停一下，有两个(相反的）方向都垂 
直于 C ; 我们选哪一个？ 

若写出 j = |a||6|sin(9, 就可以看到，这样写的面积 d 是有符 号的. 要想看出 
为何这里有符号，一个容易的方法是规定这里的 (9 是由 a 旋转到 b 所成的角 (而不是 
二者的夹角)，其值在区间 - Jt 到 jt 中.可见 j 的符号是与0的符号一致的.如果 
A 〉0,如图 l -20 b 那样，我们就定义 a x b 是由平面向上指的,而若 j < 0,就定义 
它是向下指的.由此可见 axb = -( bxa ). 
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axb 的定义中包含了一个人为的规定，叉乘内蕴地是 3 维的.这就提出了一 
个 问题： 如果 a 和 b 被看成了复数， axb 就不 可能是 复数，因为它并不位于 a 和 
b 所在的（复）平面 C 内.对于点乘就不存在这个问题，因为 a . b 只是一个实数， 
但这也就为我们指出了一条出路. 

因为我们所有的向量都在同一平面内，对此平面可以指定一个法线方向，于是， 
向量的叉乘要么与此法线有同样的方向，要么方向相反，所以一个叉乘与另一个叉 
乘的区别在 4 的数值上.所以为了本书所需，我们将重新 定义向量的叉乘是由 a 
到 b 所张的（而不只是 a 和 b 所张的)平行四边形的(有符号的) 面积： 

a x b = | a ||6| sin6 = — (b x a ). 

图 1-21 表明，若有两个复数 a = | a | e ia 和 = |6| e i/3 , 则由 a 到 6 的角是 
6 = ( f 3- a ). 为了看出它们的点乘与叉乘怎样与复数乘法相关，先考虑用 5 乘 C 的 
任一点的净效果.这就是旋转一个角 - a 再放大 | a | 倍，如果再看斜边为6的有阴 
影的直角三角形在此变换下的象，则我们可以立刻看到 

a 6 = a • b + i(a x b ). (1.20) 

当然我们也可以通过简单的计算得出这个 结果： 


ab= (|a|e-^)(|6|e i/3 ) = |a||6|e 似 - a ) 
=|a||6|e z6> = |a||6|(cos0 + isin0). 



当我们把点乘和叉乘说成是“向量运算”时，这意味着它们是几 何地加 以定义 
的,而与坐标轴的任意特定的选取无关.然而，一旦选定了一个笛卡儿坐标系， (1.20) 
式将使得很容易用笛卡儿坐标来表示这些运算.写出 a = z + iy , 6 = / + i〆 ， 则 

ab = (x — iy)(x f + iy’）= (xx f -f- yy f ) + i(xy’ 一 x’y), 


所以 




)= xx' + yy', 
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我们以一个例子结束本节，这个例子说明了面积 （ axb ) 的符号之重要性.考 
虑计算图 l -22 a 中的四边形的面积 j 这个问题，这个四边形的顶点 依逆时针方向 
依次为 a ， b,c ， d. 很显然这只是四个三角形的通常的无符号的面积之和，这些三角 
形是由连接四边形的顶点到原点 O 形成的.这样，因为每个三角形的面积只是相 
应平行四边形面积的一半，故有 

j = -[(a x b ) + (b x c ) + (c x d ) + (d x a )] 

1 r _ - _ _ 

= -lm[ab + 6 c + cd + da}. (1.21) 

显然这个公式可以推广到多于四边的多边形. 



但是如果 O 在四边形之外又怎么办？在图 l -22 b 中， Z 显然是其中三个三角 
形的通常面积之和，再减去画了斜线的三角形的通常面积.但因由 b 到 c 的角是负 
的，所以 |(b x c ) 将自动地是有阴影区域的负面积，而 j 将仍可用上面的公式来 
表示！ 

能不能找到 O 的一个位置使得恰有两个有符号的面积为负？习题35将证明， 
(1.21) 式总是 对的. 

1.4 变换与欧氏几何* 

1.4.1 克莱因眼中的几何 

尽管引入复数有许多好处，但是现在来谈论这些好处也只不过是事后诸葛亮， 
仍然很难找到一种不得不接受的引入复数的方式.从历史上看，我们已经看见了三 
次方程怎样以代数方式把复数强加给我们，而在讨论科茨的工作时，我们又看到其 
几 何解释有某种不可避免性.在本节中我们想要表明，在仔细地重新考查欧 氏平面 
几何后，复数是怎样自然地，几乎不可避免地出现的① 

本节标题后面加上了一个星号 （*), 表示本节的内容可以略去.然而,本节的思 
想，除了 “解释”复数以外，其本身也是很有意思的，而且对于理解本书其他选读的 
内容，也是有需要的. 


① Nikulin and Shafarevich [1987] 的极佳的书是我们知道的仅有的具有类似想法的著作. 
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尽管古希腊人在几何学中有许多漂亮的、了不起的发现，但直到2000多年后， 
克莱因@才第一次提出了 “什么是几何学？”这个问题，并且作出了回答. 

我们仅限于讨论 平面几 何学.人们可以说它就是研究平面上的几何图形的几何 
性质的，但是，⑴什么是“几何性质”？ （ ii ) 什么是“几何图形”？我们将集中于问题 
( i ), 而对 （ ii ) 则很快地一带而过，把“几何图形”解释为我们在一张平铺着的无限 
大的纸上用无限细的笔画出来的东西. 

至于 （ i ), 我们首先要提出，如果两个几何图形（例如三角形）具有同样的几何 
性质，则（从几何学的观点来看）它们必定是“相同的”、“相等的”，或者如我们常说 
的，是全 等的. 这样，如果我们对全等（“几何相等性”）有了清楚的定义，就可以把 
这件事反过来说， 定义几何性质就是所有全等图形所共有的性质. 那么，怎样看出 
两个图形为几何相等呢？ 

考虑图 1-23 中的三角形，而且设想它们都是可以捡起来的纸片.要问 T 是否 
全等于: T , 只要捡起: T 来，看看能否放在： T 上.注意，允许在3维空间中移动 T 
这一条件是很本 质的： 要想把 r 放在 f 上，必须先把 r 翻一 个面； 只让 r 沿平面 
滑动是翻不过来的.我们试着把这一点一般化,它使我们想到，需要提出， 如果有两 
个图形 F 和而且存在一个经过 3 维空间的运动使 F 与 F 重合，则二者全等. 
注意,这一讨论使我们想到存在两种基本不同类型的 运动： 其一包含了把图形翻一 
个面，另一类则不.我们以后还会回到很重要的这一点. 



很清楚，多少令人感到不满意的是，在试图定义 平面上 的几何学时，却必须求 
助于经过3维空间的运动.我们现在来改正这一点.回到图1-23,想象 T 和 TZ 都 
是画在透明胶片上的.现在我们不是捡起三角形 T , 而是捡起画着 T 的整张胶片， 
然后把它放在第二张胶片上使 T 恰好与重合.经过这一运动， T 的胶片上的每 
一点 A 都落在: T 的胶片的一点 W 上，而我们可定义运动就是平面本身的一 
个映射: Ah W = 

然而，并不是所有的映射都够得上成为运动的资格，因为我们还必须抓住一个 
思想（前面其实已经暗地里这样做 了)： 胶片在运动中必须是 刚性的 ，使得点之间的 
距离在运动中不变.于是我们的定义 如下： 


① Felix Klein , 1849—1925, 伟大的德国数学家.——译者注 
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运动就是平面到其自身的一个映射且使任两点 A , B 的距离与 

其象 I =人1(>1)，= * M ( S ) 的距离相同. （1.22) 

注意，我们所称的运动也常称为“刚性运动，’或“等距同 构”. 

有了关于运动的精确概念以后，我们对几何相等性就有了一个最终的 定义： 
如果存在一个运动人 使得 F ' = M { F ) ,就说 F 全等于 P ， 记 
作 F g (1.23) 

其次，作为以前的讨论的一个推论，我 们说： 一个图形的几何性质就是它的经过一 
切运动都不改变的性质. 最后，为了回答那个尚未解决的问题 “什 么是几何学？，，克 
莱因回答说，几何学就是研究运动的集合的所谓 不变式 (或 不变量). 

19世纪最重要的发现之一就是，欧氏几何并非唯一可能的几何学，第6章里将 
要研究所谓非欧几何中的两种，但是目前我们只想说明克莱因怎样能推广以上的思 
想使得也能包括这种新几何学. 

(1.23) 的目的是用一族变换来引入几何相等性的概念.但是这种2类型的相 
等性会如我们之所愿吗？为了回答这个问题，我们必须先弄明白，我们希望的是什 
么？为了不把一般的讨论与 (1.23) 中的特定的全等概念混淆,我们暂时不用兰这 
个记号，而把几何相等性记 作〜. 我们希望所谓几何相等性应该符合以下三个 条件: 
⑴一个图形应该等于其 自身： F 〜 F 对一切 F 成立. 

( ii ) 若 F 等于则沪也等于 F : F 〜 F ， 〜 F . 

( iii ) 若 F 等于 P ， ，等于 F "， 则 F 也应与 F 〃 相等： 

F 〜 F f kF ， 〜 F” 今 F 〜 F" 

符合这些要求的任何关系都称 为等价关系. 

现在假设仍保留几何相等性的定义 (1.23), 但对运动的定义 (1.22) 加以推广， 
即将其中的保距变换族代以某个其他的变换族 G ， 应该要明白，并非任意我们已知 
的原有的 G 都与我们定义几何相等性的目的 相容. 事实上，⑴， （ ii ) 与 （iii) 蕴含着 
G 必有以下很特殊的构造，我们把它用图 1-24 画出来 . 

⑴族 G 必包含一个映一点为其自身的变换 f (称为 恒等变 换). 

( ii ) 若 G 中含有一变换* M , 则亦必包含解除 X 的变换以- 1 (称为之逆)[请 
验证，为使 M - 1 存在（且不管 M - 1 是否 G 之元), M 必须具有以下的特殊 
性 质：⑷ 把平面映到（全 平面） 上 .( b ) — 对一； 即是说 ： ⑷平面的每点必 
为此平面的某点之象， （ b ) 不同点有不同的象]. 

( iii ) 若 W 与# 都是 G 中之元，则其复合映射川=( 先作川 再作 AO 也 
是 G 中之元 • G 的这一性质称为封闭性. 


①这里 G 是射影之群，如果我们要作一个平面图形的透视画，则从那个平面到“ 画布” 平面的映射就 
称为一个透视.射影则定义为任意一串 透视. 你能看出来何以射影的集合应该构成一个 群吗？ 
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这样我们很自然地达到了对整个数学都具有基本重要性的概念：满足这三条要求 ® 
的变换族 G 称为群. 



图 1-24 


我们来验证一下， （1.22) 中定义的运动构成一个群：⑴因为恒等变换保持距离 
不变，它自然是一个运动 . ⑻运动的逆只要存在，当然也保持距离，因此也是运动. 
它是否存在呢？ （ a ) 如果对全平面作一运动,那么说其象也是全平面,也还是 合情理 
的——但以后还要证明 .( b ) 两个不同点的非零距离在运动中仍得保持不变，所以 
它们的象仍是不同点.因此之逆确是存在的 .( iii ) 如果两个变换都不改变距离， 
则相继施行它们也不会改变距离，所以两个运动的复合仍是运动. 

克莱因的思想是，我们可以先任意选定一个群 G , 然后定义一种相应的几何学， 
即是对 G 的不变量的研究.[克莱因第一次宣布这个思想是在 187 2 年——那时他 
才23岁！ 一在爱尔朗根大学，所以后来这个思想就以他的 爱尔朗根纲领 为名而 
著称于世 .] 例如，若取 G 为运动群，我们就回到了平面上的欧氏几何学.但是这远 
非平面上 唯有的 几何学，图 1-24 上画出 的射影几何学 就是另外一种 • 

克莱因对于几何学的视野其实还更 宽广. 我们一直关注的是， 当图形是画在 
平面上任何地 方时，可能有什么样的几何学，但是例如假设只允许我们把图形画在 
某个圆盘 D 内.应该很清楚，我们可以恰如构造平面上的几何学一样，来构造“乃 
中的几何学”：给定一个由 D 到其自身的变换之群 i /, 相应的几何学就是研究开 
的不变量.如果你怀疑是否有这样的群存在，考虑所 有绕乃 之中心的旋转之集合 
好了. 

读者很可能会感觉以上的讨论全属数学推广癖这种慢性病的大发作 所得 
的关于几何学的概念（套用卡丹诺的那句话）是“既不可捉摸又没有用处”.但是这 
就背离了真理，错得不能再错了！在第 3 章里，我们将被很自然地被引导着去考虑 
一个很有趣的 由 圆盘到其自身的变换群.所得的几何学称 为双曲 几何或 罗巴切夫 
斯基 ® 几何,而这将是第6章的主题.这种几何远非没有用处，而被证明在广泛的数 


① 在更一般的背景下群的定义中还要增加第四个 要求： 结合性，即乂 O (朽 o C ) = (乂。石） O C ， 对于变 
换它当然自动成立. 

② Nikolai Ivanovich Lobachevski, 1792—1856, 伟大的俄罗斯数学家. 译者注 
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学领域中是强有力的工具，它不断地一直在现代研究的最前沿提供新的洞察. 

1.4.2 运动的分类 

要理解欧氏几何的基础，看来必须研究其运动群.现在这个群还是相当抽象地 
定义为平面到其自身的保持距离的变换之集合的.然而很容易想到运动的一些例 
子： 平面绕任意点的旋转、平面的平移还有平面对某一直线的反射.我们的目的是 
用同样生动的东西来理解最一般可能的运动. 

我们先从宣布一个关键事实 开始： 

一个运动可以由它对任意三角形（即任意三个非共线的点）的 
效果唯一确定. （1.24) 

这句话的意思就是,只要知道这三个点怎么变，就可以知道平面上每个点怎么变.为 
了看出这一点，请先看图 I - 25 .每个点 P 都可由它到这个三角形的顶点 A , B,C 
的距离唯一决定 • ® 到 A 和到 B 的距离给出了两个圆，它们一般地交于两个点 ， P 
与 Q . 第三个距离（即到 C 的距离）就可以把 P 找出来. 



为了证明(1.24)，现在看图 1-26. 它表示运动把 S ， C 映为 Ay ，由 
运动的定义， W 必把任一点 P 映到而 P 到尤汉，(7,之距离等于 P 到 C 
原来的距离.这样，如已证明的那样， P 被唯一确定.证毕. 



^识到有两类基本不同的运动，是在分类上进了一大步.用我们原来已有的、 
关于运动可以通过空间来进行的概念，这两类基本不同的运动的区别 在于： 要把一 
个图形放到另一个图形上面，是否需要翻一个面.可以看到在新定义 （1.22) 中，对 

①地震就是用这个方法定位的.地震开始时就会发出两 个波： 快速传播的 “ P 波，，(压缩波）以及缓慢 
传播的有破坏力的切变波 “ S 波”.于是 P 波将在 S 波之前到达地震站，而这两个事件之时差就可 
用来计算地震到地震站的距离.再对另外两个台站计算出这个距离，就可确定地震的 位置. 
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于运动也会出现这种二分法：设一运动把 A , B 两点送到反处.见图 1-27 .按 
(1.24)，还不能确定这个运动，我们还需要知道第三个点，即如图 1-27 所示的（与 
A , B 不共线的) C 点之象.因为运动保持 C 到乂和到 B 的距离，则 f 之象恰好有 
两个可能性，即或者是 C 或者 g 它对过 A \ B f 的直线 L 的反射象 g 样，恰好 
有两个运动（例如记作和义）映 A B 到 W ， 人1 把 C 映到 C ， 义把 C 映 
到 C . 



图 1-27 


为了区别这两个运动，可以看它们对于角的影^如何.所有的运动都能保持角 
的大小.但是我们看到还保持角0的定向，而 g 却把它反转.这个区别的基本 
本性 是：人 1必定事实上保持所有的角的定向，而％则把所有的角的定向都反转. 

为了证明这一点，先看一下三角形 T 中的角4命运如何.如果 C 被映到了 
C " (即若运动是 X )，作出图1-2£就可以看到的象是: T , 角的定向得到保持.如 
果是另一情况，即 c 被映到了 c (即运动为 义) ，则： r 的象是 r 对 L 的反射,而角 
的定向则被翻转了.保持角的定向的运动称为保向的(或称直接的)，使其翻转的称 
为反向的.这样，平移和旋转都是保向的，而反射是反向的.综述以上所 得有： 

恰好存在一个保向运动人 1( 以及恰好一个反向运动％)将一已 
给线段映为另一个等长线段 A f B f . 此外， M =( M 再继以 （1.25) 
对的一个反射). 

这样，为了理解运动，我们可以考虑两个随机选出@等长线段与^反，然 
后再找出映其一为另一的这个保向运动(反向运动％.)现在就容易证明 

每个保向运动均为一旋转，或（在例外情况下）为一平移. (1.26) 

注意，这个结果使我们对于早先关于旋转与平移的复合的计算有了更深的洞 察：因 
为任意两个保向运动的复合仍为一保向运动[为什 么”， 它就只可能是一旋转或平 
移.反过来,那些计算可以把 (1.26) 很简洁地重新表述 如下： 

每个保向运动都可以表为一个如下形状的复函数= + (1.27) 

现在来证明 (1.26), 若线段 A f B f 平行于则向量 Zg 与 W 或相等或反 
向.如果它们相等则如图 l -28 a 所示，该运动是一 平移； 如果它们反向，则图 l -28 b 
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表明，该运动是绕九4/与的交点旋转角度 : t . 

如 f 这两线段不平行，（在有必要时）延长它们使之相交于 M 点.令彡为 
与的方向的夹角，见图 l -28 c . 由圆的一个初等性质，弦对圆弧 AMA ! 
之任一点均张等角 0. 然后用 O 表示之垂直平分线与弧之交点.这样就可看 
^把变为 A f B f ^保向运动就是绕0点旋转角度0，因为4被转到点，而 
AB 的方向转成了 7 Tb ' 的方向.证毕. 



说平移是“例外”的，是在下述意 义下： 如果两个线段是随机地画的，则二者平 
行是很罕见的.事实上，给定了 则只有当 MB 1 的方向在无穷多方向中，恰好 
是的方向时,才只需作一个平移,所以一个随机的保向运动恰为平移这一事件 
的数学概率确实为零！ 

对于我们来说，保向运动比反向运动更重要，所以我们把对于反向运动的研究 
留作习题 39-41. 更加强调保向运动的理由是它们构成一个群（整个运动群的一个 
子群)，而反向运动则不构成子群.能看出为什么吗？ 

1.4.3 三反射定理 

在化学里关注的是原子的相互作用，但是，想要更深入地洞察它们就必须研究 
构成原子的电子、质子和中子.与此类似，虽然我们关注的是保向运动，但是保向 
运动是由反向运动构成的.研究构成它们的反向运动，就能有更深的洞察.准确 
些说， 


每个保向运动均为两个反射的复合. （1 28) 

注意，由 (1.25) 的第二句 即知： 每个反向运动均为3个反射的复合.见习题 39. 简而 
言之，每个运动均为或两个或三个反射复合而成，这个结果称为三反射定理① 

前面我们曾试图证明运动的集合成为一个群,但是并不清楚是否每个运动都有 
一个逆.三反射定理非常简洁而明确地解决了这个问题，因为一串反射的逆就是把 
这些反射以相反的次序再作一次. 

以下,我们用 A 记对于直线1的反射.因此,先对 h 作反射,再继之以对 L 2 


①像 （1.26) 那样的结果也可以看作是这个定理的 推论； Stillwell [1992] 对这个方法有漂亮的初等讲解. 
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作反射就记为 5 Rl 2 o 5 R Li . 按照 (1.26), 想要证明 (1.28), 就是要证明每个旋转（以及 
每个平移）都具有 5 Rl 2 o 5 ft Ll 这样的形状，这是以下两个命题的直接 推论： 

若 Za 与1 2 相交于 O, 而由 Lj〗L 2 的角为则 5 R L2 o 5 R Li 就是绕 O 旋转 20. 


以及 


若 h 与 L 2 平行，而 v 为由 L 2 垂直连接到 h 的向量，则 sR L 2 o 5 R Li 就是平移 2 v . 

这两个结果都很容易直接证明[请试一试！]，但是下面的证法或者更漂亮. 

首先， 5 Rl 2 o 5 ft Ll 是一个保向运动（因为它把一个角的定向翻转两次)，它或者 
是一旋转或者是一平移.其次，注意旋转与平移之区别在于它们有不同 的不变曲线， 
即被映为自身的曲线.对于绕 O 点的旋转，它们是以 O 为中心的圆，对于平移，则 
为平行于此平移的直线. 

先看图 l -29 a , 很清楚， 3? L2 o 5ft Ll 使所有以0为中心的圆都不变,所以它是绕 
O 的旋转.为了看出旋转角为2也考虑 A 上一点 P 的象 P 即知，证毕. 

再看图 l-29b. 显然 5R L2 o3? Li 保留所有垂直于 la 和 L 2 的直线不变.为了证 
明平移量为 2 v , 考虑 Za 上一点 P 之象 P 即知.证毕. 



注意，转一个角0的旋转必可以表示为。其中 L u L 2 是任意一对经过旋 
转中心而且成角 (0/2) 的直线.类似于此，平移 T 相应于任意一对相隔 T /2 的平 
行直线.这个情况给出了一个组合旋转与平移的很漂亮的方法. 

例如看图 l-30a, 这里绕 a 旋转一个角0 已表示为仏 2 ◦ 5ft Ll , 而绕 6 旋转角 0 
则已表为为了求先绕 ci 再绕6的旋转的总效果，取 L 2 = L [ 为过 a , 6 
两点的任意直线，如果 0 +多 一 2jt ， 则 Li 与 i/ 2 必在某点 c 相交，如图 l-30b 所示. 
这两个旋转的复合就是 

{^ L f 2 ° ^ L ；) ° (況 L 2 。況 Za ) =況％。況 Za ， 

这就是绕 C 旋转⑺ + 0)! 习题36证明了这种作法与 1.3.3 节中讲的旋转的复合的 
作法是一致的. 
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1.4.4 相似性与复算术 


现在更仔，地看一下距离在欧氏几^中的作用.设在同一平面上作两个直角 
三角形 r 和 f ， 令甲测量 r 而乙测量： f . 如果他们二人都报告他们的三角形边 
f 为3, 4, 5,则人们一定很想断言这两个三角形是一样的，即存在一个运动人1使 
T = M ( T ). 但是且慢！设甲所用的单位是厘米，而乙的测量以英寸为单位，则这两 
个三角形只是 相似的 而非全等的.哪一个三角形是“真，，的3, 4, 5?当然两个都是. 

要点是 当我们谈到距离的数值时，我们事先预设了一个度量单位. 单位可以画 
成一个线段 C /， 当我们说另外某线段的长例如为5时,就是说这个线段里可以恰好 
放下5个 R 但是在我们的平坦的 ® 平面中选什么样的 C 7 都是同样地可以容许 
的 一一 没有绝对的度量单位，我们的几何定理应该反映这个事实. 

细想一下这一点，我们就会认识到欧氏几何的定理事实上并不依赖于[/的（任 
意的）选取，它们对付的只是长度的比，而这个比是不依赖于 [/ 的.例如，甲可以验 
证一下，他的三角形满足以下形式的毕达哥拉斯定理. 

(3 cm ) 2 + (4 cm ) 2 = (5 cm ) 2 ， 

但是用 (5 cm ) 2 除上式两边,此式又可以用边长的比来 表示： 

(3/5) 2 +(4/5) 2 = 1. 

这些比都是没有单位的绝对的数.请找一个另外的定理来试一下，验证一下它也只 
是处理长度的比. 

既然欧氏几何的定理并不考虑图形的实际大小，我们前面用运动来作几何相等 
性的定义就显得过于 局限： 只要两个图形是相 似的， 就应该看作是同样的图形.更 
准确些说，如果存在一个相似映射把一个图形映为另一个，就应该把这两个图形看 
作同样的，而 


相似就是把一平面映到其自身且保持距离之比的映射. 


①在第6章的非欧几何中，我们是在弯 曲的曲 面上画图的，而这个曲面的曲率的量将定死了绝对的长 
度单位. 
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很容易看到[练习],每一个给定的相似映射均把每个距离放大一个相同的 
(非零）因子 r ， r 称为的 放大率 （或称相似 比). 所以我们可以把放大率作为上 
标放到我们的记号之中使之更为准确，而一般的放大率为『的相似映射可写作 &• 
显然，恒等变换也是一个相似变换 ( r = l ), S k oS r = S kr , = S (1/ r ) . 所以，相 

似（变换）的集合构成为一个群就相当清楚了.这样我们就得到了克莱因在他的演 
说 ® 中给出的欧氏几何的定义. 

欧氏几何就是对几何图形在相似变换群下的不变性质的研究 (1.29) 

因为运动就是具有单位放大率的相似映射 S 1 , 运动群就是相似变换群的子群；我们 
前面试图定义的欧氏几何因此只是 (1.29) 的一个子几何. 

的一个简单例子是中 心伸缩 （即 位似 •图 l -31 a 表明， 它令 0 不动, 
而每个线段都径向地伸缩 r 倍.注意，一个中心伸缩之逆是另一个中心伸 
缩： (V：)- 1 = vi 1/r) . 如果此中心伸缩再继以另一个具有同样中心的旋转把(或 
者先作 7^ 亦可)，就得到图 l -31 b 所示的伸缩 旋转： 

V r 0 ， e EK e 0 oV r 。 三 

注意，中心伸缩也可看作是伸缩旋转的 特例 ： VI = . 



图 1-31 


这个图形应该给我们敲响了钟声.取0为 C 的原点， (1.9) 式说明对应于 
用 re % 作 乘法： 

V r /( z ) = ( re ie ) z . 

关键之点在于反过 来看，复数乘法的规则可以看作是伸缩旋转的性态之推论. 

我们现在集中注意于具有共同的固定中心 o 的伸缩旋转的集合, 0则视为复平 
面的原点.每个都由其放大率 r 与旋转角0唯一确定，所以它可以用一个长 
为 r 、 角为0的向量来表示.类似于此， V ， 则用一个长为 i ?、 角为0的向量来表 
示.那么，什么向量可以表示二者的复合？从几何上看，很显然有 

①克莱因在 1872 年去爱尔朗根大学任教授职务时作了一个任职演说“新近关于几何学研究的比较评 
论”.著名的爱尔朗根纲领就是在这篇演说提出的.所以正文中提到他的演说.——译者注 
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所以新向量将由两个原向量长度相乘、角度相加来表示-一这就是复数乘法！ 
我们在 1.3.3 节讲到复数运算的几何意义时已经看到，若把复数看成平移，则 
其组合给出 加法. 现在我们又看到，若把它们改而看成伸缩旋转，则其组合给出乘 
法.为了完成我们对复数用几何语言的“解释，，，我们将证明这些平移和伸缩旋转对 
于 （1.29) 所定义的欧氏几何是基本的. 

为了理解 (1.29) 中涉及的一般相似变换 S ' 注意若 p 是一任意点，则以三 
S r o V { p 1/ r ) 必是一个运动.所以，任一相似必为一个伸缩与一个运动复合 而成： 

S r = MoV ；. (1.30) 

我们对运动的分类因此蕴含着，相似也分成两 类：若 保持角度的定向， 义也这 
样[故称为保向相似]，若反转角度的定向，则也如此[故称为反向相似]. 

正如我们集中于关注保向运动之群，我们现在也集中于保向相似之群.平移和 
伸缩旋转在欧氏几何中的基本作用最终出现在下面的令人吃惊的定 理中： 

每个保向相似或为一伸缩旋转，或（作为例外）为一平移. (1.31) 

对于我们，这个事实就构成了复数的一种“令人 满意” 的解释，在前言中还提到，在 
物理规律中还可找到其他令人折服的解释. 

为了能理解 (1.31), 我们从注意以下事实 开始. （1.25) 和 (1.30) 蕴含着一个保 
向相似可由任意线段之象 A / B , 决定.先考虑与儿 B 长度相同这一例外 
情况.这时我们有图 1-28 中的三种情况.它们都与 (1.31) 相容.如果尤0/与 AB 
平行而不等长，我们就有图 1-3 M 和图 l -32 b 两种情况，其中我们都画出了交于 p 
点的直线儿^和借助于这些图中的相似三角形.我们看到图中的相 
似是而图 l -32 b 中的相似是无论在哪种情况下，均有 

r = ( pA ; / pA ) = ( pB f / pB ). 




















1.4 变换与欧氏几 何* 37 


现在考虑与既无相同长度也不平行这个更有兴趣的一般情况.稍看 
一下图 l -32 d , 那就是讲的这个情况.这里， n 是这两个线段的交点（必要时把这两 
个线段延长)，0则是它们的交角.为了证明 （1.31), 我们必须要证明，只需作一个伸 
缩旋转就可把 AB 变到 A f B ，. 在目前只要看到，如果想要最后变得与有 
相同方向，则必须旋转一个角6>，所以我们的结论实际上就是：存在一个点和一个 
放大率 r ， 使得把4变到 A ' B 变到 

考虑图 l -32 d 的复制在图 l -32 c 上的那一部分.显然若取 r = ( nA / nA , ) , V^ e 
将把 A 变到—般来说，当且仅当克4/在 g 处的张角为0时, Dp 才把 A 变到 
A f . 这样，有了适当的 r 值，％， 0 变4为尤当且仅当 g 位于圆上.图上画出 
了这样一个 g 点，即 g = m . 在回到图 l -32 d 以前，我们还要再注意一 件事： m 乂在 
n 点和 W 点所张的角相等（记作 •). 

现在可以回到图 l -32 d . 我们需要的是既把4变为也把 B 变为 B f . 
按照上面的论证， g 必须同时既位于圆弧 An : 上，又位于圆弧上.这样就 
有两种可 能性 ： q = n ^ q = m ( m 是这两个圆弧的另一交点).如果想到了这一点, 
就看到了戏剧的高潮.我们只考虑角0就已把 g 的可能位置缩小到两个 点上; 不论 
是哪一个可能性，我们都可取放大率 r 使4变为但是一旦 r 选定，则 S 还是 
既有可能变成汉，也可能不行！但是从图上看，取 g = n 时 B 并不变到汉，所以 
q = m 将是余下的仅有的可能性. 

为使同时将4映到尤 B 映到 B '， 我们还需要 r = ( mA ^ mA ) = 
{ mB f / mBY 换言之，图 l -32 d 上两个阴影三角形需要相似.它们确实相似真有点像 
是奇迹.看一下在 n 点处的那些角，我们看到0 + O + • = Jt , 再看到右方是每个阴 
影三角形的内角和，立即可得这个结果 .(1.31) 的证明至此完毕 ® 

(1.31) 中讲到绕任意点的伸缩旋转，而复数则表示绕固定点原点）的伸缩 
变换，读者可能会对此不甚满意.对于这一点可以回答如下： 在和 

下之象互相平行而且长度相等，所以必会存在一个平移7；映一个象为另一个象 
[详见习题 44]. 换言之，一般的伸缩旋转与以原点为中心的伸缩旋转只相差一个平 
移： V r / = % oV :， 0 . 总结起来，我们有 

每个保向的相似变换 f 均可表为一个形如 S r { z ) = re i6 z + v 的复函数. 

1.4.5 空间复数 

我们现在简要地试图把上面的思想推广到3维空间.首先，空间中的有中心 
(以 O 为中心）的伸缩旋转定义和前面完全一样，即可定义为有同样中心的伸缩与 
空间中绕某个过 O 点的轴的旋转复合而成.一旦我们以 （1.29) 为欧氏几何的定义, 

①这里的论证好处在于它是逐步给出的，而不必把所有结果一下子全部证出来.其他的证法可以参看 
Coxeter and Greitzer [1967, 97 M ], Coxeter [1969, 73 页]和 Eves [1992, 71 页]，习题 45 中有 
用复函数的简单证法. 
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就可以开始腾飞，因为关键性的结果 （1.31) 可以推 广为： 空间的每一个保向相似变 

换或为一伸缩旋转，或为一平移，或为一伸缩变换与沿旋转轴的平移的复合.详见 
Coxeter [1969,103 页]. 

因此自然地会问，是否可能有“空间 复数” 存在,使其加法为平移的复合,而乘 
法为伸缩旋转的复合 • 对于加法，一切都很 顺利： 空间每一点的位置向量都可以看 
作是平移，而这些平移的复合就是空间中通常的向量加法.注意,就此而言，这个向 
量加法对 4 维空间，甚至 n 维空间都一样有意义. 

现在考虑具有共同的固定中心 O 的伸缩旋转的集合 Q . —开始，乘法的定义 
还很顺利.因为很容易看到两个这种伸缩旋转的“ 乘积” Q l 0 Q 2 仍是一个同一类的 
伸缩旋转（例如记为 Q 3 ). 注意到仏 ◦ Q 2 仍保持 O 不变,就可以从上述的正向相 
似变换的分类得到这一点•如果 Qi 与 Q 2 的放大率分别为 n 和 r 2 , 则 Q 3 放大率 
显然为 a = nr 2, 而我们将在第 6 章给出由两个旋转 Qi 和 Q 2 作出旋转 Q 3 的几 
何作法.然而，与平面旋转不同，在空间中，完成两个旋转的次序是会造成区别的, 
所 以我们的乘法则是非交 换的： 

Qi ° Q 2^ Q2 oQi _ (1.32) 

我们肯定是习惯于乘法具有可交换性的，但是 (1.32) 不会导致矛盾，所以这一点还 
不能看成是构造“空间复数”在代数上的决定性的障碍. 

但是，如果我们企图用空间中的点（即向量）来表示伸缩旋转时，就会出现基本 
的问题 • 我们会类比着复数乘法把方程 Q l oQ 2 = Q 3 解释为对点 Q 2 作伸缩变换 
Qi 使之变为 Q 3 . 但是这样的解释是不可能的！在空间中确定一个点需要3个数， 
即其 3 维空间 坐标; 但要确定一个伸缩旋转则需要4 个数： 一个表示放大率，一个 
表示旋转的角度,还有两个®用于表示旋转轴的方向. 

虽然我们未能找到复数的 3 维类似物，却发现了 3维的（以 O 为中心的）伸缩 
旋转之集合 Q 为一 4 维空间 . Q 的元素称为 四元数 ' 它们可以画成4维的点或向 
量,但是怎样做这件事的细节要到第6章才能讲.四元数可以用通常的向量加法来 
相加，也可以用上述的非交换法则相乘（即作相应的伸缩旋转的复合). 

复数乘法和四元数乘法法则的发现有一些有趣的平行之处.如所周知，哈密尔 
顿 ® 在1科3年发现了四元数乘法法则的代数形式.比较少为人知的是，罗德里格 
斯®比他早三年就发表了一篇很漂亮的文章，对空间旋转的复合作了几何研究，其 
中包含了与哈密尔顿的结果本质上相同的 结果； 但是要等到晚得多的时候 ® 人们才 
认识到罗德里格斯的几何与哈密尔顿的代数是等价的. 

① 为了看出这一点，设想一个以 o 为中心的球面，轴的方向可用它与球面的交点来表示，而此点则可 
用两士坐标（例如经度与纬度）来表示. 

② 用四元数来表示空间旋转，近来在计算机图形学（如制作动画）里找到了应用.—译者注 

③ Sir William Rowan Hamilton , 1805—1865, 伟大的爱尔兰.学家和物理学家.-译者注 

④ Olinde Rodrigues , 1795—1861, 法国数学家.——译者注 

⑤ 关于这个发现的很有点纠缠不清的细节是怎样弄明白的，可以参看 Altmann [1989]. 
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哈密尔顿与罗德里格斯如果查阅过伟大的高斯的未发表的数学笔记' 定会惊 
慌失措，但他们只是那些运气不好的数学家的两个 例子. 在那本笔记里高斯记载了 
他在1819年就发现了四元数的法则，作为登录在他的私人数学航行日记里的一个 


项目. 

我们将在第6章中详细研究四元数的乘法及发现它有很漂亮的 应用. 然而这 
个讨论的直接的好处是，我们现在看见了，我们所讨论的问题属于 2 维空间，而且 
又可把2维空间中的点解释为作用于此同一空间之上的基本的欧氏变换，二维性 
是一个多么了不起的性质. 


1.5 习 题 

1. 一般的 x 的三次方程的根可以看成 （ xk 平面上) x 轴与以下形状的三次曲线 


y = X 3 + AX 2 -hBX + C 


的图像的交点. 

( i ) 证明此图像在 X = -( A /3) 处有拐点. 

( ii ) 用几何方法 导出： 作变换 X = ( x - f ) 可将以上方程化为 F = x 3 +6 x+c 

( iii ) 用计算来验证以上的结果. 

2. 求解三次方程: r 3 = 3坪;+ 2 g 可如下 进行： 

( i ) 一个希望有用的变换 z s + 1, 并导出 ：如果 st = p 而且 s 3 + 1 3 = 2 g , 则 

此: r 为三次方程之根. 

( ii ) 从这两个等式消去得出 s 3 的一个二次方程. 

( hi ) 解此二次方程并得到 s 3 的两个可 能值. 由对称性， t 3 的可能的值是什么？ 

( iv ) 设已知 s 3 - ht 3 = 2 q , 导出公式 (1.4). 

3. 韦特②在1591年，即公式 （1.4) 出现后 4 0余年，发表了三次方程的另一解法. 
此法基于 1.3.2 节中的恒等式 cos 30 =4 C 3 -3 C , C = cos 9. 


⑴以 rr = 2 ^pC 代入（化约后的）一般三次方程 # = 3 px + 2 q 并得出 
4 C 3 -3 C = 

( ii ) 设 g 2 < p 3 , 导出原方程的解为 


2y/pCOS 


(0 + 2 mjt ) 


其中 m 是一整数而4 = cos ^ iq / py / p ). 


① 这里是指后来发现的高斯的一本笔记（现在通称为高斯的《数学日记》） . 时限应为1796—1819, 
其中记录了高斯不少发现.例如第一篇就是正17边形的 作法； 还有最小二乘法.还有不少后来也 

没有发表过.这里讲的四元数即是一例.——译者注 

② Francois Viete , 1540—1603, 法国数 学家. 现在通译为韦达是按照他的名字的拉丁文写法 Vieta 

译的.——译者注 
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( iii ) 验证此式给出了 x 3 = 3 a : 的正确的解 z = 0, 士 v ^. 

4 - 以下是一个在数论中有许多用处的 事实： 若两个整数可写为两个平方之和，则 
其积亦然. 以下约定每个符号均表示整数，则上面说的就 是：若 

M = a 2 + 6 2 ,7 V = c 2 + c / 2 , 贝 !j MN = p 2 + g 2 . 

考虑 |(a + z 6 )(c + zd )| 2 以证明以上事实. 

5. 图 1-3 3 说明怎样用相似三角形来构造构造两个复 
数之积.请解释 

6. ⑴若 c 是一固定复数， i ? 是一固定实数，用图形解 

释何以 | z - c | = i ? 是一圆的方程. 

( ii ) 已知 z 适合方程> + 3 - 4 i | = 2,求 | z | 之最小 
值与最大值，并求相应 z 点的位置. 

7. 用图形证明若 a 与 b 是固定复数则 \ z - a \ = \ z - b \ 是一直线的方程. 

8. 令 i 为 C 上一与实轴成角0的直线并令 d 为 L 到原点的距离,用几何方法证 
明，若 z 是 L 上任一点，则 



d = | lm [ e ~ z ^^]| . 

9.令 A , C , D 为单位圆上的四点，且乂 + 5 + (7 +乃= 0,证明这四点必成一矩 

形. 

10. 用几何方法证明 ：若卜| = 1，贝 ! J 


Im 


z 


= 0 


除单位圆外，还有哪些点满足此方程? 

11. 用几何方法解释，何以适合 


arg 


么 ― 


const . 


的 z 之轨迹是过定点 a 与6的一段圆弧. 

12. 用图形求出以下两个方程 


Re ( SG 0 =O 与 


Im 




z \ i 


的轨迹 [提 示： Re ( W ) = 0对于 W 之辐角意味什么？再用上题 .] 
13•若 

f b — a \ f a — c \ 

= 

a , 6 ， c 成什么几何图形？ [提 示： 令双方长度与角度分别相等 .] 



14. 考虑积 （2 + i )(3 + i ), 证明 
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Jt _•! 丄 一 1 丄 

—= tan - + tan 
4 2 o 


15. 画出 e W 4 , e W 2 及其和，把这些复数都写成 (x + iy ) 的形状,证明 


OJL . fZ 

tan —• = 1 4- V 2. 

8 

16. 从原点出发，向东走一个单位，再向北走同样距离，再向西走前一步的距离的 
(1/2), 然后向南走前一步的距离的 (1/3), 再向东走前一步的距离的（ I / 4 )，并 
依此类推，这个“螺旋”线趋向哪个点？ 

17. 若么= — 1,则 (z — 1) = ( itan |) (z + 1), ( i ) 请用计算证明. 

( ii ) 请用图形证明 

18. 求证 


e ie + e 坳= 2 cos 




e l6 — = 2 i sin 



e ~^~ 


( i ) 用计算证明 .( ii ) 用图形证明. 

19. 三角形 T 的“重心” G 是其中线的交点.若顶点 
M ， c 为复数，如图 1-34 所示， 

可以证明 

G — — (<2 + 6 H - c) 

O 

在: T 的各边上，作三个任意形状的相似三角形[细 
点线]，于是可得顶点为 P ， q ， r 的新三角形[小段虚 
线].用复数代数证明新三角形的重心正是老三角形 
的心、 

20. 高斯整数就 是形如 m + in 的复数，其中 m ， n 为整数即图 1-1 中的网格 
点.证明不可能画出一个三顶点均为高斯整数的等边三 角形. [提示： 设有一个 
顶点在原点然后试用反证法证明，如一三角形为等边的，则可将其一边旋转为 
另 一边； 记住，力是无理数 .] 

21. 再画一幅图 l -12 a , 作其一对角线，并记其中点为 m . 如图1-1此那样画出连接 
m 到 p , q , r , s 的线段.按图 l -12 b 的结果，若绕 m 旋转 （ Jt / 2 ), 则 P 和『发生 
何种情况？对线段 F 又发生什么？由此得出图 l -12 a 的结果 - 

22. 若将图 l -12 a 上的四个正方形都画到四边形的内侧，此结果是否仍成立？ 

23. 画一任意三角形，在其每一边上各向外作一个等边三 角形. 连接这些正三角形 
重心成一新三角形（与习题19比较).猜一下新三角形有何特殊 之处？ 请用 
复数代数证明你的猜测正确.如果这些等边三角形都向原三角形内部作又会 
如何？ 
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24. 由 （1.15) 式知 

l + ^ + 2 2 + ... + z n-l = £l Z J ：> 

z — 1 

(0 ^必须落在 C 的什么区域内， 无穷级数 1 + ^ + # +…才会收敛？ 

( ii ) 若 z 落在此区域内，这个无穷级数收敛于哪一点？ 

( iii ) 按图 1-9 的精神，就$ = ^ (1 + 0的情况画一个大的准确的图形，并且验 

证它确实收敛于 （ ii ) 中所预测的点. 

25. 令5 = cos 6> -h cos 3(9 + cos 5(9 + • • • + cos (2 n - 1)6. 证明 


sin 2 n 6 
2 sin 0 


或与此等价 


S = 


sin n 6 cos nO 
smO 


[提 示： 应用习题24,再用习题18把结果简化 .] 

26. ⑴考查 (a + ib ) ( cos 0 + isin 0) ,证明 


b cos 6 4 - a sin 0 = y a 2 -\- b 2 sin [0 + tan -1 (6/ a )]. 

( ii ) 用此结果并用用归纳法证明 （1.14). 

27. 证明图 l -15 b 中的螺线 Z ( t ) = e at e ibt 的极坐标方程为 r = e W 吵. 

28. 再考虑图 l -15 b 中螺线= e at e ibt , 其中 a 和6是固定实数，令 T 为一变动 

的实数，按 (1.9),^^ T r { z ) = 是：将此平面以原点为中心按因子 e ar 

放大, 再将它旋转一个角 & T . 

⑴证明 Tr \ Z ( t )\ = Z(t + r ), 由此得知此螺线是变换 的不变曲线 (见 1.4.3 
节). 

( ii ) 由此,不用微积分证明所有经过原点的射线均以等角与此螺线相交. 

( iii ) 证明若将此螺线绕原点旋转一个任意角，则新螺线对每个 JT t 仍为不变曲 
线. 

( iv ) 论述前一部分的螺线是 JT r 仅有的不变曲线. 

29 . ⑴若 V ⑷是一质点的复速度，其轨道为 Z ( t ), 是一无穷小瞬间，则沿此轨 

道 V ( t ) dt 是一 复数. 把积分看作这些运动的（向量）和，问 J 〗 2 F ⑷出的 
几何解释是什么？ 

( ii ) 就图 l -15 b , 画出/⑺= ^ se at e ibt 的略图 • 

( iii ) 已知 (1.13), 问前一部分的质点的速度是什么. 

( iv ) 把前几部分合起来以导出 J ^ e a V 6 * d 〖 = _ X _ e at e i 6 t 1 ^把这个复数画在 

你为 （ ii ) 所作的略图中. 江 1 ° 

( v ) 由此导出 

'' e ^ cos ^ d ^ ^ a cos &- l )+6 e - sin 6 
Jo a 2 + b 2 



以及 
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. 6(1 — e a cos b ) + ae a sm b 

e at sin btdt = - 5—^75 - . 

a 2 + b z 

30. 给出两个开始的数 S U S 2 , 作一个无穷序列丸知而，设，…，其规律如 下：每 
个新数都是前一数减去再前一数的差之 2 倍. 例如，若 Si = 1, S2 = 4,我们将得 
到1，4, 6, 4, — 4 ， 一 16， -24 ，… . 我们的目的是找出第 n 个数&的公式 • 

⑴我们的生成规律可以简明地写为 S n+2 = 2( S n +1 - S n ). 证明，若 》 -k + 
z = 0 ,则就是这个递推关系的解. 

( ii ) 用二次方程证明 Z = 1土再证明若 A ， S 是任意复数，则义= 4(1+《广+ 
B ( l - i ) n 也是此递推关系的解. 

( iii ) 若只想求此递推关系的实解，证明 B = 由此推出 S = 2 Re [ A(l + in 

( iv ) 在上例中取 A = -(1/2) - i , 把此数写为极坐标形式，证明 


S n = 2 n / 2 \/5 cos 


(n + 4 )jt 


+ tan -1 2 


( v ) 验证由这个公式可以预测出 S 34 = 2 62 I 44 , 用计算机来验证. 

[注意，此法可用于任意形为 S n+2 = pS n+l + qS n 的递推关系 .] 

31. 用上题中的递推关系，用计算机来生成^ = 2,52 = 4所得序列的前30项，注 
意0重复出现的模式. 

( i ) 用和前面相同的记号，证明这个序列相应于 A = - i ， 故心 = 2 ReH(l + 
們 • 

( ii ) 作一草图表明当 n = l 和 n = 8 时 - 〗(l + i ) n 的位置，由此解释0出现的 
模式 • 

( iii ) 将4写作 a +汍我们的例子相应于 a = 0,更一般地用几何方法解释何 
以当且仅当 { a / b ) = 0, 土1或6 = 0,才发生0的反复出现的这一 模式. 

( iv ) 证明毚 = § [1 一 f ], 并导出当且仅当5 2 = (本例) ，& = S 2 , S 1 =0 m 

s 2 = 0, 2 才有如上的 0 反复出现的模式. 

( v ) 用计算机检验这些预测. 

32. 二项定理指出，若 n 为正整数，则 


(a + 6 卜亡 

r =0 




其中 



n ! 

(n — r )\ r \ 


是二项系数 [不是向量!] . 得出这个结果的代数推理当 a ，6为复数时也适用. 
用此事实，证明当 n = 2 m 为偶时， 


2m 

1 




一 .• • + (― l) m 



2m 

2 m — 1 
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33. 考虑方程 ( z -iyo = z io 

⑴不要试图求解方程,用几何方法证明其9个解[为什么不是1◦个]均在直 
^ Re ( z ) = § ±. [提 示： 习题 7]. 

( ii ) 用 z 10 遍除双方，方程成了 WO = 丄，其中 w= ^ z _ x y z 由此解出原方 
程. 

( iii ) 把解写成 z = r + 印之形，由此验证⑴中的 结果. [提示：利用习题18即 
可干净利落地完成」 

34. 用 *5 记图 1-19 中的 I 2 阶单位根之集合，其中之一是 （ = e #/ 6 ). 注意到 （ 是本 

初 I 2 阶单位根，意即其各次幕给出 所有的 12阶单位根： <5 = ^ 3 , ••- , ^ 12 } 

且当 r < 12时 ， f # 1. 

⑴求出所有的本初12阶单位根，并把它们标在图 1-19 上. 

( ii ) 把根为本初 I 2 阶单位根的多项式 ^ 12 ( z ) 因式分解为 (1.16) 之形.[一般 
说来, ^ i 2( z ) 就是根为本初 n 阶单位根的（最高次幂系数为 1) 的多 项式; 
称为 n 阶分圆多项式 .] 

( iii ) 先把对应于共轭根的成对因式乘开，证明 ^ 12 ( z ) = z 4 - z 2 + l . 

( iv ) 重复以上步骤，证明 $ 8 ⑷ = z 4 -hl . 

( v ) 对一般的 n 解释以下事实，若 （ 是一个本初 n 阶单位根，则^也是，由此 
得知，若 n > 2 , ^ n ( z ) 次数必为偶数，且有实系数. 

( vi ) 证明若 p 为素数则 ^ p ( z ) = 1 + z …+ ^-1. [提 示： 用习题 24.] 

[令人吃惊的是，在这些例子中， ^ n ( z ) 都有整系数.事实上可以证明每一 
个〜⑷如此！关于这些引人入胜的多项式，参看 Stillwell [1994].] 

35 . 用代数方法证明， (1.21) 式在平移 A ： 下不变，即当变 a 为 a + k , 变 b 为 b~\~k 

等等以后其值不变，由图 l - Ma 推出，此公式给出一个四边形的面积.[提 示：记 

住卜+句总是实的 .] 

36. 按前面 I . 3 . 3 节中的计算, 7^ 0 把 = ，其中 

_ ae ^( l - e i0 ) + 6( l - e ^) 

C _ 1 _ e i(e+cj>) . 

现在我们来验证这个 C 与图 l -30 b 中用几何方法构造出来的一样. 

⑴解释为什么这个几何作法等价于说 c 适合两个 条件： 


( ii ) 通过证明 


arg 


c — 


-( f ) 而且 


c — a 

arg 



c — 
a — 


b 


sin 


2 


sm 


(0+cf>) 

2 


e 烯 /2 , 


(1.33) 
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来验证（上面算出的) c 之值满足第一个方程.[提示：应用 （1 - e ia ) = 

-2 isin ( a /2) e ia / 2 .] 

( iii ) 同法证明第二个等式也成立. 

37.由图 l -30 b 直接导出 （1.33) 式. [择 示： 作三角形 Me 的过 6 的高，把它的长 
度先用 sinf 表出，再用 sin ^ 表出 •] 

38•在 1.3.3 节中，我们算出了，对非零的 a , 7；。邶是一旋转 

7；。7^=7^，其中 c = v /( l - e ia ). 

然而，若 a = 0,则 % o TZ ^ = T v 是一平移.考虑尺？当 a 趋0时的极限状况， 
从而将这两个结果统一 起来. 

39. 滑动反射 就是对某直线 L 的反射与沿 i 方向的平移 r 的复合 T v o ^ R l = K 
例如，若你按一定步伐在雪地上行走,对某一个足印反复应用同样的滑动反射， 
就可得到你的全部足迹.滑动反射显然是一反向运动. 

⑴画一直线 L 和一线段 AS . 作出此线段在反射下的象以及它在 
滑动反射 I ◦況 l 下的象 

( ii ) 在图上擦掉直线 L , 通过考虑线段尤^和 BB ，, 证明可以重建出 i . 

( iii ) 给出两个等长度线段儿 B 和 A r B f , 利用上一部分证明可以作出映前者为 
后者的滑动反射. 

( iv ) 导出每个反向运动都是一个滑动反射. 

( v ) 将滑动反射表示为三个反射的复合 • 

40. 令 L 为与实轴交角为 (/>( 或々+ 4的直线, V 为 L 上距原点最近的点，从而 | p | 
为这个距离.考虑滑动反射[见上题 ] G = 7；。況 L , 这里的平移是沿平行于1的 
方向移动一个距离^现在固定0之值，并记 r = + re ^. 

( i ) 用图形表示 p = 并解释士号的几何意义 • 

( ii ) 复函数 H ( z ) = z - hr 表示什么变换？ 

( iii ) 用图形解释为什么 G = T p ontoHoTl ^ oT . v . 

( iv ) 导出 G { z ) = e i2 々 + e 蚴 (r 土 2 ip ). 

( v ) 由此用几何语言描述由 G ( z )= iz - h 4 i 所表示的滑动反射.考虑_ 2 , 和 
0的象，由此验证你的结果. 

41. 令 M ( z ) 是一个 用复函 数表示的一般的反向运动. 

( i ) 解释为什么 ~ M { z ) 是保向运动，并由 （1.27) 导出有 a 和 w 存在使 M ( z ) = 
e ia z + w . 

( ii ) 用上题导出每个反向运动都是一个滑动反射. 

42. 在 1 . 3.3 节中，我们曾经算出，若 （0 +釣 = 加,贝 IJ 


ntoTZ e a = T v , 其中 v = { l - e i < f > )( b - a ). 
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⑴令 Q = ( 6 - a ) 是由第一个旋转中心 a 到第二个旋转中心6的复数.用代 
数方法 证明， 的长度是 2 sinf | Q |, 其方向与 Q 成角 （ f ). 

( ii ) 在（0 +妁=%情况下重画图 l -30 b , 从而给出这些结果的直接的几何证 
明. 

43. 在 1.3.3 节中，我们曾经算出 

T v oU ^ = 其中 c = v /( l - e ia ). 

⑴用代数方法证明，由老旋转中心（原点）到新旋转中心 ㈦ 的复数之长度 
为 afcy ,方向与 r 所成的角是 （¥)• 

( ii ) 把咒？与7；二者都表示为两个反射的复合，用图 l -30 b 的思想给出这些 
结果的直接几何证明. 

44 . 如图 l -13 b 那样，一个以任意点 p 为中心的伸缩旋转可以这样完成；先把 p 平 
移到原点，再作 2^' 最后再把 0 平移回 p . 用复函数表示这些变换，证明 

^ p d ( z ) = z + v , 其中 v = p(l — re 10 ). 

反之，若 t ; 为已知，导出 

%。= ： Dp 0 ， 其中 p = v/(l — re l °). 

45 - 在上题中已证明了，任意伸缩旋转或平移均可表示为形如/(4 = az + 6 的复 
函数，反之每一个这样的复函数都表示一个唯一的伸缩旋转或平移. 

⑴设已给两个不同的点对 RS } 与证明必存在 M ， 并显式地算 
出它们使 f ( A ) = A \ f ( B ) = B '. 

( ii ) 导出 （1.31) 式. 



第 2 章作为变换看的复函数 

2.1 引 言 

一个复函数就是一个规则，按此规则对每一个复数 Z 均指定一个复数 W 为其 
象加 = /(4 .为了研究这种函数，使它可视化是很重要的.有好几种可视化的方法， 
但是（直到第10章)，我们几乎只注意第1章中引进的方法.这就是把2及其象 w 
都看作复平面上的点（也就是一个向量)，这样/就成了一个 平面的变换. 

有一种约定是把象点 W 画在一个新的 C 平面上，称为 象平面或 W 平面 .图 2-1 
就显示了这个约定，图中画出了变换 z^w = f ( z ) = (1 + iv ^ M 请与第1章的图 
1-5 比较). 



图 2-1 


Z 的实部和虚部通常记作: T 和％象点 W 的实部和虚部则记作 U 和！；，所以 
W = f ( z ) = u ( z ) +如 ( Z ), M ( Z ) 和？; ( Z ) 则是2：的实值函数.这些函数的准确形式视 
我们用笛卡儿坐标还是极坐标来描述 z 而定.例如，在上例中记 z^x + iy , 则有 

u{x = x — VSy , v(x + iy ) = \/3 x + y , 

而若记 z = re ' 注意到 （1 + iV 3) = 2 e -/3 ? 则给出 

u ( re l °) = 2 r cos 0 + — , v ( re ie ) = 2 r sin 0 + —. 

- — 一 ■ 

我们当然也可用极坐标来描绘 w 平面，而使 w = /⑷= ite #, i ? ⑷和 0( z ) 都 
是^的实值函数.对于前例，则此变换成了 

R ( re td ) = 2 r , ( f )( re ie ) = 0 + =• 

O 

我们会发现，如果通过画图把已给的/对于点、曲线和几何形体的效果画出 
来，就会得到相当深的理解.但是如果能同时把握/对 z 的所有值的性态，将是很 
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妙的事.这样做的另一种方法是变个花样把/表示为向量场， /( z ) 则表为由 z 点 
发出的向量.欲知其详，请参见第10章的开始部分. 

然而，还有以图像概念为基础的其他可视化方法.对于实变量: c 的实值函数 
/ Or )， 我们都习惯于用/的图像来方便地表示/的总体性态，图像就是由点 ( xj ( x )) 
在巧平面上构成的曲线.在复函数的情况下,这个方法似乎不甚可行，因为想要画 
出一对复数 ( z ， 需要4个维数：两个用来画 Z = x + iy , 两个用来画 /( z ) = 

u + IV. 

然而情况并不如看起来那样无望.首先要注意,要画出实函数/的图像虽然需 
要2维空间，但图像本身[即点的集合]只是一个1维曲线，其意即是，只 
需要一个实数 （即 4来确定其上每一点.与此相 类似, 虽然需要4维空间来画出坐 
标为 { x , y , u , v ) = ( z , f ( z )) 的点的集合，图像本身却是2维的，即只需两个实数（即 
x 和 2/) 来确定其上每一点.这样，内蕴地看，一个复函数的图像仅仅是一个2维曲 
面（即所谓黎曼曲面)，而似乎也能在通常的3维空间中使它可视化.本书不来探讨 
这个方法,然而本书最后3章特别有助于理解黎曼原来的深刻见识，如 Klein [1881] 
所详细说明的那样.也可参见 Springer [1957,第1章]，它基本上是 Klein [1881] 那 
本专著的复述，但加了有用的评注. 

复函数还有另一种类型的图像，有时也是有用的.点 z 的象 /( 幻可以用它到 
原点的距离 |/( z )| 和它与实轴所成的角度 arg [/( z )] 来描述.现在抛弃这些信息的 
一半（即角度）而只画出模 \ f ( z )\ 如何随 2 变化.为此设想 z 平面是水平地放在空 
间中的,在平面的 2 点垂直上方高为 \ f ( z )\ 处作一个点,这样就得出一个称为/的 
模曲面的曲面.图 2-2 画出了 /( Z ) = z 的锥形模曲面，图 2-3 则是 /( z ) = P 的旋 
转抛物面形的模曲面. 



图 2-2 


关于计算机的一点说明.从本章起，我们将时常建议用计算机来扩展对所讨论 
的数学现象的理解.然而我们要强调，对计算机的特定的使用只是研究工作的第一 
步.应该如物理学家看待实验室那样来看待计算机——可以用它来检验现有的对 
世界的构造的思想，或把计算机看作发现需要新思想来解释的新现象的工具.我们 
在前言中对如何装备自己的实验室作出了具体建议（很可能其意义瞬息即逝). 
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2.2.1 正整数幂 

考虑映射 z w = z n , 其中 n 为正整数.将 2 写作 Z = re ie , 它就变成 
^ = 即距离要升到 n 次幕，而角度要放大 n 倍.图 2-4 的目的就是通过画 

出此映射对某些从原点发出的射线和某些以原点为中心的圆的圆弧的效果，使它变 
得更生动一点.可以看到，这里取的 n = 3. 



形的顶点，它有一个顶点在 z = 1处.从我们关于变换的新观点看它,可以理解得 
更生动一些.如果令 w = /(幻= W ， 则;= 1的解正是 z 平面上被映到 w 平 
面上的 w = 1的那些点.现在想象一个质点，其轨道是 z 平面上的单位圆.因为 
P = ： l ，象点扣 = / (幻 的轨道也是_平面上的）单位圆，但 其角速度是原质点角 
速度的 n 倍. 这样，每当 z 完成一圈旋转的 （1/ n ) 时， w 就会完成一次完全的旋转而 
回到原来的象点.所以 w 平面上的单位圆中每一点的原象就是 z 逐次完成 (1/ n ) 
圈旋转后相继地到达的位置，即是说，它们应为一个正 n 边形的顶点.图 2-5 用映 
射 w = /(z) = Z 3 对于 W = 1 画出了这个思想. 

图 2-6 更一般地表示了如何求解 z 3 = c = Re ' 即在圆 ㈤ =河中作一个内 
接正三角形.用同样的推理就很清楚了，# = C 的解就是内接于圆问=^的正 
n 边形的顶点，而有一个顶点之角度是 ((/)/ n ). 
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图 2-6 

为了用符号来得到同样结果，首先注意到若0是 argc 的一个可能值，则 c 的 
所有可能的角度的集合是 M + 2 rmt )， 其中 m 是任意整数.令 z = re ' 则 

r n e ine = z n = c = Re i(6+2mn) ^ r n = R 且 = 0 + 2 mJt. 

所以，解就是 = ^ R e i ^2 mn )/ n ^ 每当爪增加〗就旋转 （ l / n ) 圈（因为 
〜 +1 = e ^ z m \ 这样就生成一个正 n 边形的各个顶点.所以如果令 m 取 n 个相 
继的值,例如 m = 0,1,2, • • • ， (n - 1)，就可以得到所有解的集合. 

2.2.2 回顾三次方程* 


我们来重新考虑求解 z 的三次方程，作为这些思想的一个有启发的例子.为简 
单计，以下都设三次方程的系数是实的. 


我们在前一章[习题 1] 中已经看到，一般的三次方程总可以化为 a : 3 = 3 px + 2 g 
的形式.然后又看到[习题2]，这个化约后的方程可用卡丹诺的公式 解出： 

x = s - {- t , 其中5 3 = g + y / q 2 — p 3 , t 3 = q - y / q 2 - p 3 , 且 st = p . 

另一方面，我们又看到[习题礼三次方程可以用韦特公式 解出： 

若 g 2 彡 p 3 , 贝 lj x = 2 -^cos + • 

O 


其中 m 是一整数而 (/> = cos -^ q / p ^/ p ). 韦特的“三分角法”在其被发现时被视为一 
个突破，因为它在卡丹诺的公式涉及“不可能数”即复数时，只用实数就解出了三 
次方程.在那以后很长的时间里，韦特的方法被看作与卡丹诺的方法完全不同，甚 
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至现在有时还是这样讲.现在我们要更仔细地看看这两种方法,并且看出它们实际 
上是相同的. 

若 g 2 < P 3 , 则在卡丹诺的公式中^与 t 3 是共扼 复数： 

s 3 = q iy / p 3 — g 2 , t 3 = s 3 = q — iy / p 3 — q 2 . 

图 2-7 的右图画出了这两个复数.由毕达哥拉斯定理可知，它们的长度均为 | s 3 | = 
V 办 所以韦特公式中的0就是/的角度. 



因 为^与 t 3 均在半径为(^) 3 的圆周上，它们在映射 z h 下的原象将位 
于半径为^的圆周上.图 2-7 的左图画出了这些原象,注意 f 的 3 个值恰为 S 的 
3 个值的复共轭. 

按照代数学的基本定理，原来的三次方程应有3个解.然而，把 s 的3个值的 
每一个均与 f 的 3 个值的每一个配对，似乎卡丹诺的公式 z = s + t 可给出9个解. 

这个矛盾的化解在于我们还 要求# = p .因为 p 是实的，这意味着 s 与 t 的角 
应该大小相等符号相反.所以在公式 cc = s + t 中 s 的 3 个值应该各与其共轭的 t 
值相配.现在我们看见了，卡丹诺的公式变成了韦特的 公式： 

「1 " 

3^771 = 沒 771 + 亡 m = + 沒 m = 2-y/p COS 2?71JT) 

O 

在习题4中将请读者考虑 g 2 > 沪的情况. 

2.2.3 卡西尼曲线 * 

考虑图 2-8 a . 把一段长为 Z 的线的两端固定在 C 中两个定点^和 a 2 上,而在 
线的顶上2点处用铅笔把线拉紧.图上画出了一个众所周知的 事实： 如果让铅笔运 
动（但要保持把线拉紧)，就会画出一个椭圆，而 ai ， a 2 为其焦点.记 rx2 = k - a 1?2 |, 
则椭圆的方程为 


n +厂2 =厂 


取不同的 Z 值就得到图上画的共焦椭圆族. 
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1687年,牛顿发表了他的伟大著作 《原理》 ，在其中他证明了，行星轨道就是这 
种椭圆，而太阳位于其一个焦点上.然而在此之前7年,卡西尼 ® 就另外提出，这些 
轨道是使得这两个距离 之乘积 为常数的曲线 

r*i • 7*2 = const . = k 2 . (2.1) 

这些曲线画在图 2 -8 b 上， 称为 卡西尼曲线， a 1? a 2 两点仍称为其 焦点. 

以下的事实一会儿就会变得更清楚了，但是你可能更愿意自己去思考.若很 
小，这曲线将分成互相分离的两支，有点像以 q 和 a 2 为中心的两个小圆. 当 k 增 
加时,这两个分支变得有些像卵形.当 A : 增加到两焦点距离的一半值时，这两个卵 
形将在焦点的中点处相遇,产生一个8字形[图 2-8 b 中的粗黑线].再增大 A : 值，曲 
线就会变得先是像一个眼镜，然后像一椭圆，最后像一个圆. 

虽然卡西尼曲线在描绘行星运动上没有用处，那条8字形曲线却在另一个场 
合下极为有用_ I 694 年詹姆士.伯努利 ® 又重新发现了它，并名之为 双纽线 （后人 
也常称 为伯努利双纽线)， 它后来又成了阐明所谓椭 圆积分和橢圆函数的 催化剂.关 
于这个引人入胜的故事，详见 Stillwell [1989, 第11章]和 Siegel [1969]. 

在复多项式的理论中,卡西尼曲线会自然出现.一般的二次式 Q ( z ) = z ^ pz-bz 
会有两个根（设为 a 1? a 2 ), 所以可以因式分解为 Q ( z ) = a 2 ) .用图 2-8 b 
上的记号，它就是 

Q ⑷ = ri r 2 e 咐 1 +〜)• 

所以由 (2.1), = Q ( z ) 将把图 2-8 b 上的每一条曲线各映为一个以原点为中 

心的圆周 |㈣ = fc 2 , 而将焦点映到原点. 

如果我们在这一变换后再继以一个平移 c ，即把 z ^ Q ( Z ) 变为 z ^ Q ⑷+ c ， 
则原来的象曲线将变为以 c (即焦点之象）为中心的同 心圆. 反之，若已知一个二次 
映射 z^w = Q ( z ), 贝 !J w 平面上以 c 为中心的同心圆族之原象是卡西尼曲线，而 
其焦点为 c 的两个原象 . 

① Giovanni Cassini, 1625—2712, 意大利-法国天文学家和数学家.——译者注 

② 伯努利家族是著名的数学家族.一家三代人至少出了 8位有贡献的数学家.詹姆士 （James Bernou ¬ 
lli ， 1654—1705,瑞士数学家）是第一代的长兄.他们的名字在不同语言中拼法不同. James 是英文 
拼法，德文常作 Jakob 或 Jacob , 法文则作 Jacque . 其实是一个人.——译者注 
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特别地，考虑 c = l,w = Q ( z ) = z 2 , 则 it ; = 1的原象是 z = 士1,所以它们是焦 
点，而卡西尼曲线以原点为中心.见图 2-9 •因为 Q 使原点不变，所以双纽线必被映 
为过原点且半径为1的圆（如图所示).记 z 则 w = r 2 e 2 ^, 而由图可见，双 

纽线的极坐标方程为 


r 2 =2 cos 2(9. 


( 2 . 2 ) 



图 2-9 


回到图 2-8 b , 画出 Q ( z ) = ( z - a !)(^- a 2 ) 的模曲面之草图就可以更直观地掌 
握卡西尼曲线的形状.我们首先看到，当 z 离原点越来越远时， Q ( z ) 的动态越来越 
像事实上，因为很容易看到 ，当 ㈤ 趋向无穷时，比 [ Q ㈨ A 2 ] 趋于1[练习]，所 
以我们认为 Q ( z ) 在此极限下最终等于 z 2 . 所以对于大的 M 值， Q 的模曲面看来 
就像图 2-3 中的旋转抛物面. 

其次我们要考虑这个模曲面在 2 M 附近的性态.记 D = |cn - a 2 | 为两个焦 
点之间的距离，我们容易看到，当 z 趋向以时， \ Q ( z )\ 最终等于 Dn . 这样，此曲面 
在 ai 处与平面相遇的情况很像图 2-2 中的圆锥与平面相遇的情况.对 a 2 当然也 
如此. 

把这些事实综合起来，我们就得到图 2-10 上的曲面.因为卡西尼曲线满足 
\ Q ( z )\ = r ir2 = k 2 , 它就是一个平行于 C 平面而且高度为 fc 2 的平面与此曲面的截 
口.当 fc 由0增加到一个很大的值时，只要观察图 2-10 中的这个截口平面向上运 
动时如何变化，就很容易追踪图 2-8 b 中的那些曲线的演化.所以卡西尼曲线就是 
此二次函数模曲面的地理等高线. 



有趣的是，古希腊人就已经知道卡西尼曲线了 • 大约在公元前150年左右，帕 
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修斯 ® 就考虑过一 个环面 [就是一个圆 C 绕着它所在的平面上的一条不与此圆相交 
的直线/旋转一周生成的曲面]与平行于/的平面的 截口. 可以看到，如果此平面 
与 1 的距离等于 C 的半径，所得 的帕修斯螺旋截线② 就是卡西尼曲线.见图2-11， 
特别请注意，当此平面接触到环面内缘时，双纽线（即图上的虚线）就令人吃惊地出 
现了.此图引自 Brieskorn and Knorrer [1986,17 页] • 欲知其详，可以参见该书. 



图 2-11 


再回到复平面，有一个定义具有多于两个焦点的卡西尼曲线的很自然的方法， 
即具有 n 个，点 ai , a 2 ,..., a n 的卡西尼曲线就是这样的点的 轨迹： 此点与各焦点 
距离的乘积恒为常数.把上面讲的思想直接推广就可证明这些曲线是以原点为中 
心的圆周|刈= const . 在以下映射下的原象，此映射是由 n 次多项式 

z ^ w — P n ( z ) = (z — ai)(z — a2 ) • • • ( 2 ； — a n ). 

给出的，它的根就是 焦点. 一个等价的说 法是： 卡西尼曲线是 P n ( z ) 的模曲面的截 
口. 这个曲面有 n 个锥形的脚站在 C 平面的以,(2 2 ,…， a n 处，而对于大的 ㈤ 值， 
它很像轴对称的 z n 的模曲面. 

2.3 幂级数 

2.3.1 实幂级数的神秘之处 

许多实函数都可以写为幂级数（例如用泰勒定 理)： 

oo 

F ( x ) = c o xj = c o + cix + c 2 x 2 + c 3 x 3 H -， 

j=0 

① Perseus , 公元前 2 世纪的希腊数学家，对于他，现在所知极少.-译者注. 

② 著名的古希腊学者普洛克拉斯 ( Proclus , 410~485)讲到，帕修斯仿照阿波罗尼乌斯研究平面与圆 
锥的截口那样研究了平面与螺旋曲面 ( sp i ricsurface) 之截口所谓螺旋曲面就是在环面的定义中允 
许 Z ^圆 C 相交或相切所得的曲面.这样的曲面按 Z 与 C 相交、相切、相离而分成三种.环面只是 
其第三种.这种截口就称为螺旋截线.“ 螺旋” 二字是译者自拟的，因为 spiric —字具有拉丁文前缀 
SPIR (螺旋).——译者注 
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其中都是实数, z 是实数.当然，这个无穷级数一般地只在某个以原点为中点的 
收敛区间 - i ? < x < R 中收敛于 F ( x ). 但是 (收敛半径） 是怎样由 F ( x ) 确定的？ 
结果是，这个问题有非常简单的答案，但只 是当我们在复平面上研究它的实质 
时才有这样的答案. 如果我们反过来只限制在实直线上——在最初用到这些级数 
的时代，数学家还不得不这样做 i ? 和 F { x ) 之间的关系还极为神秘.从历史上 

说，正是这种神秘才引导柯西在复分析中取得好几个突破 
要想看到确有神秘之处，考虑下面两个 函数： 


由熟知的无穷几何级数 

1 = f x) =l + z + x 2 +x 3 + … ，当且仅当 -l<x< 1 ， （ 2.3) 

1 — nr ^ 


邮 

电 


就得出 

G(x) = f^x 2j , = (_1)W ， 

j=0 j=0 

这两个级数都有同样的收敛区间： 一 l <: r < l . 

看一下图 2-12a 就很容易懂得，何以 G ( x ) 级数的收敛区间是 - 1 < x < 1 .这 
个级数在 x = ± l 处都发散，因为这两点是函数本身的奇点,就是说，它们是 \ G ( x )\ 
变为无穷之处.但是如果看图 2-12 b 上画的 2 / = \ H ( x)l 似乎这个级数没有理由在 
x = ± l 处爆破.然而它确实爆破了. 



为了进而理解这一点，我们以 z = fc (而不是 x = 0) 为中心把它们展为幂级数， 
即把它们写成的形状，其中 X = { x - k ) 度量由中心 fc 到 x 的位移.为 
了展开 G ， 我们先在 fc 处展开 l /( a - x ) 作为（ 2 .3)的 推广： 



a _ x a — (^X - J - / u ) {pj _ fe ) i _ ( x 



① 当时柯西正在研究开 普勒方 程级数解的收敛性.这个解给出了行星某个时刻在其轨道上位于何处 • 
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所以 

1 °° vj 

a - x = ^ ( a - ，当且仅当 | X |<| a -/ c |. (2.4) 

j=o v ’ 

为了把它用于 G , 作因式分解 （1 - : r 2 ) = (1 - x)(l + x ), 然后把 G 分成分项分 
式 


1 1 

1 1 ' 

1 OC 

2 乙 

j=0 

1 1 

1 — x 2 2 

1 — x —1 — X 



这两项分别适用于 | X | < |1 - fc | 和 | X | < |l + fc |, 所以收敛区间 | X | < i ? 由下式给 
出： 

i ? = min(|l - fc | , |1 + k \)= (由 fc 到最近的 G 之奇点的距 离). 

图 2-13 a 上画出了这个很容理解的结果，暂时不去问那个加了阴影的圆盘. 



图 2-13 


在 H ( x ) 的情况，我还一直想不出一个只用实数的求其展开式的漂亮方法 ，但 
习题 9 是一个尝试.尽管如此，可以证明这个 X 的级数的收敛半径将由一个奇怪 
的公式给出: i ? = vTTF . 正如前一章科茨的工作一样，我们在此又有了一个关于 
实函数的结果，这个结果又一次试图告诉我们有复平面存在. 

如果我们把实直线画成嵌在平面内，则毕达哥拉斯定理告诉我们, i ? = 

应该理解为由中心 fc 到直线外两个定点的距离，这两个定点离0均有单位距离而 
由 0 到这两个定点的方向均与该直线成直角.见图 2-13b. 若把此平面想成 C , 这 
两点就是士 i , 而 

只 =( 由 A 到土 i 的距离). 

当我们转而考虑复函数 /i(z) = 1/(1 + Z 2 ) 时，神秘就开始被解开了，当把 2 限 
制在复平面的实轴上时， / i ( z ) 就与 H ( x ) 一样了.事实上，在某种意义上——我们 
还不能把这个意义说明白 — h ( z ) 是唯一的在此直线上与 H ( x ) 恒等的复函数. 

如果说图 2-12 b 表明 / i ( z ) 对取实值的 z 性态甚佳，则在复平面上却有两 
个奇点，一个在 z = i 处，另一个在 z = - i 处，图 2-13b 上用小小的爆炸表示这两 
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个奇点.图 2-14 则用/ I ⑷的模曲面把它表示得更 生动； 士 i 就是两个喷发的“火 
山”所在的位置.我们马上就来把这一点处理得更清楚，但是无论如何,神秘完全不 
见了，不论在图 2-13 a 还是在图 2-13 b 中，收敛半径都是到最近的奇点的距离. 



图 2-14 


如果我们用经过实轴的垂直平面去切图 2-14 上的曲面，就会恢复出图 2-12 b 
上那个平静得叫人不敢放心的曲线，但是如果我们改而用经过虚轴的垂直平面去 
切，就会得到图 2-12 b 上的那个图.像下面这样做就可以看出这并非 偶然： 首先注 
意到 G ( x ) 是复函数 〆 4 = 1/(1 — z 2 ) 在实轴上的限制.因为 g ( z ) = 和分 

基本上是同 样的： 如果我们把平面旋转 ( jt /2), h 也会旋转 ( jt /2), 而得到^特别是 
g 的模曲面只不过就是图 2-14 转了 （ jt /2)， 士 i 处的火山就转到了士 1处. 

2.3.2 收敛圆 

现在我们来考虑复幂级数的收敛性，而把一个已知的复函数是否可以表示为这 
样的级数这个问题暂时放在一边. 

一个（以原点为中心的）复幂级数就是以下形式的表 达式： 

OO 

P{z) = ^ CjZ j = Co + C\Z + C 2 Z 2 + C 3 Z 3 + …， (2.5) 

j=0 

这里的 cy 都是复常数而2是复变量.这个无穷级数的部分和正是多项式 

n 

P n (z) = ^2 C 3 zj = c 0 + CiZ + C 2 Z 2 + CsZ 3 +- h C n Z n . 

i=o 

对于给定的值 z = a ， 如果对任意给定的正数 e ， 不论其多么小，总存在一 
个正整数 AT ， 使对每一个大于 7 V 的值 n 恒有 - P n ( a )| < £： , 我们就说点 
Pi ⑷， P 2 ⑷， P 3 ⑷，…的序列收敛于点 A 图 2-15 a 表明，这句话的意思其实比 
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听起简单 得多： 它所说的总起来也就只是，一旦在序列巧⑷，巧⑷,巧⑷,…中达 
到了 P N { a ) 以后，以下所有的点都位于一个以4为心而半径为 e 的任意小的圆 
盘内. 



这时，我们就说幕级数 P ( z ) 在 2 = a 处收敛于 A ， 记作 P ( a ) = A 若序列 
巧⑷，乃⑷， P 3 ( a ), …不收敛于任意特定点，就说 P ㈤ 在 z = a 处发散.所以，对 
任意点 z , P ( z ) 或者收敛或者发散. 

图 2-15 b 把图 2-15 a 中的圆盘放 大了. 若 n 〉 m 〉 AT ， 则 P m ( a ) 与 仏⑷均位 
于此圆盘内，所以它们的距离必小于圆盘的 直径： 

\ cm -\- i ^ Tn+1 + c m + 2d m+2 + …+ c n a n \ = | P n ( a ) — P m ( a )\ < 2 e . (2.6) 

反之，若能证明这个条件得到满足，则 P ⑷收敛[练 习]. 这样，我们就得到陈述收 
敛性定义的新 方式 ： P ⑷收敛当且仅当只要 m 和 n 均大于 N 时不等式 （2.6)( 对任 
意小的 £：) 恒 成立. 

幂级数 P { a ) 称为在 z = a 处绝对收敛,如果实级数 

00 

戶 ( 之）三 ^2 \ C 3 zj \ = l C o| + \ c lA + \C 2 Z 2 \ + \c 3 Z 3 \ + … 

3=0 

在该处收敛.绝对收敛性肯定与通常的收敛性不同.例如 P ( Z ) = ^ Z ^/ j 在 Z = -1 
处收敛，但在该点并非绝对收敛[练习].另一方面， 

若 P ( z ) 在某点绝对收敛，则它在该点必 收敛. (2.7) 

这样，绝对收敛性比之收敛性是更强的要求. 

为了证明（ 2 . 7 )，设 P ( z ) 在 2 = a 处绝对收敛，所以（由定义)戶⑷收敛.用 
$级数斤）的部分和 P n ( z ) = E ； =0 \^\ 来说，即对充分大的 m 与 n 恒可使 
[瓦⑷- Pm(a)} 任意小.但是参看图 2-15 b , 我们看到 


Pn(a) — = |c m +ia m+1 | + |c m + 2 a m + 2 | + . • • + |c n a n | 
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正是由⑷经由 P m + i ( a ), PW2 ⑷曲折行进到 P n ( a ) 的总长度（设 n 〉 m ) •因 
为 | P n ( ci ) - P m ( ci )| 是由⑷到 P n ( a ) 的最短路程的长度，故 

|Pn ⑷ - Pm{ a )\ ^ Pn[ a ) - Pm ⑷. 

所以 | P n ⑷- Pm(a)\ 对充分大的 m 与 n 必可变为任 意小. 证毕 • 

我们现在可以确定以下的基本事实： 

若 尸(2)在2： = a 处收敛则它在圆盘 | z | < | a | 内处处收敛. （2.8) 

见图 2-16 a . 事实上我们将证明 P { z ) 在此圆盘内绝对收敛.所以上述结果由（ 2 . 7 ) 
必成立. 



如果 P { a ) 收敛，则其每一项之长 | c n a n | 必随 n 之趋于无穷大而消逝到0 [为 
什 么？] . 特别是,一定存在一数 M 使得对所有的 n 都有 | c n a "| < M . 如果 ㈤ < ㈣ ， 
则 p = |^|/| a | < 1,所以 | c n ^| < Mp ' 这样， 

P n { z ) - Pm ( z ) ^ M { p m+1 + p m + 2 + … + P” = T^-[p m+1 -严]， (2.9) 

丄 一 P 

右方对充分大的 m 和 n 可以任意小.证毕. 

若 P { z ) 不是在平面上处处收敛,则必在一点 d 处发散.现设 P { z ) 在某个离原 
点比 d 更远的点 p 处为收敛.见图 2-16 a . 由 （2.8) 可知它在圆盘 M < | p | 内每点 
均收敛,特别是它将在 d 处收敛，这与我们开始时的假设 矛盾. 由此可知， 

若 P ( z ) 在 z = d 处发散，则它在圆卜| = | d | 外各点都发散. （2.10) 

到现在，我们已经解决了各处的收敛性问题,但在“存疑的环” | a | 彡 ㈤ 彡 ㈣ 处 
还不清楚.见图 2-16 a . 设在存疑的环的中线（即圆周 ㈤ =^ 1 )上取一点 g , 然后 
检验 P ( q ) 是否收敛.不论结果如何， （2.8) 和 （2.10) 都能帮助我们得到一个新的存 
疑的环,而仅有原来的存疑的环一半宽.举例来说,如果 P ⑷收敛,则当 M M 时 
P ( z ) 都收敛，于是新的存疑的环成了 | g | < kl < M . 重复这个试验程序又可能把它 
的宽度再减半.继续做下去，存疑的环最后会变窄成为一个确定的圆周 kl =州称 
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为收敛圆周)，使得 P ⑷在其内域处处收敛，而在其外域处处发散.见图 2-16 b . 这 
个半径 i ? 称为收 敛半径 —— 我们终于明白了这个名词的来源！ 一 此圆周的内域 
称为收敛圆盘. 

要注意，以上的论证关于 P ( z ) 在收敛圆周上的收敛性什么话也没有说.从原 
则上说，我们可以期望它在此圆周上所有点或某些点处收敛，或处处不收敛，而且 
确实可以找出体现这三种可能性的每一种的例子.见习题 11 . 

以上所有结果均可立即推广到以任一点 fc 为中心的幂级数，即形如 />&) = 
ET = o c J Zj 的级数，其中 Z =卜- fc ) 是由中心 A : 到 z 点的复数，于是可以把我们 
的结论（它归功于阿贝尔重述如下： 

已给以 A : 为中心的复幂级数 P ( z ), 必存在一以 k 为中心的圆周 
>- fc | = i ?, 使尸⑷在其内域处处收敛，而在其外域处处发散 . (2.11) 

当然也有处处收敛的幂级数，但是这可看成是收敛半径为无穷大的极限情况. 

回到图 2 -13 a 和 2 -13 b ， 我们现在看出了图上画的圆盘正是 1/(1 干 #) 的幂级 
数的收敛圆盘. 

2.3.3 用多项式逼近幂级数 

收敛性的定义隐含了一个简单的，但非常重要的事 实：若 P ( a ) 收敛，则其值可 
用其部分和 Pm { a ) 的序列来逼近,而且只要取充分大的 m ， 可以逼近得要多精确就 
有多精确.把这一点与 （2.11) 综合起来，即有 

在收敛圆盘的每一点 z 处， P { z ) 可以用一个次数充分大的多项 
式 Pm ( z ) 逼近到任意高的精确度. 

为简单计，我们在 P ⑷以原点为中心的情况作进一步的研究.在 z 点用 p m{z) 
作逼近的误差 E m ( z ) 可以定义为精确的答案与近似的答案的距离， E m ( z ) = \ P ( z ) 
- p m { z )\. 对于固定的 m , 误差⑷将随 2 ：在收敛圆内的运动而变化.显然，因 
为 ^ m ( O ) = 0,当2接近原点时，误差将极其微小，但若 z 接近收敛圆周情况又如 
何？答案将视特定的幂级数而定，但 是可能会发生误差十分巨大的事！[见 习题 12.] 
这与上述结果并不 矛盾： 对于固定的 Z ， 不论它如何接近收敛圆周，当 m 趋向无穷 
大时，误差 E m ( z ) 将变得任意小. 

但若限制 z 到圆盘 M < r 内，而 r <及，就可以避免这个问题，因为这个限制 
防止了 z 任意接近收敛圆周 ㈤ =凡要想在这个较小的圆盘内逼近 p ( z ), 可以如 
下进行.我们先要决定我们可以容忍的最大误差是多少（例如为 e )， 然后再 （一劳 
永逸地）决定一个次数充分大的逼近多项式 P m ( z ), 使在该圆盘 ㈤ 彡 r 内误差总小 
于巳 即是说在整个圆盘 M < r 内，近>(以点 P m ( z ) 离真正的点 P ( z ) 总小于 e . 我 
们把这个情况说成是 P ( z ) 在此圆盘内一致收敛， 

① Niels Abel , 1802—1829, 挪威数学家.——译者注 
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若 P { z ) 有收敛圆盘 M <凡则 P { z ) 在任意较小的 

圆盘< r * 中恒一致收敛，这里 r < R . ( 2 .12) 

然而可能在整个收敛圆盘上并没有一致收敛性.以上结果表明这只是一个技术细 
节： 在几乎 充满整个收敛圆盘的较小圆盘上,例如当 ” = (0.999 999 999) i ? 时，总有 

一致收敛性. 

为了证明 （2.12), 请先做习题 I 2 , 再好好看一下 (2.9). 

2.3.4 唯一性 

如果一个复函数可以表示成一个幂级数，则它只能以唯一的一种方式来这样表 
示——这个幂级数必为唯一的.这是以下恒同性定理的直接推论. 

若在0的某一邻或（不论是多么小)，对所有的 z 均有 

co + c\Z + C2Z 2 + C3Z 3 + …= do + d\z + d2Z 2 H- dsz 3 + …， 

则这两个幂级数是恒同的，即 c ) = dj 对所有 j 成立. 

令^ = 0即得 co =咖，所以可以把常数项从双方消去.用2遍除双方,然后再 
令 z = 0 又得 Cl =心， 等等①[这种作法虽然十分简单,但习题 13 表明，它是非常 
值得注意的].这个结果可以相当大地加强. 若这两个幂级数只在一段通过 0 的曲线 
[不论多么小]上相等，甚至只在一个收敛于0的无穷点列的各点上相等，这两个级数 
必为恒同. 证法基本上相同，只不过现在不是令^ = 0,而是取 z 逼近 0取极 限：或 
者沿此曲线取极限，或者令％位于收敛到0的点的序列之中，再来取极限 • 

我们或者可以使得这些结果具有更大的直观意义 如下： 首先回想一下,幂级数 
可以用次数充分大 的多项式 来逼近到任意高的精确度.在平面上任取两个不同点 
(不论它们如何接近)，必有唯一直线经过此二点.把直线作为2/ = /(4的图像来看, 
这就是说,一个一次多项式,例如 /( x ) = co + cix , 必可由任意两个不同点的象所唯 
一决定,而不论这两个点如何 靠近. 类似于此,对于 2 次多项式2/ = c 0 + cix + c 2 x 2 , 
若已知三个不同的点（不论它们如何靠近)，必有唯一的抛物线图像通过这三点之 
象.这个思想很容易推广到复 函数： 存在一个且唯一的一个 n 次复多项式把已给定 

①应该指出，这里的推理是不正确的.因为0不能作分母，既然用 Z 遍除了双方，就不能再令 2 = 0. 
其实本书在这里是模仿了牛顿初创微积分时用的推理.这里存在的漏洞后来被反对微积分的人们 
(最著称者是 爱尔兰 克罗因 ( Cloyne ) 地方的主教伯克莱 (George Berkeley , 1685—1753) 抓住不 
放.牛顿也为此伤透了脑筋.可以这样来处理.例如记 a + c 2 2 + c 3 ^ 2 +…= f { z),di + d 2 z + 
d 3 z 2 + •.. = g ( z ). 它们与原来的幂级数有相同的收敛圆.由幂级数的一致收敛性，又知 f ⑷， 90) 
均在 2 = 0附近连续.于是原来的条件成为 c 0 + zf ( z ) = d 0 + zg { z ). 令 z — 0( 注意，当 2 — 0 
时必有 z /0) 即得 c 0 = d 0 . 用 2 遍除上式双方（这是许可的，因为 2 一 0)，又有/(岣= g ( z )， 仿 
照上面的方法，又得 ci =山，等等.总之，要等到有了极限理论才为牛顿解了围.本书甚至在下面 
对此定理的推广中也是用的极限 z — 0,而非;^ = 0. —般文献上则是使用泰勒级数：记此式双方 
的公共值为 F ( z )， 则=心=泰 F ⑴ (0) •见 9.2.2 节. ——译者注 
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的 (n + 1) 个相异复数分别映到 (n + 1) 个已给的象点 所以，上述结果可以看成是给 
定点[以及给定象点]的个数趋向无穷大时的极限情况. 

〜我们在前曾暗示地说， / i ( z ) = 1/(1- hz 2 ) 在某种意义下是 唯一的 在实数直线上 

与实函数 H ( x ) = 1/(1+ x 2 ) 相一致的复函数.然而，很清楚，有无限多个复函数能 
这样地与 H ( x ) 一致.例如 


9{z) = g{x + iy ) = 


cos [ x 2 y ] + i sin [ y 2 ] 
ey -|- x 2 ln(e + y 4 ) 


就是其中之一.那么 / i ( z ) 在什么意义下能看作丑( ㈨ 的唯一推广？ 

我们已经知道 / i ( z ) 可以写为幂级数(- 1) 心' 这个事实给出了一个暂时 
^答案[练 习]: 是唯一的复函数，它⑴在实轴 上与丑 ( a ;) —致，且 （ ii ) 可以表 
示为 z 的幂级数.这还没有完全地包含了 为唯一的意义，但这是一个开始. 

更一般地说 丄设已 有一个实函数 F ( x ), 它可以在实直线的一个线段（必须以原 
点为中心）上表示成一个 x 的幂级数 F(x) = ^ =0 cjx ^ 则有同样系数的复幂级数 
F ( z ) = ^ T=o c j zJ 就可以用来定义那个唯一的羞函数/卜)，使它⑴在实轴的这个 
已给线段上与 p —致，而且 （ ii ) 可以表示成为2的幂级数. 

例如，考 虑复指数函数 ，记作#(我们将在下一节讨论其几何 性质) .因为# = 
Ego W / 凡所以 

e z = 1+2+ ‘ 2+ 士，々+_••• 

请注意，我们在前面[第1章]对于欧拉公式的启发式的、使用幂级数的处理方法 
开始看起来更值得尊敬了. 

2.3.5 对幂级数的运算 


幂级数可以用多项式逼近到任意的精确度，这一事实蕴含着[习题 14 ] 


两个具有相同中心的幂级数可以如多项式一样去相加、相乘和相除. (2.13) 

如果两个幂级数 P ( z ) 和 Q ( z ) 分别具有收敛圆盘和£) 2 ,则所得的 （P + Q ) 与 
p Q 至少将在 A 和认中的较小一个圆盘中收敛（也可能在大一些的圆盘中收敛). 
在 (P/Q) = P(MQ) 的情况则没有这种一般的结论，因为 ( i / Q ) 的级数的收敛性不 
仅受限于乃 2 的边缘圆周，还受限于 D 2 中使 Q ⑷= 0的点，因此我们这时还要假 
定 Q (0) 7^ 0. 

现在用几个例子来说明 (2.13). 前面我们在求 1/(1 —#) 以为中心的幂级数 
时，其实已经假设了这个结果成立.用分项分式来分解 

1 _ ( 1 / 2 ) , ( 1 / 2 ) 

1— 之 2 — 1 — 之十 m . 



我们对右方的两个函数得出了两个幂级数，然后假设可以如多项式一样处理，即将 
相应系数相加. 

在 fc = 0的特例下，我们可以验证这个程序能行，因为我们已经知道对于以原 
点为中心的级数的正确答案是 

■- 1 -^ = 1 + Z 2 + z 4 + 之 6 + … . 

1 — Z z 

因为 

— ^— = 1 + z + 之 2 + z 3 + z 4 + 之 5 H -, 

1 — z 

」一 = l- z + z 2 -z 3 + z 4 -z 5 -I ——， 

1-hz 

可见,把相应项的系数相加确实给出 1/(1- Z 2 ) 的正确的级数. 

因为也可以写出 

1 r 1 1 [ 1 ' 

1-z 2 = [l-z\ + z J ， 

所以我们可以重做一次这个例子，以说明把它们当作多项式而作幂级数的乘法也是 
对的： 

[1 + z + z 2 + z 3 + z 4 + z 5 + … ][1 - z + z 2 - 2 3 + z 4 — 之 5 H —— ] 

=1 + (1 — + (1 - 1 + l)z 2 + (1 — 1 + 1 - l)z 3 + (1-1 + 1-1 + l)z 4 + …， 

它仍是 1/(1 _ y ) 的正确级数展开式. 

其次,我们用 (2.13) 来求 1/(1 - Z ) 2 的 级数： 

[1 + 之 + 之 2 + z 3 + z 4 + 之 5 H —— ][1 + 2 ； + z 2 + z 3 + z 4 + 之 5 H —— ] 

= 1 + (1 +1)^4-(1 + 1 + l)z 2 + (1 + 1 + 1 + l)z 3 + (1 + 1 + 1 + 1 + 1) 之 4 + …， 


所以 （1 -^ r 2 = E ^ o0 + 1) ^ 

请自行验证,上面得到的 （1- Z )- 1 和 ( l - z )- 2 的级数都是一般的二项定理的 
特例，这定理说，若 n 是任一实数（不一定恰好是正整数)，则在单位圆盘内，恒有 


(l + z) n =1- \-nz-\- 


.(n-l)〜 2 , n(n-l)(n-2) 〜 3 
"^!~之 + 3! Z 


n{n — l)(n — 2)(n — 3) 4 
+-4!- Z 


(2.14) 


从历史上看，这个结果是牛顿在发展微积分时使用的关键武器，后来，在欧拉的工 
作中它起了同样中心的作用. 
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在习题 16-18 中我们将要表明怎样用幂级数的计算来证明二项定理.先对所 
有负整数幂证明它,再对所有有理数幂来证明它.无理数幂 p 的情况则可用取一个 
趋近 p 的有理数序列来处理,然而我们在这里不作进一步的讨论了.以后我们将用 
另一个方法来证明 （2.14) 的更一般的情况，即允许幂 n 为一复数！ 

下面我们再来讲如何把两个幂级数 P ( z ) 和 Q ( z ) 相除.为了求出商的幂级数 
P ( z )/ Q ( z ) = 可用 遍乘上式双方以得 = Q ( z )^ =0 c jZ ^ S 

把右方的两个幂级数乘出来.由结果的唯一性，这个级数的系数必定要等于已知的 
P ( z ) 之系数，这样就可以算出举一个例子就可以使这个程序更加清楚. 

为了求 1 /# = ZT = o ^ j 的 系数％ 双方用#去乘可得 


z 2 z 3 Z 4 


1 + 2；+ 2 [ + 3 [ + 4 [ + 


[Co + C\Z + C2Z 2 -h C 3 z 3 + C4Z 4 H - ' 


= Co + (Co + Ci)z + 


(!+ 吾 + 普 ) 





由结果的唯一性，可令双方相系数相等,这样得出一组无穷多个线性 方程: 


1 = Co , 

0 = c 0 + ci , 

0 = co / 2 ! + ci / 1 ! + C2 / O !, 

0 = c 0 /3! + ci /2! 4 - c 2 / l ! + C3 / O !, 

等等. 

逐次求解前几个方程[练习]，很快就会引出猜想 Cn = (- l ) n / n !， 当 n = 0 时，这个 
结果自然成立，当 m 是正整数时,考虑 ( 1 - 1 )- 的二项展开式就很容易验证它.于 
是我们得到 


l/e z = l-z+p 2 


3! 


+ ^ 4 -^ 5 + 




4! 


5! 


其形状和实函数 e - z 的级数一样. 

2.3.6 求收敛半径 

给出一个复幂级数 P ( z ) = ZT = o ^ j 以后，有好几种不同的直接由系数决定 

其收敛半径的方法.因为它们与用于实级数的方法形式上完全一样，我们将只宣布 
这些方法，并请自行把实情况下的标准证法推广到复的情况. 

比值判定 法指出 

Cn 

Cn+1 


R = lim 
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只要这个极限存在.例如，若 


之2 

p ( z ) = ! + 22 + 32 + 




+ 




则 


R = lim 


l / n : 


l/(n + l ) 2 


lim (1 + —) 2 = 1 


如果 | c n / c n +1 | 趋于无穷，则（形式上)丑= oo , 相应于在平面上处处收敛•例如 
e z = z ^/ j \ 就是处处收敛的，因为 


R = lim 

n —kx 


l / n ! 

l/(n + l )! 


=lim (n + 1) 

n—>00 


= OO. 


若比值判定法失败或者难于应用，时常可用根式判定法，即 


R = lim 




只要这个极限存在.例如，根式判定法可以用于级数 


p ( 和 E 


J-3 


J 2 


z 3 , 


如果我们首先想起 

e x = lim (1 + -) n 

n—*oo Tl 

(我们马上就会来讨论它)，就会得出 ii = e 3 [练习 ]• 

有时，比值判定法和根式判定法都不能用，但后一种方法还可以稍加推广，而 
且在所有情况下都能用.这就是柯西-阿达玛 ® 定理，这定理说 


lim sup y /\ c n \ 


因为本书不需要它，我们就不来进一步讨论它了. 

以上的幂级数的例子都是凭空捡来的，但是我们的出发点时常是一个已知的函 
数 /( z )， 然后把 /( z ) 表示为一幂级数.这时，决定丑的问题会有一个在概念上令 
人满意得多的答案.这个答案粗略地说就是: ® 


① Jacques Salomon Hadamard , 1865—1963, 法国数学家.——译者注 

② 我们在下面在讲/⑷为“多值 函数” (即一个已给的 2 有好几个函数值）时，还必须对此命题作一 
些修正. 
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若/(4 可以表示为一个中心在 fc 的幂级数，则收敛半径是从 A : 

到 f ( z ) 的最近奇点的距离. （2.15) 

图 2-17 a 画出了这一点，/⑷的奇点用一个爆破来表示.为了理解哪些函数可以 
展开为幂级数，我们需要本书后面更深刻的结果，但是我们现在就已经能验证 ，一 

个有理函数[即两个多项式之比]是可以展开的，而它的展开式的收敛半径就可由 
(2.15) 给出. 



我们从重新考虑图 2 -13 a 和图 2-13 b 开始.回想一下，在图 2-13 b 中对于= 
1/(1 + #) 的以 A; 为中心的级数展开式我们当时仅仅是宣称了 i? = V TT ^. 现在 
我们要证实这一点，并且把级数明确地找出来. 

为此，首先注意到 （2.4) 式可以容易地推广为 

^ = 当且仅当 \ Z \<\ a-kl (2.16) 

j=o v ) 

这里 a 和 / c 是任意复数而 Z = z - k 是连接展开式的中心 A : 到 z 的复数.收敛 
条件 \ z - k \ < \ a - k \ 意思就是 z 在以 / c 为中心且通过 a 点的圆周之内域中.图 
2 -l 7 b 中也画出了 l/(a-Z) 在甿匕处展开的收敛圆盘.因为函数 l /( a - z ) 恰好 
在 a 点有一个奇点，我们就对这个特定的函数验证了 (2.15). 

前面我们是通过将 1/(1- X 2 ) 的分母作因式分解并用分项分式找出了它的展 
开式.现在我们就可以用完全同样的方法找到 / i ( z ) = 1/(1+ z 2 ) 以任意复数 fc 为 
中心的展 开式： 


1 = 1 —丄 [ 1 1 

1 + z 2 (z — i)(z + %) 2 i —i — z i — z 
对右方的两项分别应用 (2.16) 即得 


1 = f 丄 [ _1_1 

1 + 之 2 ^2 (—i — (z — k)^ 1 


Z j . 


(2.17) 
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l/{±i - z ) 的级数在以 fc 为中心的同心圆 \ z - k \ = \± i - k \ 的内域中收敛，这两个 
圆的圆周分别通过点士 i , 而这两个点正是⑷的奇点.但是 (2.17) 仅当这两个级 
数都收敛时才收敛，就是仅当 \ z - k \< R 时收敛，这里丑是由中心 A : 到/ I ⑷最近 
的奇点的距离.我们就这样对/1(幻验证了 (2.15). 


特别地，若 A : 为实数， (2.17) 就在画在图 2-13 b 中的圆盘内收敛.如果把 z 限 
制在实轴上， / i ( z ) 就化成了实函数 1/(1 + o ; 2 )， 而这个函数对 X = ( x - k ) 的幂的 
展开式就可以很容易地从 (2.17) 导出.因为现在 fc 是实数,所以 \ i - k \ = v ^ TTfc ^, 
而我们可以写出 ( i - k ) = Vl + fcV 气 其中 $ = arg(i — fc ) 是 tan _1 (—1/ fc ) 的适当 
的值.于是[练 习]: 


1 

1 + x 2 


=E 


sin(j + 1)0 I Yj 

~(VTTWy^\ 


(2.18) 


我们又一次得到一个关于实函数的结果，而如果只用实数是很难得出它来的. 

以上对 1/(1+ #) 的分析可以容易地推广[练习] 来证叽 任意有理函数都可 
以表示成为幂级数,其收敛半径由 (2.15) 给出. 


2.3.7 傅里叶级数 * 


1807年12月21日，傅里叶@在法国科学院宣读了他的发现，这个发现是如此 
地引人注目，使他的尊贵的听众感觉实在是难以置信.他宣称,任意的 ® 实周期函数 
F (0)， 不论其图像是如何古怪，都可以分解为频率越来越高的正弦波之和.为简单 
计，设周期为 2 jt , 这时傅 里叶级 数就是 


F{6) = -do + [a n cos n6 + b n sin n6 ]. 


其中丨见习题 201 


1 p2jt 

a n = - F(0) cos n6d6, 

71 Jo 



'2jc 

F(6) sin n6d6. 
o 


(2.19) 


本小节是选读材料，主要是为那些已经遇到过这种级数的读者写的.对那些没 
有遇到过这种级数的读者，我们希望这个简短的讨论（加上本章末的习题）可以激 
起你对这个引人入胜的主题有更大的胃口， 

在实数世界里，傅里叶级数和泰勒级数看来不可能有联系，但是当我们进入复 
数领域时，出现了一件美丽而且引人注目的事实. 


实函数的泰勒级数和傅里叶级数只不过是观察复幂级数的两种不同的 方式. 


① Jean-Baptiste Joseph Fourier , 1768— 1830. 法国数 学家. -译者注 

② 后来发现对于 F 还是要加上一些条件，不过这些条件是惊人地弱. 

③ 在许多数学领域中，哪怕仅只一本真正有启发性的书也很难找到，但是对于傅里叶分析，我们至少可 
以找到两本 ： Lanczos [ I 966 ] 和 Korner [1988]. 
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我们将用一个例子来解释这段天书似的话. 

考虑复函数/⑷= 1/(1 一 z ). 记; 2 ； = re i0 ， 就会看到[练习] /( re 访) 的实部和虚 
部分别是 


f ( re ld ) = u ( re l9 ) -h iv ( re ie )= 


1 — r cos 6 


1 — 2r cos 6 -\- r 2 


rsinO 


1 — 2r cos 6 -\- r 2 


我们只集中注意其中之一，例如 t ;. 

让 2 沿射线0 = const. 由原点向外运动，则 r 变成仅为 r 的函数，记为 V e {r). 

例如 

^ (r) = V2(l + r 2 )-2r' 

如果相反， z 沿着圆周 r = const. 不断旋转，则 r 变成仅为0的函数 V r {6). 例如 



2sin0 
5 — 4 cos 6 


注意，这是0的周^函数且周期为 271. 理由很简单，而且适用于由任意（单值的）函 
数 f(z) 所生成的 V r {6 )： 每当 2 旋转了完整的一周而回到原来的位置时,/(4必将 
沿一闭环路转一圈而回到原处. 

注意，为了看到泰勒级数与傅里叶级数的统一性，记住（在单位圆盘内 )/(2) = 
1/(1 _勺可以表示为一收敛的复幂级数： 

f(re id ) = l + (re ie ) + (re i6 ) 2 + (re ie ) 3 + {re ie ) 4 + … 

= 1 + r(cos 6 - i sin 6) + r 2 (cos 26 -\-i sin 20) + r 3 (cos Z 6 -\-i sin 36) + … . 


特别地, 


v ( re l °) = r sin 6 -\- r 2 sin 26 + r 3 sin 36 + r 4 sin 40 + r 5 sin 50 + . • •. 


如果令 0 = Jt /4, 我们立即可得 V ,( r ) 的泰勒 级数: 


~7= - = Ve. (t) = — —r -f* H -— —— — — H - + • • • 

\/2(l+r 2 )-2r 4 y/2 y/2 y/2 y/2 y/2 

我们又一次想到，如果只用实数，得出这个公式多么困难！例如由此可得 

d 98 


dr 98 


_v/2(l + r 2 ) -2r 


r=0 


如果我们反过来令 r = (1/2)，我们立即得到 V h [6 ] 的傅里叶级数 


2 sin 6 
5 — 4 sin 9 


VI (0) = - sin 0 + — sin 26 — sin 30 — sin 40 + 


2 3 


2 4 
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级数中没有余弦波出现正确地反映了 ^(0) 是0的奇函数 • 

复幂级数与傅里叶级数的这种联系，不仅使我们得到审美的满足，它还可以是 
非常实用的. v ,( 0 ) 的傅里叶级数的常规的推导要求我们算出 (2.19) 中那些难办的 
积分，而我们现 2 在只要作简单的代数运算就能得到！其实我们现在可以用傅里叶级 
数来计算 积分： 

>2jl 2 sin 6 sin n 6 
n 5 — 4 cos 6 



进一步的例子可以在习题21、习题37、习题38中找到 • 

我们以预告一件即将发生的事作为本节的结束.泰勒级数的系数可用微分法 
算出，而傅里叶级数的系数则可用积分算出.因为这两类级数在复平面上其实是一 
个东西，这就暗示了，在微分法与积分法之间存在一种隐藏着的联系，而只有复数 
才能把它发掘出来.我们在下面将会看到，柯西是如何蔚为大观地证实了这个思想. 


2.4 指数函数 


2.4.1 幂级数方法 

我们已经看到唯一的用一幂级数将实函数#推广到 x 取复值的复函数是 



它在 C 上处处收敛.我们现在来研究这个函数的几何本性. 

图 2-18 把以上函数可视化成一次螺旋式样的旅行.旅途的相继两段所成的 
角是一定的，而且等于 arg ^. 当此角为直角时的特例，我们在第1章中已经看 
到了，那时我们看到这个螺旋趋向于单位圆上的一点，此点可用欧拉公式表示为 
e iy = cosy + i sin %事实上这个特殊的螺旋使我们能算出，在图 2-18 的一般的螺旋 
的情况下会发生什么事：对任意值0 = $ +化， 这个螺旋趋向于画在图上的一点 ，其 
距离为 e ' 角度为％换言之 

Q x-\-iy _ e ^ e iy 



O' 


图 2-18 
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这也是以下事实的 推论： 若 a 和6是任意复数，则 e a e b 二 e a + 6 . 为了验证此式, 
我们恰可把两个级数 相乘： 


e a e 6 


1 + a + 2! fl2 + 3| a3 + 


1 + (a + fc) + 




1 + 6 + 2j^ 2 + 去 + … 


a 2 4- 2 ab + b 2 

4- 

a 3 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 

- 2! 

r 

_ 3! 


+ . 


1 + (a + 6) + — (a + 6) 2 + — (a + 6) 3 + • 

p( a + b ) 


这里请证明推导过程的倒数第二行的一般项是 ( a + b ) Vn !. 

2.4.2 这个映射的几何意义 

图 2 -19上画出了映射 z ^¥的基本特性.请仔细研究它，并注意以下事 
实. 



图 2-19 

•若 2 以恒速 s 向上运动，则 w 将以角速度 s 绕原点旋转•当 z 移动过距离 
2 ：t 后 ，切 会回到 起点. 所以此映射是周 期的， 周期为 2加. 

•若之 以恒速向西运动， w 则向原点运动，其速度 渐减. 反之，若 z 以恒速向 
东运动，则 w 将远离原点运动，其速度渐增. 

• 把这两件事实综合起来，整个 w 平面—= 0除外）将被 z 平面上的一个高 
为 2 n 的水平带形填满. 

• 一条一般位置的直线将被映为前一章讨论过的螺线. 

• 欧拉公式 e i2/ = cos 2 / + isin 2 /可以解释为， e 2 把虚轴如一条绳子一样，在单 
位圆上缠了一圈又一圈. 

• 虚轴的左半平面被映为单位圆的内域，而其右半平面被映为单位圆的外域. 
• 小正方形的象很像正方形，而（与此相关）任意两条相交的直线被映为相交 
的曲线，而曲线的交角与两直线原来的交角相等. 
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最后一点并非自明的——在第 4 章中我们将开始探讨这个基本的性质，并且 
看到许多其他重要的复映射也具有这一性质. 

2.4.3 另一种方法 

用幂级数方法处理^的优点在于它能表 明把# 推广到复数域是唯一的.其 
缺点则是需要大量的没有启发性的代数来破译这个级数的几何 意义. 我们现在叙述 
一种不同的方法，使几何更加浮上问题的表面.这里的思想就是推广实的结果 

e x = lim (1 + 王）. (2.20) 

n—>oo \ n / 

有一种理解 （2.20) 式的方法.正如我们在第1章讨论过的， f { x ) e x 可以用它的 
如下性质来 定义： f ( x ) = /( x ) •图 2-20 a 就似 y = /( x ) 的图像来说明它.在图像 
的任意点上作一切线，则其斜率必为 f \ x ) = f { x ) = 2/ oid . 因为有阴影的三角形之 
高恰为 2/ oid ， 故其底边之长 z 必适合 z . f \ x ) = I - 2 /oid = 2/ old , 从而 z = 1 .让 Z 向右 
移动一个无穷小距离5,则新的高应为 

2/new = (1 + 2/old* 



图 2-20 

为了求出此图像在: r 点的高度，我们把区间 [0 ， re ] 分成很多小段，每一段之 
长为 （ : r/n) 而 n 很大.因为在 x = 0 处图象之高为1,所以在 ( x / n ) 处其高近似为 
1 + (o;/n) . 1，在 2( x / n ) 处高近似为 [1 + ( x / n )} • [1 + { x / n )\ • 1,依此类推，所以在 
x = n ( x / n ) 处高近似为 [1 + ( x / n )] n , [为图形清晰起见，图 2-20b 只对很小的 n 值 
n = 3 作出了这个几何数列，所以不太精确 .] 现在 ，令 n 趋向无穷大，于是认为近 
似值 [1 + ( x / nT 越来越精确，而最后给出 （ 2.20) 就是很合情理的了.请用计算机 
验证精确度确实随 n 增加. 

把 (2.20) 式推广到复数域,我们可以定义^为 

e z = lim fl -f — ^) • (2.21) 

n—*oo \ Tl/ 

首先我们要确定，这样的推广与我们使用幂级数所 作的# 的推广是一回事.应用 
二项定理把 n 次多项式 [1 + { z / n )] n 的前几项写出来，就有 
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1 + n [- 


1 + 之 + 


n{n - 1) pi 2 n(n - l)(n - 2) rzi3 

2! -7i_ + 3! + 


(1 - 是） （1 

3! 


+ 


于是,至少在欧拉看来很清楚 '当 n 趋向无穷大时就会回到原来的幂级数. 

其次我们再转到 (2.21) 式的几何意义•在为^的幂级数解密时，我们可以自 
由地假设欧拉公式成立，因为在第1章我们就是用了幂级数来得出欧拉公式的.但 
是如果当我们现在按新方法以 (2.21) 式为基础来处理^时仍然假设欧拉公式成 
立，就略有循环论证之 嫌了. 所以我们暂时回到早前的记号而不用 re ， 所以 
我们想要弄明白的事情可以写为求证= e x Zy . 

图 2 - 2 1就 n = 6 的情况应用了第1章习题5,对某个特定的 z 值几何地构造 
出 a 三 ( z / n )] 的逐次幂.[图上6个有阴影的三角形都是相似的，用灰度不同的 
阴影来画，只是为了把一个三角形与相邻的三角形区别开来 .] 这样，哪怕是从很小 
的 n 值,就已经可以经验地看出，在这个特殊情况下， [1 + ( z / u)] n 很接近 为 
了从数学上弄明白这一点，我们试着来逼近 a=[l + ( z / n )]. 



图 2-21 

令 e 为一个很小的最终为无穷小的复数，考虑图 2-22 上的数 （1+ e ) = rZ6 >. 以 
原点为中心的连接 （1+ e ) 与实轴上的 r * 点的圆弧（图上没有画出来）几乎与图上 
画出来的由 （1 + 0 到 



实轴的垂线（虚线）重合，这样 r 近似地等于 [1+ Re ( e )], 而且当 e 趋于0时最 
终与它 相等. 类似于此 ，我们看到，角度 0( 即图上用花括号标出的单位圆圆弧，最 

①译者在文字上稍作了改动.以下的论证现在看来都是不严格的，但是例如欧拉当年就是这样做的，而 
在今天看来欧拉的方法仍然有助于我们认识问题的 实质. 但是欧拉的想法还需要严格的证明.在小 
平邦彦：《微积分入门 I 》（中译本，人民邮电出版社，200 8 )的56〜58页，就给出了在复变量情况下 
的严格的论证，并且用实例指出，粗心大意地理解这个貌似自然的想法，不仅是不严格的，而且会导 
致错误.——译者注 
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终等于 Im ⑷.于是 

(1 + e ) » [1 + Re (£)] ZIm ( e ), 对小的 e 成立. 

而当 e 为无穷小时，《就成了等号. 

现在设 e = { z / n ) = { x ^ iy )/ n . 使用图 2 _ 2 1中同样的 z 与 n , 图 2 _ 23 表明当 
6 三 （1 + f ) Z (吾）时，6的各次幂也近似于 a 的相应的幂. 



图 2-23 

回到一般情况， (2.21) 式的几何意义应该很清楚了•若几很大， 



令 n 趋向无穷大而取极限，我们就得出 

e x+iy = e x Zy, 

即所求证.特别是,令 x = 0我们就回到了欧拉公式= 1 Z 2/. 所以我们有理由写 
出 = e x e iy . 

对 (2.21) 式的一个稍微不同的看法，可见习题 22 . 
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当然还有另一种方法来推广 COST 与 sin A 即通过上一章讨论过的幂级数这就导 
出了其另一种定义 

cosz = l_4 + — + … sin^ -Z- — + — Z? 4- 

2! 4! 6! ， sm 之一么⑴+以一冗+… • 

然而，直接写出 e ± i 2 的幂级数就很容易看出，这两种方法给出的复函数是一样的. 

由定义 (2.22) 可见 cosz 和 sine 与它们的实自变量的前身有许多共同之处.例 
如， cos(-z) = cosz ， sin(-z) = - sin2 ；. 还有，因为 e 之 是以2加为周期的周期函数， 
cosz 与 sinz 也就是周期函数，不过是以 2: r 为周期.当我们考察这些映射的几何’ 
时,周期性的含意也就更清楚. 

(2.22) 的其他的直接推论是欧拉公式的以下重要 推广： 

^ %z = COS 2 + i sin 之， e~ iz =cosz-i sin 2 ： 

瞥告 ： cos 2 ： 与 sin z 现在就是复数——它们不是的实部和虚部. 

不难看到，关于 cosx 与 sinz 的所有熟知的恒等式对于新的复函数仍然成立 
例如，我们仍然有 


cos 2 之 + sin 2 2 : = (cos 么 + isin 么 )(cos z-isinz) = e iz e~ iz = e ° = 1 . 

尽管这个恒等式现在不再表示毕达哥拉斯定理.类似于此，我们将证明，如果 a 与 
b 是任意复数，则 


cos (a + 6) = cos a cos b — sin a sin 6, 
sin(a + 6) = sin a cos b + cos a sin 6, 

尽管这些恒等式不再表示单位圆上的点的乘法法则首先 
cos (a + b)-\-i sin(a + 6) = e i(a+6) = e ia e ib 


(2.23) 

(2.24) 


=(cos a + i sin a) (cos 6 + i sin b) 

=(cos a cos b — sin a sin b) + i (sin a cos b + cos a sin b ), 


这些都与前一章完全相同.但是，由于上面的警告，我 们不能 由令双方的实部与虚 
部+0等而得出（ 2 . 23 )与 (2.24). 相反地，我们需先求出 COS ( a + 6)- i S in( a + 6) 的类 
似恒等式，再与上式相加（或相减）来完成证明[练习]. 

2.5.2 与双曲函数的关系 


回想一下双曲余弦函数与双曲正弦函数的定义是 


cosh 3 ：三 


e x + e~ x 
~~2 


sinh x = 


e x - e~ x 
2 ~ 


把它们解释为#与士 e - z 的平均值（即中点）即可得到图 2-24 a 与图 2-24 b 中 
coshx 与 sinhx 的图像. 
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你可能已经知道， cosh:r 与 sinhx 都满足一些与 cosx 和 sinx 所满足的非常相 
似的恒等式.例如，若 n , r 2 是任意实数，则可证明[练习] 

cosh(ri 4- r 2 ) = cosh r\ cosh + sinh r\ sinhr* 2 ， (2.25) 

sinh(ri + ” 2 ) = sinh r\ cosh r 2 + cosh ri sinh (2.26) 

然而，图 2-24 也表明双曲线函数的实际性状与圆函数 （即三角 函数）很不相 同：它 
们不是周期函数，而当 z 趋向无穷大时会变得任意大.所以，令人吃惊而且高兴的 
是，复数的引入带来了这两类函数的统一. 



图 2-24 


我们先可以看到，如果我们把 z 限制在虚轴上，则 

cos{iy) = coshy, sin(iy) = i sinhy. 

如果我们考虑 sinz 的模曲面，这个联系就会变得更形象了.因为当 z 趋近原点时, 
|—|最终等于|4故此模曲面从原点以圆锥形状升起.又因 | sin (^ + jt )| = | sinz |, 
所以沿着实轴在: t 的整数倍处都有一个同样的锥面.这些点就是模曲面能接触底 
平面唯一的处所[练习].图 2 _ 2 5 ( 引自 Markushevich [ l 965 , 14：9 页])只画出了模曲面 
的一部分.还请注意这个曲面也给出了 cosh 的图像，因为，例如把 z 限制在直线 
x = (3 jt /2) 上，艮口令 z = (3 jt /2) + iy ， 贝 0 | sinz | = coshy . 

这个统一性的一个实际的好处是，如果记得（或能用欧拉公式很快地导出）一 
个含有余弦和正弦的关于三角函数的恒等式，就可以立刻写出一个关于双曲线函数 
的相应恒等式.举一个例，如果我们以 a = iri b = ir 2 代入 （2.23) 和 （2.24)， 立 
即可得 （2.25) 和 (2.26). 
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圆函数和双曲线函数的这种联系，还会变得更密切，如果我们把后者以显然的 



方式推广为复函数 如下: 


图 2-25 


因为我们有 


cosh 之三 



sinh z 三 



2 


cosh 2 : = cos(iz )， sinhz = —i sin( 2 z), 


这两类函数的区别就几乎完全消 失了： cosh 就是先旋转 (jt/2), 再继以 cos 的 复合; 
同样， sinh 就是先旋转 (jt/2), 最后来一个 sin, 最后再来一个旋转 -(Jt/2). 

2.5.3 映射的几何 


和实的情况一样， sinz = cos 这意味着可以由 cos 得到 sin, 只要先把 

复平面平移 -( Jt /2). 再由前面的说明就知道只需研究 cosz 就足以理解所有四个函 
数： cos z ， sin z，coshz 和 sinhz. 我们现在来考虑映射 z w = cosz 的几何本性. 

我们先从研究位于实轴下侧的水平直线 y = - C (这里 c 〉 0) 的象开始.把这条 
直线理解为一个质点以单位速度向东运动的轨道，这在心理上是有帮助的，于是此 
点在时刻 t 的位置是 z t - 在图 2-26 上用粗线画出，当 z 走过这一直线时，- z 



图 2-26 
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就沿直线 y = c (左上图的虚线）运动,但方向相反.应用映射 z h k (即旋转 ( jt /2)), 
象点就沿着两条垂直线 x = ± c 运动，仍为单位速度，在这两条直线上的运动方向 
仍相反.最后再施以^ ^ 象点则画出以原点为中心、 | e ± c 为半径的两个圆周. 

这两个运动都有单位角速度，但两个角速度反号（右图上的两个虚线圆周). 

原来在直线 y = -c 上运动的点在映射 z^w = cosz 下的象的轨道正是这两 
个反向旋转的圆周运动之和.它明显地是一种对称的卵形曲线而与实轴和虚轴交于 
a = coshc 和= isinhc 处.也很清楚，每当; 2 ；完成移动 2: t 时， cos z 就完成一'次 
沿此卵形曲线轨道完全的 一周； 这就是 COSZ 的周期性. 

我没有找到更简单的几何解释，但是很容易用式子证明 COSZ 所画出的卵形线 
是一'个完全的樵圆.记切 = w + it , 我们可以从图上看出[练习]= acost ， ?; = 6 sint , 
它正是我们熟知的椭圆 (u/a ) 2 + ( v / b ) 2 = 1的参数式.此外 

\/ a 2 — 6 2 = V cosh 2 c — sinh 2 c = 1 , 

所以焦点是处于土 1处，而与 z 沿之运动的特定水平直线无关. 

请试着细细思索一下.这椭圆的形状怎样随 c 而变？当 c 趋近零时，我们又怎 
样回复到实的余弦函数？而当 z 沿一条位于实轴上侧的直线 y = C (这里仍有 C 〉 ◦) 
向东运动时， cosz 的轨道是什么？垂直直线 x = c 在 z 4 coshZ 下的象是什么 ？ sinz 
当 z 沿直线 y = c 向东运动时的轨道是什么？它与 cosz 的轨道有何 区别； 所得到 
的 | sinz | 的变化与图 2-25 所示的模曲面是否相容？ 

在往下读之前，请试用图 2-26 的思想自己画出垂直直线在映射 之 I ■— cos 之 下的 
象. 

如图 2-27 所示，答案是双曲线.我们可以用加法法则 （2.23) 来证明这一点.加 
法法则给出 


u -\- iv = cos (: r + iy ) = cosrr cosh y — isinx sinh y . 

在水平直线上， 2/ 是常数，所以« cosh y) 2 + { v / sinhy) 2 = 1,这和前面一样.但在 
垂直直线上， a ： 是常数，而« cosx ) 2 — { v / sinx) 2 = 1 , 这是一个双曲线的方程.进 
一步，因为 cos 2 x + sin 2 x = 1 , 所以此双曲线的焦点在士 1 处,而与被映射的究竟是 



图 2-27 
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图 2 _ 2 7上通过画出一个由垂直直线与水平直线所成的网格的象把这些结果变 
得更加生动.注意一■个经验事实，即此 网格中的每一个小正方形，都被 COSZ 映成一 
个形状接近正方形 的象. 这个听起来惊（看起来喜）的现象我们已经在的情 
况下见到过了. 

希望这已经引起了你的好奇心-以下各章将致力于深入探讨这个现象.在 
现在的 Z 4 cosz 的情况下，我们至少可以对此现象的一部分作出数学解释，那就 
是，像“正方形”的各边，确实是以直角相 交的； 换言之，每个椭圆与每条双曲线交 
成直角. 

这一点是与这些椭圆和双曲线都是 共焦的 这一性质相联系的.要想证明这个 
结果[练习],把每条曲线都设想为一个镜子，再求助于我们熟知的圆锥截线 的反射 
性质： 由一个焦点发出的光线将被椭圆直接反射到另一个焦点，而被双曲线反射后， 
沿着直接背离另一个焦点的方向而去.见图 2-27. 


2.6 多值函数 

2.6.1 例子： 分数幂 

迄今为止，我们都把复函数/看作是一种规则，使它对每一个 z 点（或仅限 
位于某区域内的点）都指定单一一个复数 /( z ) 与之相应.这个人们熟悉的函数定 
义却有过大的局限性.我们现在用例子来讨论如何拓宽函数的定义,使得可以允许 
f ( z ) 对单个 z 值取多个不同的值.这时称/ 为多值 函数，英文用 “ multifunction ” 
一词. 

我们事实上已经见到过这种多值 函数. 例如我们已经知道於(当 z — 0时）有 
三个不同的值,所以它是一个三值多值函数.图 2-28 比较详尽地让我们回想起，是 
怎样使用映射 z 来找出妙的三个 值的 . 当 z = re ie 沿着以原点为中心的圆 

周旋转时 ， P = r 3 e i3e 将以3倍角速度旋转，从而当每当 z 完成1/3周旋转时，/ 
就会完成一周旋转.利用这个事实，当找到一个解 a 以后，就能找到另外两个（图 
上的6与 c ). 换一个说法,把映射方向颠倒为由右至左，角速度就降为 1/3. 这就是 
理解映射 z H 於的要点，而我们现在就来详细研究这个映射. 



图 2-28 
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记之 = r * e ' 我们有於=这里矸是唯一定义的 z 的长度的实立 
方根.这个公式的三重性的疑惑的唯一来 源是： 一个给定点％的角度可以有无穷多 
种选择. 

把2设想为起始在 z = P 处的动点.如果任意地取其角度0就是图 2-28 中的 
0,则许= a .当 z 逐渐移动而离开 p 时,0也逐渐变化离开0，而且％ = 峽_ 
也逐渐远离 a 运动，但是以一种完全确定的方式运动——即动点於到原点的距 
离总是 z 的距离的立方根，而其角速度是 z 的角速度的三分之一. 

图 2-29 画出了这一点，我们通常都是由左到右表示映射，但是现在把这个规定 
反过来以便与图 2-28 比较. 



图 2-29 


当2绕着闭环路 A (右图最细的线）最终仍回到 p 时，於也沿左图以最细的 
线画出的闭环路回到其原来的值 a . 然而，若 z 沿着右图最粗的线画出的闭环路 B 
绕原点一周回到原来的 p 点，^ 就不会回到原来的 a 而是沿左图最粗的线来到了 
V 的另一个立方根即 6. S 的具体形状并无关系，关系重大 的是： 这条路径只绕原点 
一次. 类似地，如果 z 从 p 开始沿着右图上用不粗不细的线画的 C 绕原点旋转两 
周，则於会终止于 C ，即 p 的第三个也就是最后一个立 方根. 很清楚，如果^沿某 
一环路（图上未画出）绕原点旋转三周，则於又会回到其原来的值 a . 

z ^ ^的这个图景的前提是在任意选择妙时恰好选中了 = a 而不 
是6或 c , 如果选的是6,则图2_ 2 9的左图上於的轨道只不过把上述轨道旋转 
(2 jt /3)({0 三个字母不要 动). 与此相似,如果选妙= c ， 轨道将旋转 (4 jt /3). 

点 z = 0称为 於 的支点. 一 般地说，令 /卜） 为一多值函数而令 a = /( p ) 是 
它在 z = p 处的一个值,我们也可以令 z 沿一始于 p 也终于 p 的闭环路运动，而追 
随/⑻的运动.当 z 回到 P 时，/⑷可能也回到 a 或者回不到 a ./ 的支点％ = g 
就是这样的点，使得当 z 沿着绕 g —周的任意闭路运行时， /( z ) 不能回到 a . 

回到/⑻=於这个特定的例子，我们已经看到， 若 z 绕 z = 0 处的支点绕 
3周，则/⑷会回到原来的值.如果/ ㈤ 是通常的单值函数，则只需 z 旋转1周， 
f ( z ) 就会回到原来的值 ./( z ) 与这样的单值函数比较，还要额外转2圈才能回到原 
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来的值.我们把这种情况概括为说0是的二阶支点. 

一般地说，如果 g 是某个多值函数 /( z ) 的支点，而且 z —定要绕 g 转 TV 圈才 
能第一次重回 f ( zf , q 就称为 ( N —1 ) 阶代数 支点； 一阶代数支点称为简单 支点. 
我们需要强调，完全有可能，不管2绕 g 转多少周， /( Z ) 也永远回不到原来的值.这 
时， g 就称为对数 支点一 这个名称将在下一小节解释. 

请自行推广以上关于&的讨论，验证若 n 为一正整数，则是一个 ri 值 
多值函数，其唯一的（有限远处的）支点是 z = 0, 其阶数为 （ n -1). 更一般地说，对 
任意分数幂这个结论也是对的，不过 ( m / n ) 必须是已经化约的既约分数. 

2.6.2 多值函数的单值支 

下面我们将要说明怎么能从3值多值函数分出3个单值函数来.首先，图 
2-30 将要引进几个我们在描述 C 之点集时需要的名词. 



一个集合 S 称为 连通的 (见图 2-30 a ), 如果 S 中任意两点都可以用一条完全位 
于 S 内的不折断的曲线连接起来.相反，如果 S 中有这样成对的点存在而不可能 
这样连接，就称 S 是不 连通的 (图 2-30 b ). 在连通集中我们可以区分出单 连通的 ，即 
其中没有空洞的集合（见图 2-30 c ). 更准确些说，如果可以把连接此集合中两点的 
路径画成一条弹性绳子,使得这条绳子可以连续地变形为连接这两点的任意其他路 
径,而在此过程中，绳子的任一部分都不离开反之，如果此集合中确有空洞，则 
称它为多 连通的 (图 2 -30 d )， 这里存在连接同样两点的两条路径，使其中一条不能连 
续变形为另一条. 

现在回到图 2-29. 任意选定於在 z = p 的3个可能值之一作为 妙， 然后让 
V 运动，我们看到,联系着由 p 到 Z 的特定路径，我们将得到#的一个确定的值. 
然而我们处理的仍然是多值 函数： 只要绕着支点0转，就会止于#的3个可能 
值的任一个. 

另一方面，取#的哪一个值又与路径的详细的形状 无关： 如果我们让此路径 
连续地变形，但不允许越过支点，总会得到#的同一个值. 这件事表明了怎样能够 
得出一个单值函数来. 如果我们把 z 限制在一个包含 p 但不包含支点的单连通集 

①即是说转1周、2周、 . 乃至 7 V - 1周都不行.——译者注 





















合 S 内，则用中任意一条把 P 和 Z 连接起来的路径都会得到#的同一个值， 
这个值我们记作 / i ( Z ). 因为路径并无关系, A 就是 S 上各点位置的一个普通的单 
值 函数； 称为原来的多值函数的一支. 

图 2-31 上画出了这样一个 S 以及它在的 A 这一支下的象.这里我们又 
回到了通常的 作法： 把映射画成从左到右.如果我们选取 ^p = b , 则得於的第二 
支/ 2 ,而选妙= c 则给出第3支也就是最后一支/ 3 .附带提一下，这3个支都展 
现出迄今已无处不见的（然而仍是很神秘的）现象，即小正方形始终被保持为小正 
方形. 


现在我们来讲怎样扩大这些支的定义域 S 以便得出平面上任意点的各个立方 
根.首先，如图 2-32 所示作一个由支点0伸到无穷远处的任意的（但不得自交的) 
曲线 C ， 称为分支割口，我们暂时取 S 为复平面除去曲线 C 以后所得的集合- 
除去 C 就使得义中的任意封闭路径不可能再绕过支点.这样我们就在 S 上得到了 
三个支 A ，/ 2 ,/ 3 . 例如，图上就标出了 d 的一个立方根 h { d ). 


对于 C 上的点 e 又当如何？设想 z 绕着一个以原点为中心的圆周穿过 e . 右图 
表现出一个 事实： 根据 z 是按正或负角速度达到 e 点， h ( z ) 会趋向两个不同值，如 
果我们（任意地）规定 A ⑷为 h ( z ) S ^沿 逆时针方向绕 行时所得之值，则 h ( z ) 
已确定地定义在整个复平面上.对另2个支情况也类似. 

分支割口当然是人为地做出来的一多值函数於不会顾及我们把它分为3 
个单值函数的愿望.这个区别反映在我们所已经看到的一个事 实上： 所得的各个支 














82 第 2 章作为变换看的复函数 


在 C 上 是不连 续的，而於的3个值当 z 连续运动时 则总是 在连续变动的.当 z 
穿过 C 继续逆时针走动时，我们必须从一个支转换到下一个支才能保持於的连 
续 变动： 例如从 A 转为 / 2 . 如果 z 逆时针转3周，则各个支都会轮换排列到，而 
最终回到自身.这件事我们列表表为 



每个箭头表示穿过 C 一次. 

通常的作法是取负实轴为 C . 如果我们想不让 Z 穿过割口，可以限制 Z 的辐 
角 (9 = arg ( z ) 满足一个不 等式 ： —JC < 0 < JC . 福角的这个值称为福角的主值，记作 
Ar g ( z )( 注意第一个字母用大写).这样选取的0所给出的单值函数 喊賴 就称 
为立方根的 主支； 我们将记它为 [^ i ]. 注意它与实立方根^在正实轴上一致，而 
在负实轴上 则否； 例如[^] = 2 e « 3 ). 还要注意，这样选取 C 后得到的另外两 
支，可以用主支表示为 e i (2 "/ 3) [ 柯与 e i (4 < 3) [ 於]. 

怎样把以上的讨论推广到一般的分数幂，现在应该很清楚了. 

2.6.3 与幂级数的关联 

我们在前面已经通过把例如 1/(1+ x 2 ) 这样的函数拓展到实直线以外的复平 
面中，从而解释了不这样做就很神秘的收敛 区间： 对收敛性的障碍来自使此复函数 
变为无穷大的点（奇点）的存在.我们现在要讨论更微妙的事实，即支点也是对幂 
级数收敛性的障碍. 

实二项定理说，若 n 是任意实数（而不只是正整数）则 

(1 + = + + — 1)(n — + 1)(n _ 2)(n — 3) / + … 

2! 3! 4! 

若 n 是正整数，则此级数在 a 处终止，而不发生收敛性问题.若 n 不是正整数，则 

收敛性比值判定法告诉我们，此幂级数的收敛区间是 -1 < a ; < 1.当 n 为负时，这 

个区间很容易理解，因为这时函数在 x = - l 处有奇点.但是，例如当 n = (1/3) 时， 

我们又怎样去解释收敛区间呢？ 

图 2-33 a 画出了实函数 /( a ;) = (l + x ) i 的图像2/ = (l + x ) l ， 此函数对一切 
^都是适当定义的，因为每一个实数都有唯一的实立方根.从这个图像看来，似乎 
这个级数没有什么好的理由会在±1处爆破，然而它确实爆破了.虚线曲线很生动 
地表明了这一点，这个虚曲线正是二项级数在 a : 30 处截断所得的30次多项式的图 
像.可以看到，在土1之间，虚线曲线紧紧地跟随着 y = /(: r )( 实际上比图上画的还 
要紧)，但是，一旦越出此区间，它突然间疯狂地偏离开去. 

和 1/(1+ x 2 ) 的情况不同，注意即使把实函数 /( 岣拓展为复函数 /( z ) = (1 + 
z ) 1 ^ 神秘性也没有 消失. 因为 /( 匀没有任何奇点. 
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图 2-33 


我们已经讨论过这样一件事实，即二项定理可以推广到复平面[见 （2.14)， 以及 
习题 16〜 18]. 现在它又告诉我们 


图 2-33b 表明它在单位圆盘内收敛.和所有幂级数一样，上式右方是一单值函数. 
例如在 z = 0处此级数等于1，但是尽管 /(㈨ 是 x 的一个通常的单值函数，上式 
左方却是 z 的一个三值多值函数，且在^ - 1处有一个2阶支点.例如/(0)就 
可取 3 个值 ： 1, e^, e-^. 现在我们看出来了，幂级数恰好表示它的一支，即适合 
/(0) = 1的那一支. 

这就解开了神秘.因为假设此级数在图 2-33 b 的较大的圆的内域收敛，特别是 
在图上标出的 z 点收敛，从 z = 0开始，并取/(0) = 1,沿图上所示两条路径运行 
到 A 很清楚，必以两个 不同的 /(4 值告终，因为这两条路径合起来包含了 -1 处的 
支点.但是幂级数无法装扮成这种性态，因为它一定是单值的——唯一的出 路是: 
在单位圆盘外不再收敛.我们既然要求幂级数为其所不能为，它就只好切腹自杀相 
谢！所以在单位圆外 /( z ) 不能写为幂级数！ 

这个例子表明，支点和奇点一样，也是收敛性的实实在在的障碍.这个论证相 
当一般地表明，如果一个多值函数的某一支可以表示成一幂级数，则其收敛圆盘不 
能大到包含此多值函数的支点在内.这就很有力地 表示： 尚未证明的命题 （2.15) 还 
有如下的进一步的 推广： 


若一复函数或一多值函数的一支可以表示为幂级数，则其收敛 
半径必为由中心到最近的奇点或支点之距离. (2.27) 


在本书后面很远的地方,我们将要发展出证实这一猜想所必须的工具. 


2.6.4 具有两个支点的例子 


图 2-34 a 中画出了 y = /⑻=的图像，其中平方根号取正值，它是一 
个双曲线.二项定理又给出了一个幂级数 

/(x) = (l + x 2 )*=l + ^r 2 -^r 4 + i ； r 6 - I ^ 8 + ...， 

它神秘地又只在士 1之间收敛.图上还形象地用虚线曲线表现了它在此区间外的发 
散性； 虚线曲线是将二项级数在 ： r 2G 处截断而得的 20 次多项式的图像. 
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和前面一样，解释在 C 中，在复平面上/(4变成了二值多值函数/(4 = 
v ^ TI . 它可以写作/(4 = v /( z - i)(z + z ) ? 这使人看得清楚，/(幻有两个简单 
支点，一个在《处，另一个在- i 处.这些支点阻碍了该幂级数的收敛性，将其限制 
于单位圆盘内如图 2-34 b 所示. 

按图 2-34 b 的记号可以写出 

f { z ) = •刪 /2 (2.28) 

这里我们必须记住，此图只表现了每一个角度 仏和 的（无穷个）可能值之一.为 
了 f 出 i 确为一个支点，设从图上所示的^和给出的/(4值开始.现令 z 绕 
所画的环路 L 运动.这时 ， {z + i ) 时而向前，时而后退,0 2 只是在振动，最后回到其 
原值.但 (z - i ) 转了完整的一 周，^ 增加了 2jt. 这样当 z 回到原来位置时， (2.28) 
表明/(幻并未回到原值，而是变成了 

/new(^) = y/rir 2 e^ dl+2K+d2 ^ 2 = 咐 1+02) / 2 = _/ old ⑷. 

当然如果2沿一个环路绕 - i 一周而不绕过 i 时,情况也如此. 

为了把/(4分成两个单值支，看来需要两个分支 割口： 一个割口 G 由 i 到 
无穷远 J 以防绕过 i 处的支点)，另一个割口 C 2 , 由相同理由，由到无穷远.图 
2 _ 3 5 a 画出了一个特别普通而重要的选择割口的方法，即用指向西方的射线.如果 
不许可 z 越过割口，可以限制角6^ = arg (^ - i ) 取主值，即在 -Jt <心彡 ji 中•例 
如图 2-34 b 中的角就不是主值，而在图 2-35 a 中的0则是.如果把(9 2 也限制到其 
主值，则 (2.28) 就变成/⑷的单值的主支，记为 F ( z )， f ( z ) 的另一支则是 - F ( z ). 

再回到前面的情况，其 中仏和 0 2 均取一般值而非主值.图 2 -35 b 则表示这样 
的事^,即只用一个连接两个支点的分支割口 C 即可定义 /( Z ) 的两支.如果把 z 
限于画了阴影的连通区域则它任一个支点都无法绕过.但是当 z 沿 L 这样的 
环路旋转时，它可以同时绕过两个 支点. 这 时心和 0 2 都将增加 2 jt ， 所以 （2.28) 表 

①原书作“多连通”.但对多连通的定义， 2 . 6.2 节说“如果此集合中确有 空洞” 就是多连通.原文作 
“if the set does have holes ”， 这里使用了复数，图 2-35 b 的 S 只有“一个”空洞而非 “ holes ” 所 
以不是多连通.真正的问题在于无穷远点算不算空洞？它是否奇点？这里没有讲，所以更正确的讲法 
是 Ahlfors [1979] 4.2 节“单连通性”的定义.按此定义，把 S 放在扩充的复平面中看，它确是 
“单连通的”，本书中在下一章才讲到这个概念，所以译文只说是连通.——译者注 
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明 /( z ) 将回到原来的值.这样我们可以在 S 上定义两个单值支.最后,我们可以扩 
展 S 使其边界一直到 C . 



图 2-35 


2.7 对数函数 


2.7.1 指数函数的逆 

复对数函数 log ⑷可以定义为指数函数#的逆.更准确地说，我们定义 log ( z ) 
为使得 e lo 6(") = z 的任意 复数. 由此可知[练习] 

log ⑷= In |^| +i arg ( z ). 

因为 arg ( z ) 可以取无穷多值.相互之间差 2 jt 的整数倍，我们看到 log ⑷ 是取 
无穷多值的多值函数,各个值之间相差的整数倍.例如 

log (2 + 2 i ) = ln 2\/2 4- i ( Jt /4) + 2 rwci , 


这里 n 是任意整数. 

如果我们回到图 2-19 所示的指数映射,会得到无穷多个值的理由就清楚了：每 
当; 2 垂直上行（或下行 )2 jri , 就正向（或反向）绕过完全的一周而回到其原值.图 
2-36 则以 log (2+2 i ) 为例重新图示了这一点：如果我们任意地取 w = ln 2 V ^+ i ( Ji / 4 ) 
作为 log (2 + 2 i ) 的初值，则当 z 沿一个按逆时针方向绕过原点 t ； 周的环路运动时， 
log ( z ) 将沿一路径从 w 运动到 w + 请自行验证是否已能（粗略地）理解图上 

画出的象的路径. 

很清楚， log ⑷在 z = 0 处有一支点.然而这个支点与 z (1/n) 的支点很不相同， 
因为不论我们绕原点（例如按逆时针方向）转多少次， log ( z ) 永远不会回到原来的 
值,而永远向上运动.现在可能懂得了我们前面引入的 名词： “对数支点”. 

的支点和 log ⑷的支点还有一点不同，当 z 趋向原点（例如沿一射线) 
时， \ z ^\ 趋向零,但 |log ⑷ I 趋向无穷,在这个意义下原点既是奇点又是支点.当 
然从另一方面说代数支点也可能是 奇点； 考虑 (1/v^) 即知. 
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图 2-36 


要定义 log ⑷的各个单值支，我们从 0 向无穷远作一个分支割口. 这个割口最 
常用的选取法是选为负实轴.这个有割口的平面使我们可以把 ar g ( y 限制为其主 
值 Arg(z) ; 其定义为 -jr <Avg(z) ^ k. 这给出了对数 的主支或主值 ，记为 Log ⑷， 
而定义为 

Log( 2 ：) = In | 之 | + iAvg(z). 

例如， Log (- >/3-i) = ln2-z(5jc/6) ,Log(i) = i(jt/2),Log(-l) = in. 注意，如果 z = x 
在正实轴上，就有 Log(x) = ln(a;). 

图 2 _37 表明了映射 z w = Log(z) 怎样把射线变为水平直线，而把以原点 
为中心的圆周变为垂直线段,此线段把高在士 jr 处的水平直线连接 起来； 整个 z 平 
面则变为 w 平面上由这两条直线所围成的水平 带形. 请仔细研究图2-37,直到感 
到完全熟悉,完全放心为止.你会看到，如果想迫使对数成为单值函数，将要付出代 
价：它在割口处丧失了连续性•当 z 逆时针地穿越割口时， w 的高度会突然从 jt 跳 

到- jr . 如果我们不希望 w 如此跳跃，而是连续地运动，就必须转到对数的另一支 
Log(z) + 2m. 



图 2-37 


限制只考虑对数函数的主支还产生另一个 问题： 这时我们熟知的对数法则会失 
败.例如 Log ( a 6) 并并不一'定等于 Log ⑷ + Log (6); 请用 a = — l,b = i 去试一*试.然 
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而，如果我们让对数的所有的值都登场，则下式一定为真[练习 h 


log ( ab ) = log ⑷ + log ⑻， log ( a /6) = log ⑷一 log (6) 


这时，这些式子的意 义是： 左方的每个值都包含在右方可能取的值之中，反过来右 
方所取的每个值也都包含在左方可能取的值之中. 

2.7.2 对数幂级数 


如果想求复对数的幂级数，立即就会出现两个问题.首先，因为幂级数是单值 
的，我们能够期望的最多也只能是把 bg (4 的一个单值支表示 出来； 我们不妨就考 
虑其主支 Log ( z ). 其次,原点既是 Log ( z ) 的奇点又是它的支点，所以我们得不到以 
原点为中心的幂级数（即 W 的级 数)； 因此我们试着找一个以 z = 1为中心的幂级 
数（即 （z - 1) 之幂的级数).[当然，任意其他的非零点都同样可用 .] 记 Z = & - 1)， 
我们的问题于是成为把 Log(l + Z ) 展为 Z 的幂的级数. 

我们以下简记 L ( z ) = Log ( l + z ) [甚至简记为卩，因为 L ⑷的支点在 z = - l,m 
们所能得到的最大收敛圆盘就是单位圆盘.为求此级数，我们要用到= (1 +幻 
这个事实.回想一下，由 （2.21) 式知，取 n 为一充分大的正整数，则可用 [l + ( L / n)] w 
去逼近#到任意的精确度.这样 

( Z/ 、 n L 

1 H - ) « e L = (1 + z) ^ 1 H -« (1 + z)^. 

n) n 

(1 + 在单位圆盘内有 n 个单值支，但因 L (0) = 0,我们只需要 （1 + 在 

z = 0 处等于1的那一支（即主支).对此主支应用二项级数，有 


因此 


1 + + 
n n 




L { z )^ z -\ 



最后，因为此式当 n 趋于无穷大时变成精确的等式，所以有下面的 对数幂 级数: 


之2 之3 之4 ^5 之6 

Log(l + 2：) = z- — + — + — -— H -, (2.29) 

习题31和习题32中有此级数的其他求法. 

可以用比值判别法自己验证此级数确实在单位圆盘内收敛.事实上可以证明 
[见习题 11] 在单位圆周上，显然除 z = - 1处以外，此级数处处收敛.它会给出一 
些很有趣的特例.例如， 今 z = i 、 再令双方实部和虚部分别相等，就有 
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In \/2 = 

JT 

4 = 


11111 
——— — I— — — — -4 —— 

2 4 6 8 10 

,1111 
1 — — -|- 一 一 一 + —— 
3 5 7 9 


1 

- h 

12 

1 

—+ • • 
11 


请试着验算一下第一个级数，这里需要注意到若1，则 lnv ^= iln(l + ^). 
关于对数级数有趣的应用，可见习题36〜 38. 

2.7.3 一般幂级数 


如果 z 是实数，则例如: r 3 可以写为 e 31 nx , 我们已经习惯了.现在看一下可否 
也对复指数与复对数这样作.就是说,我们要研究一下是否有可能写出 


z k = e fclog ( z ). 

令 z = re ' 这里0取 Z 之辐角的主值 Arg ( z ), 于是有 

e 3Log(z) _ e 3(lnr+i0) _ e 31nr* e i30 = ^^0 _ ^3 


(2.30) 


但是 log ⑷的一般的支只不过是 Log ⑷+ 2 nm , 其中 n 是一个整数,所以， 

0 3 log(z) _ e 6nKi e 3Log(z) __ e 6rwti^3 _ ^3 

而不管取的是对数的哪 一支. 由同样的证法，显然 （2.30) 式对所有的整数 fc 都成 
立. 

下面再看^的3个支.回忆一下，这个函数的主支[^]是^( 0 / 3 ), 9 仍表 
示辐角的主值,所以很容易验证 e i L °gW = [zi], 而对数的一般支则会给出 

e i lo ^ z ) = e i 2 ^[ zi ]. 

这样我们又一次证实了 (2.30) 成立，不过它的含义应理解为，尽管 log ⑷有无 
穷多支，它却恰好只给出立方根的3 个支： [ j ]， e i (2 jl / 3) [ d ]， e i (4 jc / 3) [ d ]. 用同样的 
推理，若 ( p / q ) 是一个既约分数，则 e ? 1 % ⑷恰好给出 z ? 的 g 个支. 

最后要注意，即当 A : = ( a ^ ib ) 为一复数时， （2.30) 式的右方仍是有意义的.前 
面取得的成功使我们壮了胆 ：就用 (2.30) 作为复 数幂# 的定义.如果在 （2.30) 中 
使用 log ( z ) 的主支 Log ⑷，我们就会得到叫的主支如下[练 习]: 

[ 之 ( a + 沾)]三 e( a + 必 ) Log ( z ) = r a e ~60 e i(a0+6Inr) 

如果 z 沿一条环路绕原点 n 周，则 \og(z) 会沿一条路径从 Log (^) 变到 Log (^) + 
2? mM ( a + 叫则沿一路径从 [ z ( a + ib ^} 变成 

z (a-[-ib) __ ^i2nna^—2nnb r(a-\-ib)i 
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如果6 # 0,则因子的出现使我们看得很 清楚： 不管 z 绕原点转 
多少周，也永远回不到其原来的值.所以这时 z = 0是一个对数支点.甚至当6 = 0 
时（只要 a 是一个无 理数） 也仍然是这样.只有当 a 是有理数时，#才会在有限周 
旋转后回到原值.而只有当 a 是整数时，#才成为单值的. 

作为本节的结束，我们对#这个记号的使用要作一个重要说明，这个记 
号我们总是用来表示 单值的 指数映射的.但如果把 (2.30) 式中的变量 z 与常数 fc 
对调一下，即使用 （2.30) 来考虑我们就不得不把 /( z ) = P 定义为“多值函 
数” /( 4 = #1。_)[其实这里的“多值函数”与前面讲的多值函数不同.所以我们加 
了引号“”，见习题 29 f 但是如果现在令 k = e = 2.718 28 •…， 我们突然就会发现惹 
下了大 麻烦： 指数映射‘ V ”只不过是新定义的“多值函数 ”(2.718 28…广 的一支 
[其他支是什么？] . 为了避免这样的混乱，有些作者宁可把“单值的”指数映射¥写 
成 exp ( z ). 然而我们还是想保留原有的记号,一方面它很方便，另一方面它在历史 
上又根深蒂固，而作如下的 理解： 须理解为单值的指数 映射， 而不得理解为“多值 
函数 ”（2.718 28…）' 


2.8 在圆周上求平均值# 


2.8.1 质心 

整个这一节都是选读材料，因为这里引出的主要结果（“高斯平均值定理”）以 
后还会再次导出，而且还不止一次.然而,试图用最初等的方法来理解这个结果，既 
是有趣的又是富有教益的. 

考虑 n 个质点所成的质点组，它们分别位于 C 中之仏办…，〜处.若;^处 
的质点质量为77^,这个质点组 的质心 (质量中心) Z 定义为 

ry — m jZj 

乙 — v-^n • 

z2j=i m 3 

如果设想没有质量分布于平面上， z 就是把平面顶在站立在此点的一根针上仍能维 
持平衡的位置. 

在本 节中我们将设各质点之质量相同， 这时质心就成为各质点之平均位置，也 
就称为形心： 

1 n 

Z=~y Zj. 

n U 

这个情况画在图 2-38 a 上.从这个定义可以得到的一个直接推论是 = 

①这里的译文作了一些变动，原书提出的问题是，# 一方面应该定义为“单值”的指数映射，按 (2.30) 
式又应看作是“多值的”，这个矛盾如何解决？——译者注 
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0. 换言之， 由 Z 到各质点的复数互相抵消 •图 2-38 b 画出了这个和的消失.反过来, 
若某点 Z 具有这一性质，即把它连接到各质点的复数抵消，则 Z 必为质心. 



另一个直接的推论是，如果把质点组的各质点都平移一个6,则质心也随之一 
起平移，即，新质心将是 Z + 6. 如果把质点组绕原点旋转，则质心也是一样——也 
一起旋转.总之， 

若 Z 为 {々} 的质心 ，则 {azj + 6} 的质心是 aZ + 6. (2.31) 

给定第二组 n 个质点 {2}} (质心为芝)，可以把这两个质点组成对相加，得出 
一个新质点组{巧+力}，容易看到，新质点组之质心是 Z + Z . 特别地，质点组 
{^ = 的质心 Z 是实轴上的点{々}之质心 X 和虚轴上的点 { i % } 的质 

心化之和 X + iK 

下一个结果在本节之末起一个不大的作用，但以后我们会看到，它还有其他有 
趣的推论.质点组{々}的凸包丑之定 义是： 平面上使所有质点或在丑上或在其 
内的最小的凸多边形_比较直观地看,先在平面上每个勺处都钉上一个小柱子，再 
用一根橡皮圈把所有的小柱子都套住.当把橡皮圈放松，它就会自动地收缩成所求 
的丑(图 2-39 a ). 这一个结果就是 

质心 Z 必位于凸包的 F 内域. (2.32) 

这是因为，若 p 是凸包 i / 外的一点，我们会看到由 p 到各质点的复数不会全 
部抵消.现在比较形式地来说明这件事，我们先要看到，下面这件事，从视觉上看是 
显 然的： 经过丑外的任意点 p 必可作一直线 L ， 使得丑及其用阴影画出的内域全 
落在 L 的一侧.由于表示质点的那些复数全落在 L 一侧就能得知这些复数不可能 
互相全部抵消，因为若用复数 7 V 表示 L 的指向丑的法线方向，则这些复数在 iV 
上都有正的分量，因而不可能互相全部抵消.用同样的推理可知， Z 也不能落在好 
上（除非这些质点共线，这时丑缩成一线段). 

如图 2-39 b 所示， （2.32) 的一个直接推论是 


若所有质点全在某一圆内，则其质心也在圆内. (2.33) 

我们在本节中想要导出的主要结果基于以下事实.定义一个正 n 边形的“中 
心”为其外接圆的圆心，则 
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正 n 多边形的中心就是其顶点的质心. 2.34 

由 （2.31), 我们可以取 n 边形的中心为原点，这时上面的结论 就是： 顶点之和必消 
失.如图 

2-40 a 所示，当 n 为偶数时，结果是显然的，因为这时其顶点成对地互相反号. 



若 n 为奇数如图 2-40b, (其中显示了 n = 5 的情况)，解释就不那么明显了.然 
而,如果我们系统地画出而且让勺依逆时针方向排列，就会得到图 2-40c, 而 
答案一下子就一目了 然了： 正 5 边形的顶点之和构成另一个正 5 边形. 此图说明了为 
什么会发生这样的事.因为图 2-40b 中相继顶点之夹角是 （2 tc /5)， 而图 2-40c 中之 
和的相继各项夹角也是 (2 ji /5). 很明显，这个推理可以推广到一般的 n (不论为奇 
或为偶)，由此可得 （2.34). 习题 40 是另一种作法. 

2.8.2 在正多边形上求平均值 

若复映射 2 ^ w = /⑷ 将 n 个点的集合 {々} 映为集合{% = /(々•)}, 则象点 
的质心 W 可以描述为/⑷在 n 点之集合 {巧} 上的平均值. 我们把这个平均值写作 

_ n ， 即 几 

〈/⑷〉，泛/(々•)• 

71 0=1 

注意，若 /( Z ) = C 是一常数，则它在点的任意集合上的平均值都是 c . 

以下，我们将限于{勺}为一个正 n 边形顶点的 情况； 相应于此，〈/ ㈨ 、也 
将理解为/(4在这样的正 n 边形顶点上的平均值.注意，如果我们写出 /( z ) = 
u ( z ) + iv ( z ), 150 


(/W>n = 〈 uW 〉 n+ 々 ( ： ) 〉 n. 


(2.35) 
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一开始我们只考虑以原点为中心的多边形. 

然后，区别 m 为正整数与 m = 0两个情况 ® 来考虑 /( z ) = 在一个正 n 边 

形上的平均值.先看正6边形•图 2 _ 4 1的中部是一个有阴影的正六边形，四周则是 
其顶点在映射 ， z 6 下 的象. 仔细研究这个图形，看一看你是否能懂得发生 
了什么情况.如果我们取更大的 m 值,则同样的模式将轮换地 再现： ，就像 
就像 z 2 , 等等. 



对于我们，这个图形的本质的特 性是： (先看 m 为正整数的情况，）除非 m 是6 
的倍数，正 6 边形在下的象总是另一个正多 边形. [注意，我们认为两个相等而 
反号的点成一正2边形，但不认为单个的点也算正多边形 .] 更准确些而且一般地 
说， 


除非 m > Q 为 n 的倍数，一个以原点为中心的正 n 边形在 
下的象是一个以原点为中心的正 TV 边形，其中 N = ( n 除以 m ^2 36 ) 
和 n 的最大公约 数). 若 m 是 n 的倍数，则象是一个单个点. 

请验证这个结果与图 2 _ 4 1 —致.试一试能否自己证明这个结果，如果做不下 
去,请参看习题 41. 再看 m = 0的情况.这时象一定是单个点 1. 

把这个结果与 (2.34) 综合起来，就会得到以下的关键事 实：若 n 〉 m ， 而且 m > 
0,则 〈，〉 n = 0,而在 m = 0时则有 〈，〉 n = 1 . 这一点很容易推广，若 

Pm{z) = C 0 -h CiZ + C 2 Z 2 + C 3 Z 3 + • • • + C m Z m 

是一个一般的 m 次多项式，则它在一个正 n 边形的顶点上的平均均值是 

( p m{z)) n = (c 0 ) n + C! (z) n + C 2 (z 2 ) n + C 3 (z 3 ) n + …+ c m . 

如果顶点个数 n 大于多项式的次数 m ， 我们由此即得 

(■^ > m(^)) n = ( c o) n = c 0 — ^ rn ( O ). 

①原书没有分别 m > 0与 m = 0,所以有时结论不对，在这个小节中，凡将 m = 0分开讨论的地方 
都是译者作的改动. 一- 译者注 
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换言之， 象点的质心就是质心的象. 用平均值的语言来说,这个结果 就是： 

若 n 〉 m 〉0,则一个 m 次多项式在以原点为中心的正 n 边形 
顶点上的平均值就等于它在此正 n 边形的中心处的值 P m (0). (2.37) 

m = 0 时, P 0 ( z ) 是一个常值映射 z ^ P 0 (0), 所以 （ 2.37) 仍成立，但其解释不同.最 
后，我们把此结果从以原点为中心的正 n 边形推广到以任意点而非原点为中心的 
正 n 边形上.当然，当我们把 z^(m > 0) 作用于这种正多边形的顶点上时，其象并 
不成为一个正多边形.图 2-42 上画出了 z 4 把中心在 fc 处的正六边形丑的顶点所 
映成的象，还有这些顶点处于其上的圆周的象.然而，这个图也再一次地表示出一 
个令人吃惊的美丽的 事实： 象点的质心仍是 // 的质心之象 .图 2-43a 上画出了联 
k 4 到各象点的复数之和确实为0,从而从经验上证实了这件事 . m = 0时, z " 1 把任 
意多边形的顶点都映为 1. 这时，连接1到多边形顶点的象的复数 （SP 1)，当然为 
0,而其和也是 0. 




稍微扩展一下前面所用的符号，我们可以把 z m { m 〉 0) 在丑的顶点上的平均 
值记为〈严〉则我们想证明的正是 ( z 4 ) h = k \ 想要证明严作用于以 fc 为中心 
的正 n 边形 F 的顶点 f 个一般情况，一点也不更难.首先要注意，丑可以由把中 
心在原点的正 n 边形互平移 fc 而得.例子可见于图 2-43 b . 因为互的顶点巧被 
平移到丑的顶点~ + A : 上，所以 

〈之 "％ =〈(么 + fc) m 〉 5 . 

但是 ( T ) zikm ~ j 正是一个把 0 映到的 m 次多项式.用 （2.37) 
即知，若 n 〉 m ， 贝 !j { z rn ) H = 即所欲证 • 

m = 0时，< > H =<1 > h = 1 = k ° 当然仍是对的，但解释 不同. 
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推广导致 (2.37) 的推理，即知 (2.37) 是以下结果的 特例： 

若 n 〉 m , 则一个 m 次多项式 P m { z ) 在一个以 fc 为中心的正 n 
边形顶点上的平均值，就是它在此 n 边形中心处的值. (2.38) 

2.8.3 在圆周上求平均值 

最晚不晚于阿基米德的时代，数学家就已经发现，把圆看作一个正 n 边形当 n 
趋向无穷大时的极限,将是富有成果的.现在我们就来用这个思想来研究复函数在 
一个圆周上的平均值. 

在一已给的圆周 C 中作一内接正 n 边形，并令 n 趋于无穷大求极限， (2.38) 

表明 


一个任意次多项式在圆周 C 上的平均值都等于它在 C 的中心处的值. 

(2.39) 

由 (2.35), 任意的复函数 /( z ) = i /( z ) 在圆周 C 上的平均值〈/⑷〉 e 都 

可以写成 ( f [ z)) c = ( u { z)) c + i ( v { z)) c . 使用一个在通常微积分中就已熟知的概 
念，这两个实函数 W 和 I ；的平均值都可以用积分来表示. 若 C 以 k 为中心、 i ? 为 
半径，则当角0从0变到 2 jt H,z = k - he id 描出了圆周 C . 这样， 

>2 k 




c ~27t 

可以更紧凑地把它们写作 


u ( k - hRe ie ) dO , { v ( z)) c = 

0 2jt 


r2n 


{k-^-Re ie )de. 


(f(z)) c 


2n 


2 jc 


f{k + Re ie ) d 6 , 


其中的复积分应理解为以上的实积分来计算. 

再一次用 Pm ( z ) 来记一个一般的 m 次多项式，则 (2.39) 可以写成一个积分公 
式 


2 jt 


2 jc 


P m (fc + Re ie ) d 9 = ( Pm ( z)) c = P m ( k ). 


(2.40) 


例如，若 C 以原点为中心， P m ( z ) 

^ r2jt 


则当 m 〉 0 时，有 


〈，〉 


c 


2 jt 


R m e im9 de 


R 1 


2 jt 


2 k 


[cos m 6 -f i sin m 6 ] d 6 = 0 . 


这与 (2.40) 一致； 当 m = 0 时，则有 

= h 

这一点恰好说明有必要区分 m 为正整数与 


r»2jl 


d 6 = \ . 

n = 0 两种情况. 
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(2.40) 对任意高次多项式都成立这个事实立即表明，对于幂 级数它 也可能成立. 
我们将证明确实如此. 

和上面常用的作法一样，我们只对以原点为中心的幂级数给出证明，对任意 
中心情况的推广是直截了当的.令 P { z ) = ZT = o c J zi 为一幂级数，则 Pm ( z ) = 
ZT = o c J zj 为其逼近多项式.如果圆周 C 位于 P ( z ) 的收敛圆盘内，则 (2.12) 蕴含 
了以下 结果： 不论取实数 e 多么小，都可以找到一个充分大的 m ， 使得在圆周 C 上 
及在其内域中， Pm ( z ) 均以精确度 e 逼近 P ( z ). 如果我们用£：(4记由近似值 P m ( z ) 
到精确解 P ( z ) 的复数,则对 C 上和 C 内的一切 z 点均有 

P [ z ) = Pm { z ) + £( z ), 而 \£{ z )\ < £. 

特别地，在 C 的中心 fc 处上式成立. 

至此我们就可以用平均值的积分表示来研究 ( P ( z)) c T , 但是先考虑 P ⑷在 
内接于 C 的正 n 边形上的平均值更有启发.一旦做到了这一点，再令 n 趋向无穷 
大即可得出 ( P ( z)) c . 

先注意，把 n 边形的顶点都映到一个以原点为中心、 e 为半径的圆盘内， 
由 (2.33), 或者直接由 1.2.3 节中的广义三角形不等式，这些象点的质心〈£：⑷〉 n 也 
位于此圆盘内.令 n 大于 m , 例如说 n = ( m + 1), (2.38) 给出 

(P(z)) m+1 = (Pm{z)) rn+1 + = P m (k) + 〈你 ) 〉 m+1 

=m + _〉 m+1 — £{k )]. 

方括号中的项就是连接 f ⑻到的复数，而因为这两点都位于以 e 为半 
径的圆盘内，连接它们的复数必定比 k 更短.最后，因为方括号中的项也可解释为 
连接 P ⑻到 ( P ( z )) m ^ 的复数,所以有以下 结果： 

令 m 取得充分大，使在以 A : 为中心的圆周 C 上及其内域中 
Pm ( z ) 逼近 P ⑷ 的精确度为 e . 若在 C 内作一内接正 （m + 1) (2.41) 

边形，则 P { z ) 在其顶点上的平均值 ( P (^)) m +1 以精确度 2 e 逼 
近 P ⑻. 

我们就这样把关于逼近式 P m ( z ) 的精确结果转变成了关于精确的映射 P ( z ) 的近 
似结果. 

举一个例子，令 C 为单位圆周而 P ( z )= e z . 如果我们想在单位圆盘上处处都 
达到精确度 e = 0.004, 取 m = 5即已足够，即具有如此精确度的次数最低的多项 
式应是 

— P 5 (z ) = …+ .2 + .3 + ‘4 + .5 

图 2-44 上画出了 C 在映射 Z — ¥下的象，还特别画出了一个内接于 C 的正六边 
形顶点的象.根据这一结果，这些象点的质心与 e ° = 1的差别不大于 0.008 -按 
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此图的大小而言，这样大的差别是看不出来的•图 2-45 上画出了连接1至六边形 
顶点的复数之和，更是令人信服地给出了这样的预测.在画图的精确度以内，这个 
和确实为0! 



图 2-44 图 2-45 


当^趋于零而 m 趋于无穷大时取极限，由 (2.41) 就得到以下形式的高 斯平均 
值定理， 

若复函数 f ( z ) 可以表示为一幂级数，且一个以 fc 为中心、以 
为半径的圆周 C 位于此幂级数的收敛圆盘内，则 

1 

( f( z ))c = f(k + Re l 0 ) d 6 = f ( k ). 

ZJt Jo 

这个公式除了它的理论上的重要性之外，有时也可用来计算很难算的实积分. 
举一个例，图 2-44 的准确形式可以给出 ( e z ) c = e ° = 1,而由此可得[练习] 

r2n 

e cos0 cos [ sin 6 ] d 9 = 2 jt . 

Jo 

习题 43 是这个思想的另一个例子. 

2.9 习 题 

1. 画出圆周 \z-l\ = l. 用几何方法求出此圆周在映射 z HZ 2 下的象的极坐标 
方程. 画出象曲线，它称为心脏线. 

2- 考虑复映射 z^w = (z- a)/(z-b). 用几何方法证明，若将此映射施于连接 
a ， b 两点的线段之垂直平分线，则象是单位圆周.较详细地描述当 z 以匀速沿 
此直线运动时 w 的运动. 

3. 考虑一族映射 

z ^ M a ( z ) = ^- ) (a 为常数 )• 

[以后会看到这些映射对非欧几何是基本的 .] 用代数方法做以下 各题； 我 
们将在下一章给出几何解释. 

⑴证明 M a [M a (z)]=z. 换言之， M a 是自逆的. 

( ii ) 证明 M a (z) 映单位圆周为其自身. 
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( iii ) 证明若 a 位于单位圆盘内，则 M a ( z ) 映单位圆盘为其自身. 

提示：用 | g | 2 =的来验证 

\ az - l \ 2 - \ z - a \ 2 = (1 — | a| 2 )(l - \ z \ 2 ). 

4 . 由图 2 _7可见，若 g 2 彡 p 3 , 则: r 3 = 3 px + 之解全为实的.在 g 2 〉 p 3 情况下 
作出相应的图像，由此导出有一解为实，而另两个解构成一个复共轭对. 

5. 证明映射 zh — z 2 使由原点发出的两条射线之交角加倍.用此导出双纽线[图 
2-9] 之两支必以直角自交. 

6. 下题是关于图 2-9 中的卡西尼曲线的. 

⑴再画一个卡西尼曲线的图形，画出与每条卡西尼曲线均交成直角的曲线， 
这些曲线称为原曲线族的正交轨道. 

( ii ) 给出一个论证表明每一正交轨道必通过士 1处的焦点之一. 

( iii ) 若把卡西尼曲线都想作 （ z 2 - 1) 的模曲面（图 2-10) 之地理等高线，怎样 
以此曲面来解释正交轨道？ 

( iv ) 我们将在第4章证明，若两曲线在 p 兴0处相交成角0,则它们在映射 
z^w = z 2 下的象也在 w = p 2 处以同样的角少相交.由此导出，当 z 
沿一正交轨道由一个焦点向外运动时 ， w = z 2 将由 w = 1出发沿一射线 
离开. 

( v ) 用计算机画以下的图形在映射 wh ㊇ 下 的象： 此图形是 （ A ) 以 w = 1 
为中心的圆周，以及 （ B ) 这些圆的半径，并由此验证前一部分的结果. 

( vi ) 记扣 = u + kj = x + 彷， 求出从, 1 ；作为 X ，?/的函数，写出？ i ； 平面上过 
w = l 的直线方程并证明卡西尼曲线的正交轨道 为双曲 线段. 

7. 画出 C ( z ) = (z + l )( z - l )(^ + l + i ) 的模曲面的草图.由此画出卡西尼曲线 
\ C ( z )\ = const 的草图，然后用计算机验证你的答案.为了回答以下各题，请记 
住，若 i ? ⑷是平面上的一个实的位置函数，则若对紧邻 p 处的所有 z 点（但 
P _幻均有 R ( p )< i ? ⑷，贝 lj R ( p ) 为局部极小.局部极 大定义类似. 

⑴参照前一习题，刚才画出的卡西尼曲线的正交轨道的意义是什么？ 

( ii ) \ C ( z )\ 有无局部极大？ 

( iii ) \ C ( z )\ 有无非零的局部极小？ 

( iv ) 若 D 是一圆盘（甚至是比较任意的形状)， | C ( z )| 在 D 上的最大值可否发 
生在 D 的内点或者只能发生在 D 的边界点上？ | C ( z )| 在 D 上的最小值 
又如何？ 

( v ) 若用任意多项式代替 C ( z ), 对这些问题是否有同样的答案？对于仅仅知 
道可以表示为一幂级数的函数又如何？ 

8. 2.3.2 节的 （2.10) 式告诉我们，焦点在1处的双纽线的极坐标方程是 r 2 = 
2 cos 20. 事实上，詹姆士.伯努利和他的继承者研究的是方程为 r 2 = cos 20 
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的稍有不同的双纽线.我们称它为标 准的双 纽线. 

⑴标准的双纽线的焦点在哪里？ 

( ii ) 由标准的双纽线的焦点到其上一点的距离之乘积是多少？ 

( iii ) 证明标准的双纽线的笛卡儿方程是 

( x 2 + y 2 ) 2 = x 2 - y 2 . 

9. 下面是用实方法把 H { x ) = l /{ l ^ x 2 ) 展开为中心在 x ^ k 点的幂级数的一次 
尝试[最终没有成功]，这就是试图把 H ( x ) 写成形如 H { x ) = 的级 

数，而 X = ( a : — /;:)• 按泰勒定理 q = H ^{ k )/ j \, H ^{ k ) 是丑的 j 阶导数在 
k 点之值. 

⑴证明 c 0 = 1/(1 + k 2 ), Cl = -2 k/(l + fc 2 ) 2 , 求 c 2 _ 请注意求相继各阶导数 
怎样变得越来越困难. 

( ii ) 回忆（或证明）两个函数 A (： r ) 和 B ( x ) 乘积 AS 的 n 阶导数可由 莱布尼 
茨公式 给出： 

n 

(圳 ㈨ = 5^) w ) s ( w ). 

j=o 

将此结果应用于乘积 ( l + x 2 ) H ( x ), 导出 

(1 + k 2 ) ff ( n )( k ) + 2 nkH ^- l \ k )+ n { n - l ) i /( n — 2 )( fc ) = 0. 

因为这个递推关系式的系数中含 n , 所以不能用第1章习题30的方法去 
求解. 

( iii ) 由上一部分导出 q 之间有递推关系式 

(1 + k 2 ) c n + 2 kc n -\ -f c n _2 = 0 
成立,此式 确有常 系数. 

( iv ) 解出此递推关系式并再次得到 2.3.6 节的结果 (2.17). 

10. 考虑 2.3.6 节的 (2.18) 式 

⑴证明当此级数的中心 A ; 为原点时,又可得出正确的级数（其中没有的奇 
次幂） 

( ii ) 求 A ; 之值使此级数中没有这样的幂 X '其中 n = 2 , 5 , 8 , n , 14 ,….用 
计算机检验你的结果. 

11. 证明以下每个级数均以单位圆周为收敛圆周,然后研究它们在单位圆周上是否 
收敛.用 2.4.1 节的图 2-18 的方法“画出级数”就可以猜出正确的 答案： 

⑴ ⑼ ( iii ) E^ = i 

[利用 (2.29), 注意第二个级数是 - Log(l - z )] 
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12. 考虑在单位圆盘内收敛于 1/(1 - 匀的几何级数 P ( z ) = ET = o zj - 这时逼近多 
项式是 P m C 3) = Er = oW . 

( i ) 证明误差五爪⑷三 | P ⑷ - P m ⑷ I 由下式 给出： 


( ii ) 若 z 是收敛圆盘内一个定点，当 m 趋向无穷大时误差如何？ 

( iii ) 若固定 m ， 当 z 趋近边界点 z = l 时误差如何？ 

( iv ) 假设我们想在圆盘问 < 0. 9 中逼近此级数.又设可容许的最大误差是 
e = 0.01. 求在该圆盘内按此精确度逼近 P(z) 的多项式 P m (z) 的最低次 
数. 

13. 我们已经看到，若 P n (z) = 则复函数/⑷的以下无穷级数5：=。 Cn P n ⑷(即 

幂级数）的表示法是唯一的.然而，若 P n (z) 是任意的已给的多项式的集合，这 
个结果不真.下例取自 Boas [1987, 33页](并作了修改)，定义 

作⑷= -1 ? Pn ( z ) =(几 _ 1 )! - w (n = 1,2,3,…)， 


证明 


— 2Po — Pi + 户 3 + 2 P 4 + 3 P 5 + • • • = = Pi + 2 P 2 + 3 P 3 + 4^4 + • • • 

14. 考虑两个幂级数 P ( z ) = Ego 巧 W 和 Q ( z ) = ，它们分别有逼近 

多项式 p n (z) = E ; o 巧々和 Qm(z) = Er=o 如果 P ⑷和 Q ⑷的收 
敛半径分别是拓和 i ? 2 , 则这两个级数均在圆盘 M < r 中一致收敛，其中 
r < 如果 e 是我们在此圆盘中可以容忍的最大误差，则可以找到 

充分大的 n , 使得 

Pn { z ) = P(z) + £l(z), Qn(z) = Q(z) + £ 2 ( z ), 

而（复）误差之长均 小于& 因此证明，只要取充分大的 n , 就能以任意高的精 
确度以 [ Pn ( z ) + Qn ( Z )] 和 Pn ( z ) Q n ( z ) 分别逼近 [ P { z ) + Q ⑷]和 P ( z ) Q ( z ). 

15. 给出一对以原点为中心的幂级数 P ⑷和 Q ( z ) 之例，使得积 P ( z ) Q ( z ) 的收敛 
圆盘大于 P ㈤ 和 Q ( z ) 的两个收敛圆盘.[提 示： 不妨用有理函数来考虑，例如 
取 [z 2 /(5-z) 3 ], 因为已知它们可以用幂级数来表示」 

16. 我们的目的是对所有负整数 n 的二项式定理 (2.14) 给出一个组合的解释.简 
单而又关键的步骤是把 n 改写为 n = - m , 并把 z 换成 - z . 请验证一下，我们 
想要得到的结果 (2.14) 现在形为 （1 - z)~ m = :4^，而〜则是以下的二 
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项系数 

( m + r — 1 \ 

r j' ( 2 - 42 ) 

[注意这里说的 系数. 其实只要沿对角钱方向而非沿水平方向去读帕斯卡 
三角形，即可得到这些 Cr .] 为了理解此事，考虑 m = 3的特例，用 — 的 
几何级数，可把 （1 - z )- 3 写成 


[1 + z + 之 2 + 之 3 + … • [1 + 么 + z 2 + 之 3 + … .]• [1 + z + 之 2 + 么 3 + …]， 

其中 • 表示乘法.假设我们想求2 9 的系数 c 9 . 从上式中取出 Z 9 的方法之 
一是由第一个括号取 Z 3 , 从第二个括号中取 Z 4 , 从第三个括号取 Z 2 . 

⑴把这一种取出/的方式记为 其中共有 9 个 Z 和两个•， 

它们是用来表示从哪一个括号中取出 2： 的哪一次幂，[这个漂亮的想法得 
自我的朋友 Paul Zeitz .] 解释为什么 c 9 正是这一串11个符号的可以区 
分的排列数.注意一定要弄明白如果 • 在一串符号之首，之末以及一个 • 
与另一个 • 相邻是什么意义. 

⑼由此导出 c 9 = 以)，这与 (2.42) 一致. 

( iii ) 推广这个论证法从而得出 (2.42) 

17. 以下是上题的归纳处理方法 

⑴写出帕斯卡三角形的前几行，并且圈出和 Q . 验证其和为 
解释此事. 

( ii ) 推广你的论证，并证明 



( iii ) 设 （1 - z)~ M = ( M+ ； _1 )^ 已对某个正整数 M 成立.用 （1 — -1 

的几何级数乘上式来求出 (1 - z )~( M+1 ). 由此导出二项级数对所有负整 
数幂都成立. 

18 - 下面的论证的基本思想来自欧拉.先令 r 为任意实数（可以是无理数)，并定义 


B(z,n) = Y^ 

r=0 



其中 


fn \ — n{n - l)(n — 2 ) … （n — r + 1) 

W = H 


而 （9 三 1. 由初等代数知道，若 n 为正整数，则 B ( z , n ) = (1 + z ) n . 为了对有 
理幂证明二项定理 (2.14), 必须要证明，若为整数，则 B ^是 （1 + ¥ 
的主支. 、” 

⑴对 固定的 n ， 用比值判别法证明 B ( z , n ) 在单位圆盘 ㈤ < 1内收敛. 




( ii ) 将两个幂级数相乘，导出 
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B ( z , n ) B ( z , m ) = C r ( n ， m ) z n , 其中 C r ( n ， m ) = y ^( . j ( _ . j . 

r=o J \ r ~ 3 / 

( iii ) 若 m ， n 均为正整数，证明 

B ( z , n ) B ( z , m ) = B ( z , n -\- m ) (2.43) 

由此得知 a ( n , m ) = ( n t m ) .但 C r ( n ， m ) 和 ( n + m ) 对于 n 和 m 恰 

为多项式，因此，它们二者对无穷多个[正整数值] m 和 n 相等，意味着它 
们必对 m，n 的所有实值相等， 所以关键性的 （2.43) 式对所有实值 m 与 n 
均成立. 

( iv ) 在 (2.43) 中令 n = - m , 并对 n 是负整数值的情况导出二项定理. 

( v ) 用 (2.43) 式证明，若 g 为一整数，则= (1 + 4,由此导出 

是 （1 + 0* 的主支. 

( vi ) 最后证明，若均为整数，则确为 (1 + z )? 的主支. 

19. 证明比值判别法不能用于求 2.3.6 节中的幂级数 （2.18) 的收敛半径.用根式判 
别法验证这时 i ? = x / TTF . 

20. 证明：若 m ， n 为整数则 Jq 71 cos m 6 cos n 9 d 6 = 0, 除非 m = n , 那时此积分值为 
Jt . 类似地得出关于 Jq 71 sin m 9 sin n 9 d 9 的熟知的结果.利用这些事实，至少形式 
地验证 （2.19) 式. 

21 . 在# 的幂级数中令2 然后令双方实部和虚部分别相等，然后来作以下 
各题. 

(1) 证明 [ cos ( sin 0)] e cos0 的傅里叶级数是 E"=o 并写出 [ sin ( sin 0)] e cos0 

的傅里叶级数. 

( ii ) 由此导出，当 m 为正整数时， Jq 71 e cos 6 [ cos ( sin 0)] cos m 6 d 9 = ( jt / m !). 

( iii ) 令 x = ( r / y /2 ) 并求出 f ( x ) = e x sin x 的幂级数. 

( iv ) 把 e 21 和 sinx 的幂级数相乘并验算一下上述 /( z ) 的幂级数的前几项. 

( v ) 用第1章的 (1.14) 式计算 n 阶导数 / W (0). 把这些导数用于泰勒定理以 
验证 （ iii ) 中的答案. 

22. 重新考虑公式 


e z = lim P n { z ), 其中 P n ( z ) = (l + -). 

n—>oo \ Tl / 

( i ) 验证 P n ( z ) 是以下映射的 组合: 平移 n ， 收缩 （1/ n )， 再继以幂映射 Z H 
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( ii ) 就1. 2 .1节的图1_ 4 ,用前一部分画出以 — n 为中心的圆弧以及由 — n 发 
出的射线在 P n ( z ) 下的象的草图. 

( iii ) 令 S 为 z 平面上以原点为中心（且由中心到边有单位长）的正方形，对相 
当大的 n , 画出前一部分中的恰好位于 S 内的圆弧与射线. 

( iv ) 用前两部分来定性地解释 2.4.2 节的图 2-19. 

23- 如果以前没有这样做过，现在请用图 2-26 为类比，画出垂直的直线 a ； = A ; 在 
z — ^ = cow 下的象的草图.由此导出，这一双曲线的渐近线是 ^gw = ± k . 
用双曲线的方程来验证此事. 

24. 考虑多值函数 f ( z ) = yjZ — ly/z — i . 

⑴支点在哪里？阶数是多少？ 

( ii ) 为什么不可能用图 2 _35 b 那种类型的单个割口来分出一支？ 

( iii ) 在一个典型的点 z ， /(2；)有多少个值？求出/(0)的各个值，并将它们画出 
来. 

( iv ) 在画出的/(0)之值中选定一个，记之为画一个始于原点同时也终于原 
点的环路 L , 使得若开始时选/(0)为-1，而当^沿 L 运动并回到原点 
时,/⑷沿一路径由 -1 变为 p . 对/(0)的其他可取的值也做这件事. 

25 - 描述函数/ ㈤ = l/Vi - 之 4 的支点，最少要用多少个分支割口才能把/⑷分 
成单值支？画一个这种割口的例子的草图•[注2这个例子在历史上是很重要的， 
这是由于 J * f ( x)dx 表示双纽线的弧长[见第4章习题20]，这个积分（称为双纽 
线积分）不能用初等函数来计算——它是一类新的函数（称为椭圆积分）之一 
例.关于其背景和详情,请参看 Stillwell [1989, 第11章 .] 

26 - 对以下每个函数/卜)，求出然后画出其支点和奇点 • 假设这些函数都可以表示 
为以 A ; 为中心的幂级数[事实上确实可以展开]，用 2.6 J 节的 （2.27) 来验证题 
中给出的收敛半径 i ? 之值. 

( i ) 若 /⑷= l /{ e nz -1) , fc = (l + 2 i ), 则丑=1 • 

( ii ) 若/⑷为的一支而& = 以，则丑 = 2 

( iii ) 若 /⑷为 yJz -%1 (z - 1) 的一支而 /c = -1，则 i ? =々• 

27. 直到欧拉把复对数的一大团乱七八糟的事情弄清楚之前,复对数都是巨大的混 
乱的来源.举一个例，请证明 

log [(- 之) 2 ] = log [ z 2 ] => log (- Z ) + log ( —= log ( Z ) + log ( 2 ：) 

21 og (-:) = 2 log ⑷ 
log (- z ) = log ⑷ 

这里的论证错误何在？！ 

28. 如果我们在 z = 1处令/取主值[即令 I 2 = 1]，再令 z 以顺时针方向绕原点一 
周半，问在 Z = - 1处 y 取何值？ 
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29. 在这个习题中你会看到：“多值函数” P 的性质与前面讨论过的多值函数大不 
相同. 对于整数值 n , 定义三 [ Log ( fc ) - f - 2 nni \. 

⑴证明是 P 的各“支”. 

( ii ) 设2沿着始于同时也终于 z = p 的任意环路运动.如果一开始取 P 之值 
为心, 则当^回到 p 时 P 取何值？由此导出 P 没有支点. 

因为不能通过绕环路运动把的一个值变为另一值，应该把它的各“支” 
{••• , e z -^, e ^, e z ^,-..} 看成彼 此完全无关的 单值函数的一个无穷集合. 

30. 证明0的一切值均为实的.还有没有其他的 z 点使^也取实值？ 

31. 在实变量情况下，对数幂级数原来是这样发现的[见下题]:先验证 ln(l + X ) 可 
以写成积分 [1/(1 + x )} dx , 然后把 [1/(1+ x )] 写成 n ; 的幂级数.最后对你的 
级数逐项积分.[本书后面我们能把这个证法推广到复 平面」 

32. 下面是对数幂级数的另一个处理方法.和前面一样，令 L ( z ) = Log(l + z ), 因为 

L (0) = 0, L ( z ) 的幂级数必有以下 形式： L ( z ) = az + bz 2 + +心4 +…把它 

代入方程 

l-\-z = e L = l -\- L -\- — L 2 + — L 3 + — L 4 + • • • ， 

令 z 的同次幂系数相等即可得出 a ， b ， c ， d . [从历史上看是先有对数幂级数 - 
麦卡托 ® 和牛顿都用了上题的方法得出了它_然后牛顿把本题的方法倒过 
来应用得出 e x 的级数式.详见 Stillwell [1989, 108页]. 

33. ⑴用图 2 _ 2 6讨论多值函数 cos - 1 ^) 的支点. 

( ii ) 把方程 w = cosz 写成的二次方程，并且解出此方程.然后由此导出 
cos - 1 ^) = - ilog [^ + V ^ T }. [为什么不必为根号前的士号操心？] 

( iii ) 证明若 z 沿一环路绕过1或 -1( 但不得同时绕过二者)，则 [2 + V ^ l ] 
之值变为 l/[z + V ^ l ]. 

( iv ) 用上一部分证明 （ ii ) 中的公式与⑴中的讨论一致. 

34. 写出 (1- cos ^) 的以原点为中心的幂级数.用二项定理写出的主支的 
以 Z = 0为中心的幂级数，再以 Z = (1 - cosz ) 代人由此证明，若取 

的把0映到1的一支，则有 


① Nicholas Mercator 有两个麦卡托，这一位是德国数学家，生卒年为1620— 1687. 其实他的出 
生地 Eutin 当时属丹麦，他的德文名字是 Nicholas Kaufmann . Kaufmann 意为商人，写成拉丁 
文就是 Mercator . 那时文人有一 “雅好”，就是把自己的名字“拉丁化”，所以他自称为 Nicolaus 
Mercator , 后来也就流传下来了.他最大的贡献就是发现了级数（2.29)(所以 （2.29) 又称麦卡托级 
数)，而时间比发现微积分还早，但还有一位苏格兰数学家格利高里 (James Gregory , 1638—1675, 
数学史上又有好几个格利髙里）似乎发现得更早，另一位麦卡托 (Gerard Mercator , 1512—1574) 
以制图知名.他出生于荷兰，但一生大部分时间生活在德国，所以也算是德国人.著名的麦卡托投影 
法就是他的贡献，而且沿用至今.人们认为他在地理学上的地位仅次于托勒密.他原来的姓氏 Kre - 
mer 在德文中也是商人之义.也是由此“雅好”，自己取了个拉丁名字 Gerardus Mercator . 
这两位麦卡托，以下分别记为 N . 麦卡托和 G . 麦卡托.——译者注 
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y/COSZ = 1 


96 


4 19 z 6 


5760 


用计算机来验证这个结果.这个级数在何处收敛？ 

35•当 2 趋向原点时 ( z / sinz ) 趋向何值？用 sinz 的级数求出 ( z / sinz ) 的以原点 
为中心的幂级数的前几项.用计算机验证你的答案.这个级数在何处收敛？ 

3 6 .考虑 Log(l + ix ), 其中 a : 是士1之间的实数.由此导出 


^ n -\ x ) 之值在什么范围内？用习题31的思想给出此级数的另一个推导. 
37- ( i ) 用几何方法证明当 z = e ie MO 增加而不断沿单位圆周旋转时, Im [ Log(l + 
z )} = (0/2), 其中 ㊀ 是辐角0的主值，即有 -jt < © 彡 I 
⑻考虑周期性“据齿”函数(其图像见图 2-46). 以 z = #代入对数级 
数 (2.29), 并用本题的前一部分导出以下傅里叶级数 


F {6) = sin 8 — 


sin 26 sin 30 
2 


sin AO 


+ 



( iii ) 直接计算积分 (2.19) 以验证上式确为傅里叶级数. 

( iv ) 用计算机画出此傅里叶级数部分和的图像.当项数增加时,注意光滑波形 
之和魔术似地收敛于上述锯齿图像.但愿傅里叶本人能不仅在自己的心灵 
里面而且也在在屏幕上看见它！ 

38. 和上题一样，令@ = Arg ⑷. 

⑴用 （2.29) 式证明 


2 L ° g 


1 + z 


Z 3 Z 5 Z 7 

z+ y + y + y + 


( ii ) 用几何方法证明当 z 沿单位圆周不断旋转时 

~ l-hz 


叫 2 L °g 


1 -z 


( e 之符号 


jt 

u 


( iii ) 考虑周期性“方波”函数 G(e), 其图像见图 2 - 47 ,用本题的前两部分导出 
其傅 


①这里的“符号”二字是指符号函数 sgn (: r ) (或 sign ( o ;))， 其值当 cc > 0(< 0) 时为 1(-1). 当 x = 0 
时，可以认为无定义.——译者注 
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9—7c/4 . — 

图 2-47 


里叶级数为 




3 


5 


7 


最后，重复上题的 （ iii ) 与 （ iv ) 两部分. 

39. 证明： 即使质点的（正）质量不全相同 (2.32) 仍为真. 

40. 下面是推导出 (2.34) 的另一简单方法.若把以原点为中心的正 n 边形旋转一 
个角0,则其质心 Z 随之旋转到 e ^ Z . 取0 = (2 jt / n ) 以证 Z = 0. 

41. 为了证明 (2.36) 式，令 卻 ，幻，勿 ，•… ,z n _i 是正 n 边形的顶点（按逆时针方向编 
号)，而 (7 为其外接圆周， 又令 Wj = zj 1 是顶点勺在映射 z \-^ w = z 711 下之象. 
把 z 设想为一个质点而且从 zo 开始以逆时针方向绕 C 运动，则象点 w = z m 
从加 0 开始以 m 倍于2：之角速度 绕另一圆周. 

( i ) 证明当2从一个顶点旋转到下一顶点时, K ； 完成一周旋转的 ( m / n ). 所以 
当 Z 由 z 0 运行到 Zfc 时，切从加 0 到 Wfc 转了 fc ( m / n ) 周. 

( ii ) 令 切 / e 是序列 wi , w 2 , --- 中第一个使 叫=娜 的点.由此导出，若 ( M / N ) 
是 ( m / n ) 的既约分数，则 fc = iV . 注意 iV = ( n 除以 m 与 n 的最大公约 
数). 

( iii ) 解释何以 wn-\-i = wi ^ wn -\-2 — ^2, 等等. 

( iv ) 证明 w 0 l wi , - - - 7 wn-i 互不相同. 

( v ) 证明 Wo , wi , - - , wn - i 是一个正 iV 边形的顶点. 

[请研究 m = 0时本题需作什么修改」 

42. 考虑映射 z w = JP n ( z ), 其中 P n ( z ) 是一般的 n 次多项式, n ^ 2. 令七为 
z 平面上被此映射映到 w 平面上的 g 点的点之集合（即 g 在此映射下的原象). 
证明& 之质心与 g 的选取无关， 因此是此多项式本身的性质. [提 示：这是对于 
多项式之根的和的一个熟知事实的另一种看法」 

43. 用高斯平均值定理[见 2.8.3 节]求出 cos^ 在圆周 M = r 上的平均值.由此导 
出（并请用计算机验证)，对一切实值 r 均有 


'2ji 

cos[r* cos 6] cosh[r sin 6\d6 = 2jt. 
o 












第 3 章默比乌斯变换和反演 


3.1 引 言 

3.1.1 默比乌斯变换的定义和意义 

默比乌斯®变换 ® 就是以下形状的 映射： 


M ( z ) = 


az -\-b 
cz ~ j ~ d ， 


(3.1) 


其中 a ，6， c ， d 是 复数. 这些变换有许多美丽的性质，而且在整个复分析中有极其多 
样的应用.默比乌斯变换尽管看来简单,却位于现代数学研究的好几个活跃领域的 
心脏.这在很大程度上是由于这些领域与各种非欧几何有密切的、多少有点奇迹似 
的联系.非欧几何已在第1章中隐约地提到，[这些联系将是第6章的主题 .] 此外， 
这些变换又与爱因斯坦的相对论紧密相关％罗 哲尔. 彭罗斯爵士深入探讨了这种 
联系并得到了引人注目的 成功； 请参看 Penrose and Rindler [1984]. 

这样，虽然自从默比乌斯第一次研究现在以他命名的变换，已经超过150年了， 
但可以公正地说，他由此展现给我们的知识血脉之丰富，现在仍远未穷尽.所以我 
们要以比通常大得多的深度来探讨默比乌斯变换. 


3.1.2 与爱因斯坦相对论的联系 * 

想要详细地探索这种联系，既不必要也办不到，但我们至少可以简要地指出默 
比乌斯变换是怎样与爱因斯坦的相对论联系起来的. 

在这个理论中，一个事件的时刻 r 及其3维笛卡儿坐标 （ X ， F ， Z ) 合成了 4维 
时空中的单个 4 维向量 ( T , X , Y , Z ). 当然，这个向量的空间成分没有绝对的 意义: 
对于空间中的同一个点，旋转坐标轴就会给出不同的坐标 ( X y Y , Z ). 但是若令两个 
人各取不同的坐标轴，他们仍然会得到同样的又 2 + ? 2 + 汐 = X 2 + r 2 + Z 2 , 因为 
这个公共值表示的是由原点到此点距离的平方. 

与此形成对照 的是： 我们习惯上总以为时间成分 T 确有绝对的意义.然而，爱 
因斯坦的理论——它已经由无数的实验所证实——却告诉我们并非如此.如果 

① Augustus Ferdinand Mobius , 1790—1868, 德国数学家.-译者注 

② 默比乌斯变换也称为“线性变换，’、“双线性变 换”、 “线性分式变换”或“单应 变换” ( homography ， 此 
词常见于计算机图形学，大 意是： 例如对同一平面图形从两个不同视角 摄影， 这两张照片的相应点有一 
个一一对应.可以证明这个对应可以写为（3.1)，而称为单应变换.——译者注). 

③ 按 Coxeter [1967] 的说法，这种联系最早是由利伯曼 (Heinrich Liebmann ) 在1905年发 现的. 



3.1 引 言 107 


两个观察者（设在某一瞬间处于相同位置）以勾速作相对运动，则他们对事件是否 
同时发生会有不同意见，即是说他们不会有同样的同时性概念.此外，他们也不会 
有 （ X 2 + Y 2 + Z 2 ) 的相同值——这就是著名的洛伦茨 ® 收缩，对于 T 2 之值同样 
也不会取得一致，这就是洛伦茨的时钟变慢.那么时-空是否还有绝对的方面使得 
互相作匀速相对运动的这两个观察者必须取得一致呢？ 有的： 选一个方便的单位制 
使光速在其中为1，爱因斯坦发现，这两个观察者对下式的值必然 一致： 

f 2 - (x 2 + y 2 + z 2 ) = t 2 - (x 2 + f 2 + z 2 ). 

洛伦茨变换£就是时-空的一种线性变换（表示为 4 x 4 矩阵)，它把一个观察者 
对某一事件的描述 （r，x，y,z) 变为另一观察者对同一事件的描述 （f，x，f， 乏).换 
一个说法，£就是保持量 T 2 - ( X 2 + F 2 + Z 2 ) 不变的线性变换，两个观察者所得到 
的此量之值必定相同. 

现在设想从时-空的坐标原点发出一束闪光——它的波在3维空间中就是一 
族以原点为中心的球面，其半径则随光速增加.后来发现，任意给定的£都由它对 
此闪光的光线之效果完全确定.下面是第二个关键的 思想： 我们将在习题8中解 
释怎样在这些光线和复数之间建立起一一对应.所以时-空的每一个洛伦茨变换都 
诱导出复平面上的一定的映射.我们这样得到的复映射是什么样的映射？奇迹似的 
答 案是： 


相应于洛伦茨变换的复映射就是默比乌斯变换！反过来， C 上的 
每个默比乌斯变换都给出时-空的唯一洛伦茨变换 （3.2) 

甚至在专业的物理学家中，这个“奇迹”也没有得到它应得的普遍认知. 


(3.2) 所展现的联系深刻而且有力.对于初学者，它意味着，我们关于默比乌斯 
变换所确立的任何结果都立即能在爱因斯坦相对论中找到相应的结果.此外，这些 
使用默比乌斯变换的证明将被证实比直接使用时-空的证明漂亮得多. 

为了真正理解以上所说，我们强烈地建议读者在读完本章后参看 Penrose and 
Rindler [1984, 第 1 章].② 

3 . 1.3 分解为简单的变换 

为了弄清 （3.1) 的含意，第一步我们把 M { z ) 分解为以下的一串变换[练 习]: 


① Hendrik Antoon Lorentz , 1853—1928, 荷兰物理学家，爱因斯坦相对论的伟大先行者. 

-译者注 

② 本书对相对论的介绍虽然抓住了要点，却过于简洁，所以除了作者推荐的 Penrose and Rindler [1984] 
以外，读者可以参看 Feynman [1963,第1卷，第15章]，此书也比较好找.文中关于“同时性，，以 
及“时钟变慢”和观察者的相对运动应为勻速运动的话都是译者加的.——译者注 
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+ 氏这是一个 平移； 

c 

(ii) z^{l/z)\ 

(ad - be ) ^ (3. 3 ) 

(iii) ^ c2 这是一个伸缩和一个 旋转； 

(iv) z-h 这是另一个平移. 

C 

注意，若 （ ad -6 c ) = 0,贝 lj M(z) 成了一个没有意思的常值映射，它把每一点 z 都送 
到同样的象点 (a/c); 在这个例外情况下，称 M(z) 为奇异的 . 所以，在讨论默比乌 
斯变换时，我们恒设 M(z) 是非奇异的，即 (ad - be ) 妾 0. 

在上述四个变换中，只有第二个没有研究过.这个映射 z ^ (l/z) 是理解默比 
乌斯变换的 关键； 我们将称它为复反演.下一节将检验它的许多引人注目而且强大 
有力的性质. 


3.2 反 演 

3 . 2.1 初步的定义和事实 

z = reie 在复反演之下的象是 l/(re ie ) = (l/r)e ~ ie ： 象的长度是原长度的倒数， 
其角度则是原角度的负值.见图 3- la . 注意单位圆周 C 之外的点被映到其内，其内 
的点则映到 C 外. 



图 3- la 还表明一种特别有用的途径，即把复反演分解为一个两阶段的过程. 
⑴把2： = 先变到一个同方向但长度成为倒数的点，即变到 (l/ r )e ie = 

(1/芝). 

(ii) 再作复共轭（对实轴反射)，这样把 ( l / z ) 变为 (l/z). 

请检验一下，实施这两个步骤的次序并无关系. 
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虽然⑼这一步在几何上无足称道，我们会看到，⑴中的映射则充满了 惊喜; 
它称为 0 几何反演 或简称 反演. 很显然，单位圆周 C 在此变换中起特别的作 用：反 
演把 C 的内域和外域互相交换，而圆周 C 上的点则不动（即映到其自身).由此原 
因，我们记此映射为 z H Ic ( z ) = (1/ z ), 而且比较精确地称 2 c 为“对 C 的反演”. 

名词上稍为精确一点都是重要的，因为如图 3 -lb 所示，可以很自然地把 2 c 推 
广为对任意圆周例如以 g 为中心、 i ? 为半径）的反演.很明显，这个“对 K 的 
反演”(记作 z ^z = l K ( z )) 应把 K 的内域和外域交换，而 K 上之点则不动.若 p 
为由 g 到2的距离，则我们 定义？ = h ⑷为 这样的点， 由^ 到它的方向与 g 到 z 的方 
向相同，而到 g 的距离为 ( i ? 2 / p ).( 请自己验证，这个定义确有上述的性态 .） 

和通常一样，请用计算机经验地验证我们即将导出的关于反演的许多结果.然 


而对这个特殊的映射，可以（很容易地）做一个机械工具来作出这个 映射； 见习题 2. 

很容易得出 Xk(z) 的一个公式,虽然我们暂时还用不着它.因为连接 g 到 z 和 
g 到 F 的两个复数方向都相同，长度则分别为 p 和 { R 2 / p \ 所以 ( z - q ){^) = R 2 . 


解出？ 即有 


T K {z) = ^^q = 
z-q 


^ +( jR 2_| g | 2) 

z-q 


(3-4) 


举一个例，若令 q = 0, R = l, 我们就再一次得到 Tc{z) = {l/z). 

对圆周 K 的反演 l K ( z ) 和对直线 L 的反射 D \ L ( z ) 之间，有非常有趣的相似 
性（这个相似性往下还会深化)，见图 3-2 a 和 3-2 b . 首先， L 把平面分成两块，或称 
两个“分支”，它们在 ^ l ( z ) 下 互换； 其次，两个分支之间的边缘上的每一点在 9 U 
下不动.第三， ^ L ( z ) 是对合的，或称自逆的，意指。为恒等变换，就是使每 
一点都不动的变换.最后一个性质可以换一个说法， 考虑一点 z 及其对 i 的反射点 
? = 这一对点称为互为“镜像”，或称为“对 L 为对称”.对合性说的 就是: 

反射会使这一对点对换位置. 

请自行验证， Xk(z) 也有这3个性质.此外，图 3-2 b 表明了一个事实： K 越大, 
Ik 在接近 K 的小图形上的效果看起来就越像通常的反射.[我们以后还会解释这 
一点，但是请用计算机来亲自体验一下 .] 由于这些理由，还有一些马上就会讲到的 
理由， 时 常也称为对 圆周的反射， 而^和 F = 这一对点称为对 K 对称. 

我们再举出反演的两个简单性质来结束这一小节，其第一个将是以下的研究的 
跳板.我们用记号 [ cd ] 来代表 C ， d 两点的距离 \ c - d \. 我们希望这样做不会引起任 
何混淆，加一个方括号是为了提醒 [ cd ] 并不是复数 c 与^的乘积. 

图 3-2 c 上， a 和6是两个任意点，石= l K ( a)m = X K ( b ) 是它们对 K 之镜像. 
由定义 [ qa ][ qa \ = R 2 = [ qb }[ qb ], 所以 


[ qa ]/[ qb ] = [ qb ]/[ qa ]. 


①在老的文献中时常称之“半径倒数变换”. 
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再加上公共角 Zaqb = Zaqb : 即得 

若对一以 g 为中心的圆周的反演映 a 和6为3和孓 
则三角形 aqb 与 d^b 相似. （3.5) 

第二个性质是求两点的间隔 [ a 6] 与其反演象的间隔 [ S ^] 的关系.利用（3.5)，有 

[ a 6]/[ a 6] = [ qb ]/[ qa ] = R 2 /[ qa ] [ qb ] 

所以，象点的间隔[5司可由下式 给出： 

_ = (I^J) [ a6 ]_ ( 3 . 6 ) 

3.2.2 圆周的保持 

现在先来检验 h 对于直线的效果，然后再看它对圆周的效果.若一直线 L 经 
过 K 的中心 g , 则显然把它映为自身，这件事写作 Z K { V ) = L . 这当然不是说 
L 上的每一点都不动，因为把 L 在 K 内域与外域的两部分互相 对换; L 上仅 
有的保 持不动的点是 L 与 K 的两个交点. 

但如果考虑不一定过 g 的一般直线 L , 事情就有趣多了.图 3-3 提供了一个惊 
人的 答案： 

若直线 L 不 经过尺 的中心 则 它对尺 的反演 

把 L 映为一个经过 g 的圆周 (3.7) 

图上6是上的任意点，而 a 是 L 与过 g 的垂线之交点.由 (3.5), Zqba = Zqab = 
( Jt / 2 ) 所以 I 位于一个以诉为直径的圆 周上. 证毕.附带请注意，此圆周在 g 处的 
切线平行于 L . 

注意，（ 3 . 7 )中完全没有提到 K 的半径 i ?. 所以你可能以为在图 3-3 上我们有 
意地选 R 使 K 与 L 不 相交; 如果 K 确与 L 相交,情况又会如何？请验证，尽管那 
时图形看起来与现在有些不同，上述的几何论证却仍然可用而不需任意改动. 
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的理解方法.我们要证明，如果此结果对某个以 g 为中心（半径为的圆周 
成立，则它对任一个以 g 为中心（半径为 i ? 2 ) 的圆周也成立. 

令 Z 为任意点，而？1 = IkAz ), z 2 = 2 k 2 ( z ) ，显然 g 到 Zi , Z 2 的方向都与 g 到 
:的方向一致，很容易验证，它们到 g 的距离之比与 Z 的位置 无关： 

[ qz 2 ]/[ qzi ] = ( R2 / R1) 2 =记作 A : 

所以 

工 k 2 = (3.8) 

这里的“中心伸缩[见 I . 4 . 4 节]就是把平面（以 g 为中心）伸缩一个因子 fc . 由 
此可知，如果 （3.7) 对&对立，则它对心也成立[练习]. 

再看图3-3,既然是对合的，它就只不过是把直线与圆彼此掉换，所以任一 
个过 g 的圆周之象必为一不过<7的直线.但是一个不过 g 的一般的圆周 C 又如何？一 
开始，设 C 不把 g 含于其内域中 •图 3-4 给出了一个美丽的 答案： 

若一圆周 C 不 经过尺 的中心 g ， 则对尺的反演映 C 为另一个 
也不过 g 的 圆周. （3.9) 

这个基本的事实时常被说 成是： 反演“保持圆 周”. 

由 (3.8) 可知，若 (3.9) 对某个 K 成立，则对任意选定的 K 它也成立.所以我 
们可以方便地选 K 使 C 含于其内域如图3- 4 所示.这里 a 和6是 C 的某直径的 
端点，所以它们对 C 上任一点 c 必张一直角.为了理解 （3.9), 先用 （3.5) 来验证图 
上一对黑色的角（和另一对灰色的角）分别相等.然后再看三角形 a 心,注意它在 a 
处灰色的外角等于它在此三角形中的两个内角之和，即 c 处的直角和6处的黑角 
的和.利用两黑角相等即知 Za 3= ( jr /2)， 从而是经过？的一个圆周的直径的 
端点.这样，我们就在 C 不包含 g 的情况下证明了 (3.9), 剩下的请自己验证.同样 
的推理在 C 包含 g 的情况下也给出同一结果. 

结果 （3.7) 事实上是 （3.9) 的一个特殊的极限情况.图 3-5 上画出了一条直线 
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L ， 其上最接近反演中心 g 的点 p ， 以 g —个在 p 点切于 L 的圆周 C . C 在其半径 
趋于无穷大时趋近于 L ， 而其象圆周 5 = 则趋向一过 g 的圆周. 



图 3-5 


以后我们能给出一个更清楚的方式，以看出 （3.7) 和 （3.9) 只是同一结果的两 
个方面. 

3.2.3 用正交圆周构作反演点 

考虑图 3-6 a , 圆周 C 与反演圆周 K 在 a ， b 两点交成直角.换句话说， C 在 a 
点（举例而已，6也一样）的切线 T 必定过对 K 作反演后， a , 6都不动而: T 则变 
为其自身.所以 C 的象仍是一过 a 与6的圆周而且仍正交于然而只有一个圆 
有此性质，那就是 C 本身.这样 

在对尺的反演下，每个正交于 X 的圆必映为自己. (3.10) 

图 3-6 a 上画出了两个直接的结果.首先， C 所包围的圆盘被映为其自身.而由 K 
划分出的有阴影的一块与画了斜线的一块互相对换.其次，由 g 到 C 上一点^的 
直线必与 C 第二次相交于反演点？. 

另一个结果（本小节的关键结果）是图 3-6 b 上的几何作图法.请自行验证. 
之对尺 的反演 F 是任意两个过 z 而且正交于 X 的圆周之另一交点. 

注意，图 3-6 a 中？ 的作图法只是以上所述的一个极限情况，其中有一个圆的半径 
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趋向无穷大而变成了过 g 的直线.习题1中还有反演点的几何作图的其他不太重 
要的作法. 

上面提到的对 K 的反演与对直线 L 的反射的类比现在深化了.因为 z 对 L 
的反射 I = m L ( z ) 可以 恰好用同样作图法作出， 见图 3-7 a . 注意，连接 z 和 F 的线 
段正交于而其与 L 之交点 p 距 z 和？ 等距： \ pz }/\ pz \ = 1. 



图 3-6 




图 3-7 b 则表现出了， L 在 p 附近的一段可以用一个在 p 切于 L 的很大的圆弧 
K 来 逼近. 这里 Z = l K { z ) 和前面一样，是同一点 z 在对 K 的反演下的象.你会 
看到，这两个图基本上没有什么区别.更准确地说，当 K 的半径趋于无穷大时，对 
K 的反演就变成了对 L 的反射.特别是， \ pz ]/\ p ^\ 趋于1，或者与此等价，我们说 
[ p 2]“ 最终等于 ”[ P 4 这样我们就可以理解，在图 3-2 b 中发生的到底是什么事. 

我们也能从代数上来验证这个结果.然而，我们还是先从几何观点来看.这时 
可以看到，只须对一条特别选定的 L 以及其上特别选定的一点 p 来证明这个结果 
就够了，所以我们取实轴为 L , 取原点为 p . 于是以 q = iR 为中心、 ii 为半径的圆 
周 K 在 p 点切于 L . 利用（3.4)，我们可以得到[练习] 

Ik(z) ^ r—(W 

这样，当 i ? 趋于无穷大时，我们发现 l K (z) 最终等于 9\ l (z) = z. 这就是我们想要 
证明的. 

下面是看这个结果的另一种方式.我们不令 K 越变越大，而令 z 越来越接近 
一固定大小的圆周 K 上的任一点 p . 不论 2 从什么方向趋近于 p ， X K { z ) 最终等于 
这里 T 是尺在 p 处的切线. 

我们仍可用以上等式并用代数方法得出这一点.如果 i ? 是固定的，且 | z | < i ?， 
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则[练习] 


工 K ( Z ) = Z~h 


IZ" 

~R 


z 3 

兩 + 


所以，当 z 趋近 p = 0 时， l K ( z ) 最终等于 ^ L ( z ) = z , 即对于 K 在 p 处的切线的 
反射 • 


3.2.4 角的保持 

我们从讨论“角的保持”是什么意思开始.图 3-8 的中部是两条交于 p 点的曲 
线5 1? 5 2 .如果它们在 p 点充分光滑，就可以作出它们在 p 点处的切线7\，乃.我 
们现在定义 p 点处“由& 到& 的角”即 为由:7\到乃 的锐角这样，这个角赋有 
一个符 号：由&到& 的角，则是图上所示由 &到& 的角 反号. 如果我们对这些 
曲线作任意光滑的变换，则象曲线在 p 点之象处仍有切线，所以由它们之一到另一 
曲线也有适当定义的角. 



图 3-8 


如果由一条象曲线到另一条象曲线的角与原来的两条曲线在 p 点的相应角相 
等，我们就说这个变换保持 p 点处的角.完全有可能这个变换保持某一对过 p 的曲 
线之角，但不保持每一对过 p 的曲线之间的角.然而，如果这变换保持每一对过 p 
的曲线之间的角，我们就说它在 p 点是 共形的 变换.我们要强调一下，这里所谓共形 
是指角度的大小 与符号 均得到 保持； 图 3-8 右方就是一个共形的变换.如果相反，在 
V 点的角被映射为只有大小相同而符号相反的角，就说此变换在 p 点 是反共 形的; 
如图 3-8 左方就是.如果此映射在它有定义的区域之每一点都是共形的，就称之为 
一 个共形映射； 如果在每一点都反共形，就称它为一个 反共形映射. 最后，如果一映 
射只知道它能保持角的大小，而不知它是否也保持其定向，就称它为一等角 映射. 

很容易想到一些具体的映射为共形的或反共形的.例如，平移％ h (z + c ) 是 
共形的，平面的旋转和伸缩 z h az(a ^ 0) 也是.另一方面，和对直线的反射 
一样，都是反共形的.反射与对圆周的反演的类比，现在更加深化了，因为 

对圆周的反演是一反共形映射. 

为了看出这一点，请看图 3-9. 此图表现了一个事实，即已知任一不在 K 上之 
点 z , 恰有唯一的圆周按一定方向经过 z 而且与 K 正交.[给定此点和此方向，能想 
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出怎样作出此圆周吗？] 

如图 3-8 所示，设两曲线&和&在 p 点相交而它们在 p 点的切线为 T 1? T 2 , 
由:到 r 2 的角为 0. 为了弄清这个角在对 k 之反演下会怎样，我们用过 P 的两 
个圆周代替 5 i ,5 2 , 但要求这两个圆周在 p 点的方向应与 S U S 2 相同，而且与 K 正 
交.这种圆周是唯一的，而且在 p 处的切线就是 T l 5 T 2 . 见图 3-10 a . 因为对 K 的 
反演把这两个圆周都映为自身，在歹 = Ik ( P ) 处的新角为-0，问题解决. 




图 3-10 b 则表现了 z ^ (1/ z ) 对角的效果.因为这个映射等价于先对单位圆周 
作反演，再继以对实轴作反射 （二 者均为反共形的)，我们看到它们的复合就是把角 
度的定向翻转二次使之回复到 原值： 

复反演 (1/4 是共形的. 

用同样的推理，可以一般地得出 

偶数个（对直线或圆周的）反射之复合是一共形映射，而奇数个 
这种反射之复合则是一反共形映射. 

3.2.5 对称性的保持 

考虑图 3- lla , 其上有@于一直线 L 对称的^ 6两点，若对=直线 M 作反射映 
a 为2,映6为瓦映 L 为£，则很清楚,象点 S J 关于象直线2；仍为对称的.简而 
言之,对直线的反射能保持对直线的对称性. 
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我们现在要证明，对圆周的反射也保持关于圆周的对 称性： 

若〜 a , b 关于一圆周 X 对称，则它们在对任意圆周 J 的反演之象 
a : b 关于 K 的反演象 X 仍对称. 

为了懂得这一点，首先要注意，因为反演是反共形的， (3.10) 就只是以下更一般的结 
果之 特例： 

反演映任一对互相正交的圆周为另一对正交圆周. 

当然，如果有一个圆周经过反演中心，则其象是一直线.然而,如果我们把直线仅仅 
看成是具有无穷大半径的圆周，则以上结果不需加任何说明仍然为真. 

保持对称性这个结果现在就很容易懂了.见图 3- llb ， 因为是关于 K 的对 
称点，所以过 6 有两个虚线画的圆周都正交于 K ， 它们在对 J 的反演下的象也就 
同样 g 交于所以虚线圆周的象（仍用虚线圆周表示）必交于两个点，而这两点 
关于犮也对称. 

3.2.6 对球面的反演 

对于 3 维空间中一个球面 5( 半径为 i ?、 中心为 g ) 的反演&显然可以定义如 
下：设 p 为空间一点，离 g 之距离为 a 则 I s ( p ) 是这样一个点，从 g 点到它的方向 
与到 P 的方向相同， 而离 q 之距离为 ( R 2 / p ). 我们想要解释的是,这不是为推广而 
推广; 很快就会看到，这个3维的反演怎样为 C 中的2维反演给出了新的视角. 

不需多费力就可以把以上对于圆周的反演的绝大多数结果推广到对球面的反 
演. 例如，重新考虑图 3 _ 3 .如果我们把这个（空间）图形绕经过 g 点与 a 点的直线 
旋转,就会得到图 3-12, 其中反演圆周 K 扫出了一个反演球面而直线 L 经过旋 
转扫出平面 n . 于是我们得到以下的结果： 

在对以 g 为中心的球面的反演下，一个不包含 g 点的平面 II 被映成 
一个包含 g 点 ^ 球面 行， 其在 g 点的切平面平行于 II . 反之，一个包 （3.11) 
q 含点的球面 ft 则被映为一平面 n , 而与此球面在 g 点的切平面平行. 

由同样的论证可知，若将图 3-4 绕经过 g 和 a 的直线旋转，我们会发现 
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在对球面的反演下，一个不把反演中心包含于其内域的球面将 
被映为另一个也不包含反演中心于其内域的球面 • 

这个结果立即告诉我们空间中的圆周在对球面的反演下发生什么事，因为这样的圆 
周可以看作两个球面的交线.这样，我们就很容易地导出以下的结果[练习]: 

在对球面的反演下，一个不过反演中心9的圆周 C 的象是另一 
个也不经过 g 的圆周.若 C 经过 A 则其象是一条与 C 在 g 处 (3.12) 
的切线平行的直线 



对圆周的反演与对直线的反射的密切关系也得到保持：对平面的反射是对球 
面的反演的极限情况.由于这个原因，对球面的反演也称为“对球面的反 射”. 特别 
重要的是以下事实，即这种 3 维反射仍保持对 称性： 

令 K 为一平面或球面， a , 6是关于 X 的对称点.在对任一平面 
或球面的3维反射下， a 与6的象仍关于 X 的象对称 （3.13) 

我们现在来描述一下导出这个结果的步骤；这些步骤很类似于导出 2 维对称性得 
以保持这一结果的步骤. 

如果将图 3-6 a 绕连接 K 与 C 的中心的直线旋转，即知 

在对球面 K 的反演下，每个正交于 K 的球面均被映为其自身. (3.14) 

当我们说到两个球面“正交”时，即指它们在两球面交线的那个圆上各点处的切平 
面都正交.然而，为了更容易地得出上面的结果，我们把这个 3 维的结果用 2 维的 
语言重述 如下： 
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令*51，&为相交球面， C U C 2 为它们在一经过两个球心的平面 
n 上截出的大圆•则&与&当且仅当 g 与 c 2 为正交时才 
互相正交. 

见图 3-13. 这个图能帮助你看到，如果限制在 n 上则对&的3维反演变成了对 
于 C \ 的2维反演.这样看待球面反演的方法使我们能很快地推广早前的结果. 



图 3-13 

例$，回到图 3-6 b ， 我们发现——请确定你也看到了这一点 一 若 p 在 n 
上，则 p = l Sl { p ) 是两个圆的第二个交点，一个圆就是 G ， 另一个和 C 2 —样 .•⑴ 
也在 n 上， （ u ) 正交于 g ，（ iii ) 也经过 

其次，设把图 3-13 中的 S U S 2 都对第三个球面 K 作反演.取 n 为经过 5 l 7 5 2 
和 K 的球心的唯一平面， 而 C 为 K 交 n 而得的大圆.因为 2 c 映 Ci 和 c 2 为正 
交于它们的圆，可知 (3.14) 其实是以下结果的特例[练习 ]: 

正交球面反演为正交球面. (3.15) 

我们在这里把平面看成球面的极限情况. 

把这些事实合并起来，我们就能看出 (3.13) 为真. 

3.3 反演应用的三个例子 

3.3.1 关于相切圆的问题 

作为第一个问题请看图 3-1 4 . 图中设想已给出两个在 g 点相切的圆周乂和汉 
如图作一个圆周 Co 与乂和 B 相切而且其圆心位于连接4和 S 之圆心的水平直 
线 L 上.最^，作一串圆 C l 5 C 2 , 等等，使 Cn +1 切于以及4和 
图形显示出这一串圆周有两个引人注目的结果. 

• 这一串圆周 C 0 ， C U C 2 等的切点都位于一个圆（虚线）上，此圆在9点切于 
A 和 

•若 C n 之半径为 r n ，则 G 之圆心离 L 之高度为 2 nr n . 图上画出了 的 
高度. 

在往下读之前，请试一下能否用常规的几何方法证出哪怕一个结果 
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用反演却能把这两个结果用漂亮的一击全证出来.图 3-14 上只画了一个以 g 
为中心而且正交于 C 3 的圆周对 K 作反演将把 C 3 映为自身，并映 A , B 为平 
行的垂直 直线； 见图3-15,请自己验证所宣布的结果是图 3-15 的直接的推论. 



图 3-15 

3.3.2 具有正交对角线的四边形的一个奇怪的性质 

图 3-16 上画了一个有阴影的四边形，其对角线在 g 点正交.如果将 g 对四边 
形的每一边作反射,就得出四个新点.非常令人吃惊 的是： 这四点共圆 ® 和上题一 
样,请试一下能否用通常的方法证明它. 

为了用反演方法证明这个结果，我们先用图 3-7 a 
的作图法把 g 对一边的反射点看成是任意两个经过 g 
而且圆心在此边上的圆周的第二个交点（第一个交点 
就是 g ). 更准确些说，取这些圆周的圆心为此四边形 
的四个顶点;见图 3-17 的左图.注意，因为对角线互相 
正交，所以以某一边的两个端点为中心的两个圆必在 图 3 -1 6 

其两个交点处正交， 而一个交点为 q , 另一个则是 g 对 
该边的反射点. 



①感谢我的朋友 Paul Zeitz 出了这个题叫我做.此题原是全美数学竞赛的一个题. 
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由此可知，如果我们对以 g 为中心的任意圆作反演，则一对正交于 g 处的正 
交圆周将被映为一对正交的直线（而平行于原四边形的对角 线)； 见图 3-17 的右图. 
于是 g 的四个反射点将位于一个矩形的顶点，从而共圆.由此立即可得所求证的结 
果.为什么？ 



图 3-17 


3.3.3 托勒密定理 

图 3-18 a 画出了一个内接于圆的四边形 abed . 托勒密 ® 给出了一个美丽的 事实: 
两对对边乘积之和等于两对角线之 乘积. 这就是著名的托勒密定理.用符号来写就 
是 

[ ad ] [ be ] -f [ ab ] [ cd ] = [ ac ] [ bd ] 

我们要注意，对于托勒密，这个结果不仅仅是有趣，它对于研 究天文 学也是至关重 
要的，见习题 9 .他的原证（绝大多数几何教本上使用的就是他的原证）漂亮而且简 
单,但是你很难靠自己来发现这个证明.而另一方面，如果你对反演已能得心应手, 
下面的证明几乎就是机械的了. 



图 3-18 


① Claudius Ptolemy , 生卒年不详，大约是公元150年.伟大的亚历山德里亚数学家和天文学家. 

——译者注 
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把图 3-18 a 对某一个以某顶点（例如 a ) 为中心的圆周 K 作反演，就会得到图 
3-18 b , 其中有 

[62] -h [ cd ] = 

回忆一下， （3.6) 式已告诉我们两个反演点的间隔与原来的点的间隔的关系，于是有 

[ be ] [ cd ] _ [ bd ] 

[ ab ] [ ac ] [ ac ] [ ad ] [ ab ] [ ad ] 

双方乘以 （[ d 6][ ac ][ cid ]) 即得托勒密定理. 

3.4 黎曼球面 


3.4.1 无穷远点 

在讨论反演时我们已经看到，关于直线的结果恒可以理解为关于圆周的结果的 
极限状况,只要令半径趋于无穷大即可.然而这个极限过程既令人厌烦又冗长不堪, 
如果直线真正能按照字面的意思描述为具有无穷大半径的圆那该多好！ 

还有另一个与此有关的不便之处.对单位圆的反演是平面到其自身的一一映 
射,并把一对点互相对换，映射 z h {l/z) 也是一样.然而这里有 例外： 我们想不出 
哪一个点是 z = 0 的象点，0也不是任一点的象点. 

为了解决这两个困难,注意当 2 离原点越来越远时， (l/z) 就越来越近于 0 .这 
样，当 <沿任何方向）走得越来越远时，看起来就好像 z 在趋近一个无 穷远点 ，记 
作 oo , 它在此映射下的象就是0,所以 oo 点就定义为满足以下等式 



的点.复平面附加上这个无穷远点后就成为所谓的扩 充的复平面. 于是我们现在就 
可以不需任何修饰地说， 2 H (l/z) 是扩充的复平面到其自身的一一映射. 

若一曲线经过 z = 0, 则它在 z H (l/z) 下的象就定义为通过无穷远点的曲线. 
反过来说，若象曲线通过 Z = ◦，则原曲线通过 oo 点.因为 Z ^ (l/z) 把过 0 的圆 
周与一直线互相对换.我们现在就可以说，直线恰好就是通过无穷远点的圆周，而 
且不需任何修饰地 说：对 “圆周”的反演把“圆周”变为“圆周”. 

这当然是非常干净利落了，但并不使我们感到更明白.我们已经习惯了在使用 
oo 这个记号时联想到一个极限过程，而不把 oo 本身当成一个自在之物来 看待； 那 
么怎么来掌握它的新的含意，即一个无穷地遥远处的点呢？ 

3.4.2 球极射影 

黎曼对此问题给出了一个深刻而又美丽的回答，就是把复数解释为一球面 S 上 
之点而不是平面上之点.在以上的讨论中我们都把复平面想象为一 个水平 地放置 
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在 3 维空间中的平面.为了对于这个平面的哪一侧不生疑义，我们 设想： 当从上面 
俯视 C 时，需要一个 正向的 (即逆时针向的）旋转 ( jt /2), 才可把1变成 i . 现在令 E 
为以 C 之原点为中心的球面，而且有单位半径,使它的“ 赤道” 就是单位圆周① 

我们现在要 f S 上之点与 C 中之点间建立一个对应关系.把 I ]设想为地球表 
面，这就是如何画地理地图这个古老的问题.打开世界地图，会找到许多不同的绘 
制地图的方法，即所谓不同的投影法.需要有多种投影方法的理由在于，没有任何 
一种单个的绘图投影的方法能在一张平坦的纸上忠实地表现出弯曲②表面的所有 
方面 • 虽然某种扭曲是不可避免的，不同的地图投影法却可以“ 保持” ，亦即“忠实 
地表现”，弯曲表面的某些方面（但非所有方面).举例来说，有一种绘图方法可以保 
持角度，但以扭曲面积为代价. 

托勒密是构建这种绘图法的第一人，他用这种方法是为了描绘天体在“ 天球” 
上的位置.他的方法就称为 球极射影法， 我们马上就会看到，这种方法如何完美无 
缺地适合于我们的需要.图 3-19 画出了它的定义.从球面 S 的北极 TV 作一直线联 
到 C 中的: p 点; p 在 H 上的 球极象 就是此直线与 5] 的交点於因为这给出了 C 上 
之点与 S 上之点的一种一一对应，我们也说 p 是 f 的球极象.这样做不会引起混 
淆，从上下文就可以看清楚我们是把 C 映到 E ， 还是把 S 映到 C . 

注意以下立即可得的事实：⑴单位圆周的内域被映到 H 之南半球，特别地，0 
被映到南极 *5; ( ii ) 单位圆周上的每一点被映到其自身，但现在看作是 S 的 赤道; 
( iii ) 单位圆周的外域被映到 S 之北半球，例外是北极 7 V 点，它不是平面上任何有 
限远点之象. 



图 3-19 


然巧很清楚，当 p (沿任何方向）离原点越来越远时， f 越来越接近于 iV ， 这就有 
力地暗示，应该规定 iV 是 无穷远点的球极象. 球极射影就这样在扩充的复平面之 
点与 S 之各点间建立了一个一一 对应. 我们不仅是说复数与 S 之点间有一个“对 
应”，而且我们可以 认为: E 之 点就是 复数.例如5^0而 iV = oo . —旦球极射影被 

① 有的书上则规定 S 为以南极切于复平面的球面. 

② 这里的“弯曲”概念将在第6章中更准确地定义为“ 曲率” 概念. 
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用来把 s 之各点均用一个复数作标志 ，: S 就称 为黎曼 球面. 

我们已经讨论过这样一 件事： C 上的每一直线都可以看作是经过无穷远点的 
圆周，黎曼球面则把这个抽象的思想变成了一件确确实实的事实： 

复平面上直线的球极象就是 S 上经过 7 V 二 oo 的圆周. （3.16) 

为了看到这一点， 注意当 P 沿图 3-19 上的直线运动时,连接 iV 与 p 的直线就扫出 
一个包含 iV 的平面.这样, f 就沿此平面与 S 的交线运动，它就是过 iV 的圆周.证 
毕.此时还请注 意到： 此圆周在 iV 的切线必与原直线平行. 为什么？ 

由最后这件事得知， 球极射影保持角 不变，请看图 3-20. 其上画出了两条相交 
于 p 的直线以及它们的球极象圆周.由对称性，两圆周在它们的两个交点 f 和 iV 
处的交角大小相同.因为两圆周在^点的切线平行于平面上的原直线,可知画在 p 
与 p 处的两个角有相同的大小，但是要对球面上的角赋以方向后才能说球极射影 
是“共形的”. 



图 3-20 


按我们的规定，图上所画的 p 点处的角（即由粗黑线到中空的双线的角）是正 
的，即是说从平面上方看它是逆时针方向的.从我们画图 3-20 所用的透视来看，0 
处的角是负的，即顺时针方向的.然而，如果我们从球的内域来看这个角，它又是正 
的.于是 


如果我们依位于球内的观察者之所见来定义球面5：上的角的方 


向，则球极射影是共形的. 

很清楚,平面上以原点为中心的圆周被映为 E 上的水平圆周，即纬圈，那么 ，一 
般的圆周又如何？惊人的答 案是： 它仍被映为黎曼球面上的圆周！ 如果我们死抠 
着球极射影原来的定义,这一点是很难看出的,但是如果我们改变一下我们的观点, 
它突然就变成了显然的事.再看一下图3-12,请注意它是多么像球极射影的定义. 

为了把其间的联系弄准确，令 K 为以北极 iV 为中心的而且与 S 交于赤道（即 
C 之单位圆周）的球面.图 3-21 a 画出了 E 与 C 在一垂直平面（经过 iV 与实 
轴）上的截口.把这个图形绕通过 N 与 S 的直线旋转一周就可以得到完整的3维 
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图像.我们现在看到 

若尺是以 iV 为中心、力为半径的球面，则球极射影就 是对尺 
所作的反演在 C 与 S 上的限制. 

换言之，若 a 是 C 上一点而 S 是其在 S 上的球极射影，则 d = : C K ( a \ a = l K ( a ). 



图 3-21 

借助于前面关于对球面的反演的知识， (3.12) 证实了我们所已宣称的 结论： 
球极射影保持圆周. 

注意， (3.16) 也可以这样由 （3.12) 导出. 

3.4.3 把复函数转移到球面上 

球极射影使我们能把任意复函数的作用（即它作为一个映射的作用，下同）转 
移到黎曼球面上.给定了一个由 C 到其自身的复映射 z^w = f ( z ), 我们就会得 
到一个由 S 到其自身的相应映射这里 i 和❸是 z 和 w 在球极射影下的 
象.我们将说 z ^ w 诱导出 5] 上的映射 z ^ w . 

举一个例，考虑若将/⑷= I 转移到 S 上会得到什么.很清楚[练习] 

C 上的复共扼诱导出黎曼球面上关于过实轴的垂直平面的反射 

第二个例子，考虑 Z H (1/旬，即对单位圆周 c 的反演.图 3-21 b 画出了 5] 

过 iV 和 C 上的 z 的垂直 截面. 这个图形也表现了把反演转移到 S 上的惊人 结果： 

C 上关于单位圆周的反演诱导出黎曼球面关于赤道平面的反射. (3.17) 

下面是它的一个漂亮证法.首先注意2；和？这一对点不仅（在2维意义下）对单位 
圆周 C 对称，它们也（在3维意义下）对球面 S 对称.现在应用3维的反射保持对 
称性的结果 (3.13). 既然 z 和？关于 E 对称，它们的球极象 i = h ⑷与 I = l K ( z ) 
自然也关于 1 k { E ) 为对称.但是 X K (^) = C . 证毕！习题6中则有一个比较初等 
(但是不那么有启发性）的证明. 



3.4 黎曼球面 125 


把以上的结果综合起来,我们就可以看出复反演在黎曼球面上的效果了.在 c 
上，我们知道 z ^ (1/ z ) 等价于先对单位圆周作反演，再继以复共轭，所以它在 S 
上诱导出的映射是 对两个平面的反射之复合，这两个平面都经过实轴 ——一个是 
水平的即赤道平面，另一个是垂直的（含实轴的）子 午面. 然而不难看到（剥一个梧 
子就看到了 )： S 上对于任意两个过实轴（桔子中心的那条轴）的互相垂直的平面相 
继作反射的总效果就是 S 对实 轴旋转 Jt . 这样我们就证明了 

C 上的映射 (1/4 诱导出黎曼球面绕实轴旋转冗. (3.18) 

回忆一下，点 oo 原来是由其在复反演 Z H ( l / z ) 之下与0互相对换这一性质 
来定义的. (3.18) 这个结果生动地表现出把 iV 与无穷远点等同这一作法的正确性， 
因为 C 上的0点相应于 S 上之南极而绕实轴旋转 n 确实使 S 与 N 对换. 

3.4.4 函数在无穷远点的性态 

设 C 上两曲线由原点伸向离原点任意 远处. 抽象地我们就说它们在无穷远处 
相交，而在 S 上就变成了在 iv 点实实在在地相交，而如果这两条曲线中每一条都 
沿确定的方向到达 iv ， 我们就甚至能指定它们“在 oo 处的交角”.举例来说，图 
3-20 就画出了 C 上两条相交于一有限远点并成角的直线，那么这两条直线会在 
oo 点第二次相交而且成角- a . 

把一个复函数转移到黎曼球面上使我们能检查其“在无穷远点”的性态,恰如 
检查它在其他点上的性态一样，特别是可以来探讨此函数会不会保持任两个过⑴ 
的曲线在 oo 处所成的角.例如结果 （3.18) 表明复反演确能在 iV 点保持这个角，所 
以就说它在“无穷远点为共形的用同样的说法， S 的这个旋转也能保持两条过 
z = 0 的曲线在此点（它是 z h (1/^) 的奇点）所成的角，所以复反演在那里也是共 
形的.总之， 复反演在整个扩充的复平面上都是共形的. 

我们在本章中已经发现，把 z h w 描述为 C 到 其自身 的映射甚为方便，而在 
上例中又类似地把诱导映射 ; g h A 解释为球面上的某点到同 一球面 的另一点的映 
射.然而，恢复前一章的规定时常更好，那里认为映射是把 z 平面上的点送到第二 
个 C 平面即 W 平面的象点.按此精神，诱导映射 Z ^ w 也可看作是把一个 球面卜 
球面）上的点送到另一个 球面⑷ 球面）上去.下面用例子来说明这一点. 

考虑 z = #， n 为正整数•图 3-22 的上部分画出了这映射 （n = 2 的情况) 
在小的“正方形网格”上的效果，这些小正方形把邻接着单位圆周和成角0的两条 
射线的区域分成网格，非常神秘的是，这些“正方形”在 w 平面上的象又几乎是正 
方形.将在下一章证明，这只是一个更基本的神秘的推论，这个更基本的神秘就是 
z ^ w = z n 是 共形的 (然而 z = 0 要除去，图上把以0为中心的小圆划掉就表示要 
除去 z = 0) ①事实上，我们将要证明，若映射是共形的，则任意无穷小图形都被映 

①这括号中的话是译者加的，其实下一段就讲到了这一点.一一译者注 
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为 相似的 无穷小图形. 



既然已知球极射影是共形的，我们因此可以期望当把这些网格由 z 平面转移 
到2：球面时，仍会得出“正方形，，网格.由图3_ 22 的左下图可以看到这件事确实发 
生了； 图 3 _ 22 的右下图则表示，当我们由⑽平面上的象网格（右上） 转到切 球面的 
象网格时，也发生同样的现象.可以相当一般地说， ( C 上的任意共形映射都会在 

上诱导出一个共形映射，而作为其结果，它将映一个无穷小正方形网格为另一个无 
穷小正方形网格. 

图3- 22 不仅表现了 z ^ w = z 2 的共形性，它还表现出，存在这样的点，在那 
里共形性被破坏.很明显原点处的角0会 加倍； 更一般地说2^加 = #把 ; ^ = 0 
处的角增加到 n 倍. 一般地说，若一个在 p 点以外均为共形的映射在 p 点的共形 
性被破坏， p 就称为映射的临界点.于是，可以说，2 = 0是 = W 的临界点. 

如果我们限制在 C 上，则此点是此映射的唯一临界点，然而如果在上考虑 
诱导映射，则从图形上就可以看得出，在扩充的复平面上，在无穷远点还有第二个 
临界点：在那里角度和在 z = 0 处一样，也扩 大 n 倍. 这样，可以比以前更精确地 
宣称 ， z 4 切 = ，是一共形映射，但有两个临界点 z = 0和 z 二& 

下面我们来讨论如 何代数 地研究复映射在无穷远处的性态.复反演将把 E 旋 
转使得 N = oo 的一个邻域变成5 = 0的一个邻域.所以，为了考查无穷远点附近 
的性态，我们先作复反演再考查原点附近的性态.从代数上说，为了在无穷远处研 
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究 f(z), 我们应该在原点附近研究 F ( z ) 三 f ( l / z ). 例如 /( Z ) 在无穷远处为共形, 
当且仅当 F ( z ) 在原点共形. 

例如，若 /⑷= (z + l ) 3 /( z 5 - Z ), 贝 iJ F ( z ) = z 2 (l + z) 3 /(l - z 4 ), 它在原点有 
二重根.这样，我们以前只是说“当 Z 趋近无穷远时/⑷如 (1/Z 2 ) 一样消逝”，我 
们现在可以（更精确地）说， /( Z ) 在 Z = OC 处有二重根. 

这个过程也可用来把多值函数的支点概念扩大到无穷远点.例如，若 /( Z ) = 
log(z), 则 F(z) = -log(z). 所以/⑷不仅在 z = 0 处有一个对数支点，它在 z = oo 
处还有一个. 


3.4.5 球极射影的公式* 

我们将在这一小节中导出把 C 中 z 点的坐标与其在: E 上的球极射影;？联系 
起来的显示的公式.这些公式将会在研究非欧几何时用到，但若不打算去读第6章， 
跳过这一小节也无妨. 

一开始，我们用 z 的笛卡儿坐标 z = x + iy 来描述^类似地，设（ X , y, Z ) 是 
S 上的5之笛卡儿 坐标； 这里取 X 轴和 Y 轴即为 C 上的: r 轴和2/轴，所以 Z 
轴通过 iV . 为了能自如地应用这些坐标，先请检验一下以下的事实，看看你对上面 
讲的是否都清楚了： S 的方程是 X 2 + F 2 + Z 2 = 1, iV 的坐标是 (0,0,1), 类似地， 
S = (0,0, -1), 1 = (1,0,0), % = (0,1,0), 等等. 

令 2 e C 的球极象是; g ， 现在来求用球极象 S 的坐标( X , Z ) 来表示 z = x+iy 
的公式.由5向 C 作垂线，设其垂足是 z f = X -^ iY . 很明显 z 与 〆 对 z = ◦ 方向 
相同，故 


现在看图 3-23a, 那里画的是乙和 C 与通过 7V 和 i 的垂直平面的截口；注意，这 
个截口也一定包含 〆 与 z . 由图上所画的斜边为与 iVz 的两个直角三角形的 
相似，立即可得[练习] 

M : 1 

M — U 


于是就有第一个球极射影公式 


x -\-iy = 


X + iY 
l-Z 


(3.19) 


现在用这个公式反过来求把 S 的坐标 ( X , Y , Z ) 写成 z 的坐标 z = x + 印的公 
式，因为[练习] 
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可以得到[练习] 


X + iY = 


2 z 

T^T 


2 x + i 2 y 
1 + x 2 + t/ 2 5 


Z 


kl : 


1叩 + 1. 


(3.20) 


用三个坐标 ( X , Y , Z ) 来描述 S 虽然时常是方便的，但肯定不自然，因为球面 
内在地是 2 维的 • 如果我们代之以更自然的 （2 维的）球坐标 （0,0) 来描述£，就会 
得到一个特别干净的球极射影公式. 

先回忆 一下^ 量度绕 Z 轴的转角，而0 = 0是通过正 X 轴的垂直 平面； 故 
对 C 中的点 z ， 0就是通常的由正实轴转到 z 的转角，角0的定义则如图 3-23 b 所 
示，是点 iV 和£在 5] 之球心所张 的角： 例如赤道平面相应于0 = (ji/2), 我们规定 

0 ^ 0 ^ Jt. 

若 Z 是坐标为（也 0) 的点2的球极射影，显然有 z = re ， 所以现在只需求出 
作为0的函数的 r ， 由图 3-23 b 很明显,三角形 N 乏 S 与 NQz 相似[练习]，而且因为 
^NSz = (0/2), 立即有 r = cot (0/2) [练习].所以，新的球极射影公式是 


z = cot (( f )/2) e ie . (3.21) 

我们将以两个应用来说明这个公式.我们还将在习题8中说明如何用这个公式来 
对球极射影给出另一种美丽的解释，那是应归功于罗哲尔.彭罗斯爵士的. 

第二个应用是重新导出 (3.18). 和上面一样，令 S 是 S 上坐标为 (0, 0 ) 的一般 
点，呵】是当 S 绕实轴旋转后由 i 得的点 . jl 青验证一下（最好用一个桔子来验 
证)，5的坐标是 （tt - 也 -0). 所以，如果？是至的球极射影，则有 

e ~^ = 1 c ~i0 = I 

cot(</>/2) z 


z = cot 


这就是 （3.18) 式 

作为第二个应用，先回忆一下，位于球面上一直径两端的两点（例如南极和北 
极）称为互为对径点，现在证明 


①这是美国的 习惯； 在我的祖国英国， G 与4> 则是反过来的，图 3-23 b 就是英国习惯.(中国的文献中使 
用的是美国习惯.——译者注） 
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若 P 与4是 E 的对径点，则其球极射影 V 与 q 之间有关系式 

^ = -(l/p). (3.22) 

换一个说法就是 g = - T c { p \ 其中 C 是单位圆周.注意， p 与 g 的上述关系其实是 
对称的（显然本应如此 )： p = ~( l / q ). 为了证明 （3.22), 请先自行验证一下，若 f 的 
坐标为（0,0)，则4的坐标是 ( jt -0,^ + 0). 证明的其余部分与上例的计算几乎完 
全相同.习题6给出一个初等的几何证明. 


3.5 默比乌斯 变换： 基本结果 

3 . 5.1 圆周、角度和对称性的保持 

由 (3.3) 我们已经知道，一般的默比乌斯变换 M ( z ) = ^可以分解为如下一 
串比较初等的 变换： 一个平移、一个复反演、一个旋转、一个伸缩和第二个平移. 
因为每个这样的变换都保持圆周、角度和对称性，所在立即可得以下的基本结果. 

• 默比乌斯变换映圆周为圆周. 

• 默比乌斯变换是共形的. 

• 若两点关于一圆周对称，则它们在默比乌斯变换下的象关于此圆周的 
象也是对称的.这件事称为“对称原理”. 

我们知道圆周 C 将被映为圆周——当然直线现在也为归于“圆周”之中—— 
但被 C 所围的 圆盘又 如何？我们先来给出一个有用的思考圆盘的方法.设想你依 
逆时针方 向绕着 C 行走； 你的运动将赋给 C 一个所谓的正的 方向. 有正方向的圆 
周把平面分成了两个区域，可以确定圆盘这个区域必在你的 左侧. 


现在考虑 (3.3) 中所列的四种变换对圆盘以及包围它的正向圆周的效果.平移、 
旋转和伸缩都既保持 C 的方向，又把 C 的内域映到 C 之象6的内域.然而，复反 
演对 C 的?女果则要依赖于 C 是否把原点包含在其内域.如果 C 不包含原点在其 
内域，则5与 C 有相同定向，而且 C 的内域被映到5的内域，看一看图 3-24 就 
马上能日|白这一点.若 C 包含原点在其内域，则6与 C 有相反定向而 C 的内域 
被映为6的外域.若 C 通过原点，则其内域被映到有向直线6的左侧，见图 3-25. 
总结起来，有 

默比乌斯变换映有定向的圆周 C 为一有定向的圆周， 

而且使 C 左侧的区域被映到 C 左侧的区域 (3.23) 
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K/ 




3.5.2 系数的非唯一性 

要想确定一个特定的默比乌斯变换 M ( z ) = 雜 ,从表面上看似乎需要确定四 
个复数 a , b , c , d , 称为默比乌斯变换的系数.用几何的话语来说,为了确定一个特定 
的默比乌斯变换，我们似乎需要知道四个不同点的象.然而，这是不对的. 

如果 A : 是一个任意的（非零）复数，则 


az - j - b 
cz - j - d 


= M ( z )= 


kaz + kb 
kcz + kd 


换句话说，把系数都用乘，会给出同一个映射，所以只有系数的比才起作用.因 
为只需三个复数一一例如 ( a /6),(6/ c ),( c / d ) ——就足以定下这个变换.我们猜想 
(以后还要证明)， 


存在唯一的默比乌斯变换，把任意3点变为任意3个其他点. (3.24) 

逐步确立这一结果的过程，将把我们引导到默比乌斯变换的进一步的重要性质. 

如果你读了第1章的最后一节， （3.24) 可能会向你敲起 警钟： 研究欧氏几何所 
需的相似变换也是由其在三个点上的效果来确 定的. 事实上我们在那一章里看见, 
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这种相似变换可以用形如 /( z ) = az + b 的函数来确定，这些函数其实也是默比乌 
斯变换，只不过是特别简单的一种.然而，为使这种相似变换存在,象点必须构成一 
个三角形，且与原来的点所成的三角形相似.但在默比乌斯变换的情况下则没有这 
种限制，这就为更灵活的非欧几何开辟了道路，默比乌斯变换在这种几何中起“运 
动”的作用.这种几何是第6章的主题. 

现在对默比乌斯变换系数的非唯一性作一点进一步的说明.记住在本章之始 
就说过，有意义的默比乌斯变换必是非奇异的，即应有 (ad - be) ^ 0. 因为如果 
㈣ - 化 ）= 0,则 M(z) = 韻 把整个复平面压成单个一点 （ d/c). 若 M 是非奇异 
的，我们可用 fc = ± l / V ^ Yc 去乘它的系数，而新系数满足 


(ad — be ) = 


这时就说默比乌斯变换已 经规范化了. 在研究一般的默比乌斯变换的性质时，让它 
具有规范化的形式十分方便.然而，在 用特定 的默比乌斯变换作计算时，最 好不要 
把它规范化. 

3.5.3 群性质 

映射 

z w = M ( z) =——— (ad — be ) ^ 0 

CZ 十 CL 

除了能保持圆周、角度和对称性以外，还是一一的满射.意思是说，如果给定了 
平面上任一点则在;2平面上必有一点（而且仅有一点) Z 被映 射到似 我们可以 
显示地找出逆映射 z = M ~ l ( w ) 来证明这一点.从方程 w = M ( z ) 中解出 Z 
并以 w 表示，我们发现[练习] M - 1 也是一个默比乌斯变换 

M -^ z ) = dZ _ b • (3.25) 

w -cz + a v } 

注意，若 M 已规范化，则 M - 1 自动地也 是规范化的. 

如果观察黎曼球面上的诱导映象，就会发现非奇异的默比乌斯变换在整个 2 球 
面之点与整个 w 球面之点（即包括无穷远点）间建立起一个一一对应.事实上， 


M ( oo ) = ( a / c ), M (— d / c ) = oo . 


利用 （3.25) 可以检验 M -\ a / c ) = oo 和 M - 1 —) = -( d / c ). 
其次,考虑两个默比乌斯变换 


M 2 (z) = 


a2Z + b 2 
C 2 Z + d 2 


与 M ± ( z ) = 


a\Z + b\ 
C\z + d \ 


的复合 M 三经简单计算即知 M 也是如下的默比乌斯变换[练 习]: 


M ( z ) = ( M2 o Mi )( z )= 


( a 2 ai + b 2 ci)z + (叱卜 + b 2 di ) 
( c 2 ai + d 2 ci)z + ( c 2 6 i + d 2 di ) 


(3.26) 
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从几何上看很清楚,若与 M 2 都是非奇异的，则 M 也是.在代数上这肯定不是 
显然的，但在本节后面我们将引入一个新的代数方法使之成为显然的. 

如果你读过“群论”，或读了第1章最后一节，你会看到，我们现在已经确定了 
以下 结论： 非奇异默比乌斯变换的集合在复合下成为一个群. 因为⑴恒等映射 
= z 属于这个 集合； （ ii) 此集合中两个元素的复合给出集合中第三个 元素； （ iii) 
集合中每个元素均有逆，且也在此集合中. 

3.5.4 不动点 

为了证明 (3.24), 下一步是来 证明： 若有一个默比乌斯变换存在，把三个给定 
的点映为另外三个给定的点，则它必是唯一的.为此目的，我们现在要引入默比乌 
斯变换的不动点这个极其重要的概念.一般地说，对于映射/, 一个点 p 如果适合 
f{p) = P ，就： P 称为其不动点，这时我们也说 p “被映到自身”或“保持不动注意, 
在恒等映射 z h 5(z) = z 下，每一点都是不动点. 

于是一般的默比乌斯变换 M(z ) 的不动点就是方程 


的解.因为这方程只不过是变了样子的二次方程，故有 

一个默比乌斯变换除非是恒等映射，最多有两个不动点. 

由以上结果可知，若已知一默比乌斯变换有多于两个不动点，则它必是恒等映 
射.这就使我们能证明 (3.24) 的唯一性部分.设 M 和 iV 是两个默比乌斯变换，同 
映三个已给的点（设为 q, r, 5) 为另外三个已给的点.因为 (N- 1 o M ) 也是默比乌 
斯变换，且也有不动点 g,r , 5 , 可知 iV- 1 。 M 是恒等映射而且有 N = M. 证毕. 
我们现在把不动点明显地写出来.若 M(z) 已经规范化，则下式 


c _ (a - d) 士 d) 2 — 4： 

€土 = 2c 


(3.27) 


给出了它的两个不动点匕与二[练习].在 （a + d) = 士2的例外情况下，两个不动 
点重合为一个不动点^ = (a- d)/2c, 这时的默比乌斯变换称为是抛物型的. 

3.5.5 无穷远处的不动点 

若 c # 0,则两个不动点都在有限平 面上; 我们现在讨论这样一件事，即当 c = 0 
时,至少有一个不动点在无穷远处.若 c = 0,则默比乌斯变换形如 M(z) = Az + B, 
而我们已经讲过，它表示复平面的最一般的“保向’，相似变换 （B 卩“共形的 ”). 若记 
A = pe' 则这个变换可以看作是由一个以原点为中心的旋转 a, —个以原点为中 
心的伸缩 p， 最后还有一个平移 B 复合而成.让我们在黎曼球面上可视地看一下这 
个变换都是什么. 




图 3-26 a 画的是 C 上的旋转^ h 诱导出 S 绕其垂直的轴旋转同样的角 
度 a (图上画的是 a 〉0的情况 ). S 上的水平圆周（即纬圈）按箭头方向旋转成其 
自身，所以称为此变换的不变曲线.图形让我们形象地看出，这种旋转的不动点是 
0 和 oo . 注意，经过这些不动点的（大）圆（它们与不变圆周正交，因而是子午线大 
圆)，变为另外的子午线大圆.这个纯粹旋转是一类所谓椭圆型默比乌斯变换最简 
单的原型. 


椭圆型 

N 4 


斜驶型 

[C] / 


抛物型 

[d] 


图 3-26 b 则画出了相当于 C 中以原点为中心的膨胀2 4 pz 在 S 上诱导出的 
变换，这里 p 〉1.若 p < 1,则有 C 上的压缩，而 I ：上的点则向南而不是向北运动. 
仍然很清楚，不动点是0与 oo , 但图 3-26 a 中的两族曲线的作用则要 反转： 现在不 
变曲线是过两极点处的不动点的大圆（子午线大圆)，而与它们正交的圆（纬圈）变 
为别的纬圈.这种纯粹的伸缩是另一类所谓双曲型默比乌斯变换最简单的原型. 

图 3-26 c 画的则是图 3-26 a 的旋转与图 3-26 b 的伸缩合成的效果.这时不变曲 
线是图上画出的“螺旋”形的 曲线； 而图 3-26 a (图 3-26 b ) 上画出的两族曲线作为整 
体都是不变的，即是说，每一族中的元变成同一族中的其他元.这种旋转加伸缩就 
是斜驶默比乌斯变换的原型，椭圆型和双曲型默比乌斯变换是其最重要的特例. 

最后，图 3-26 d 画的是平移，因为在 C 上不变曲线就是平行于平移方向的直线 
族， S 上的不变曲线则是在 oc 处有公共切线的圆周族，这个公共切线则平行于 C 
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中的不变直线•因为 oc 是其唯一的不动点，纯粹的平移就是抛物型默比乌斯变换 
的例子. 

以上的讨论有下面的 结论： 

一默比乌斯变换在 oo 点有不动点，当且仅当它是相似变换 
M(z) = {az + b). 此外， 00 是唯一不动点，当且仅当 M ⑷为 
一平移： M(z) = (z-\-b). (3.28) 

以后我们将用此来 证明： 每个默比乌斯变换都在一定意义下等价于图 3-26 的 4 种 
类型之一（而且只等价于其中之一 ). 

3.5.6 交比 

回到 (3.24), 我们已经证明了，若能找到一个默比乌斯变换 M 把已知三点 g, r*, s 
变成另外三个已知点则 M 是唯一的.这样，余下的就是要证明这样的 M 
确实存在. 

为了看出这一点，第一步，我们以后总选同样三个点第二步则是写出 
把任意 q ， r，s 映到这组特定的 q'r's ， 的默比乌斯 变换； 用 M qrs (z) 来记它.用同 
样的方法也可写出 M 听. 由群性质,现在容易看到 


^ = -^qr^ ° Mqrs 

是一个默比乌斯变换，它先把 q,r ， s 变为 q 、 r ， 乂 然后再变为其就是所求的 
默比乌斯变换. 

真正巧妙之处在于如何选取 q \ r f , s , 使得写出 M qrs { z ) 成为易事.我们本不想 
玩帽子里变出兔子的戏法，但不妨试一下/ = 0， 〆 =1，/ = oo . 随着这一特殊的选 
择，也出现了一个特殊的标准的 记号： 映三个已知点 q , r ， s 依次为0, 1, oo 的唯一 
的默比乌斯变换记作 [ z , q , r , s ]. 

为把 g 映到 q ' = 0, s 映到/ = oo , [ z . q ^ s ] 的分子分母分别含有因子 （z - g ) 
和 （z - S ). 所以 [ z ， g ， r ， S ] = A : ( fEf ), k 是一个常数，最后因为 r 被映到1，所以 

= 我们得到 


[W ， s] = 


{ z - q ){ r - s ) 

( z - s )( r - q ) 


其实这个结果并不像从帽子里变出兔子那么怪.比默比乌斯的研究还早约200 
年，德沙格 Q 就发现了这个式子在射影几何中的重要性，而称它为(依这个次 

① Girard Desargues, 1591 一 1661 ，法国数学家 .-一 译者注 
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序， 的交比.关于它在这方面的意义，习题14中有简明的解释，但是我们请读者 
参阅 Stillwell [1989,第7章]可知更多细节与背景. 

现在我们可以把 （3.24) 以更明显的形式重述 如下： 

唯一的变 q 、 r 、 s 为另外三点 q , r , s 的默比乌斯变换 z ^切= 

M ( z ) 由下式给出： 


(w — q)(r — s ) 
( w - s )( r - q ) 


= [ w , q , r : s \ = [ z , q , r , s ]= 


(之- Q)(r - s ) 
( z - s )( r - q ) 


(3.29) 


在每个具体情况下，很容易由此式解出 w 以得出 w = M ( z ) 的显式,但我们没有这 
样做. 

(3.29) 可以用许多有助的方式来重述.例如，若一默比乌斯变换映四个点 
分别为则交比不变: [ p , g , r , S ] = [ p ^, r , S ]. 反过来若 p , g ， r , S 的交比与 
p ^ r , s 的交比相等，则前四点可用一个默比乌斯变换依次映为后四点. 

回忆一下 （3.23), 我们也可得出以下结果（见图 3-27)： 

令 C 为2平面上过 q ， r ， s 的唯一圆周，而这三个点按其定向排 
列.类似地，令 C 为 w 平面中过的唯一有定向圆周.这 ^ 

时，由 （3.29) 给出的默比乌斯变换映 C 为5,而且将位于 C 之 
左侧的区域映为位于6左侧的区域. 



这个结果反过来又给我们一个关于交比的更生动的图像 ： w = [ Hr , s ] 是;2： 
在这个唯一的默比乌斯变换下之象,这个默比乌斯变换把过 q ^ s 的有定向圆周映 
为实轴，而把这三个点分别映为 0, l , oo . 如果 q ， r , s 在 C 上有正定向，则 C 的内域 


①若改变这个次序将得到交比的不同值.不幸的是，对于应该按哪种次序才称为交比并无硬性的规定. 
例如，我们的定义与 Carathedary [1950], Penrose and Rindler [1984], Jones and Singerman 
[1987]- gC , 但与同样很常用的 Ahlfors [1979] 的定义则不同. 

(Ahlfors M z , q , r,s 的交比定义为 ㈢ ，并记作注意到 fEf 是两个复数之比， 

其长度是 jf 三!|，角度为 arg ( 2 - q )- arg (^ - s ). 这个比称为“单比”，有时也记作 [ z , q , s ]. 于是 
交比就是“单比” 之比： [ z , q , r , s ] = [ z , q , s ]/[ r , q , s ], 所以又称“复比”或“非调和比”，它的许多重 
要性质都可由这个几何解释来说明.请参看本章习题 16. ——译者注） 
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被映到上半 平面； 若有负定向则 C 的内域被映到下半平面.这一点在图 3-28 上画 
了出来，由它我们立即导出圆周 C 的一个干净的 方程： 

一点 p 落在过 q , r : s 的圆周 C 上，当且仅当 


Im [ p , g ， r ， s ] = 0① 

此外，若 g ， r , s 在 C 上是正定向（如图 3-28 所 示)， 则 p 在 C 的 
内域当且仅当 Im [ p , q , r , s ] 〉 ◦，若 g ， r , s 在 C 上有负定向，则不 
等式要改成 <0. (3.31) 

习题15中给出了一个更初等的证明. 



3.6 默比乌斯变换作为矩阵* 


3.6.1 与线性代数的联系的经验上的证据 


当你读到默比乌斯变换的群性质时，你可能会感 到似曾相识， 因为我们得到的 
结果引人注目地令人想 到线性代数中 矩阵的性态.但是默比乌斯变换和矩阵至少 
在外表上颇不相同，那么，何以默比乌斯变换与线性代数会有 联系？ 在解释 其理由 
之前，我们先把相信二者确有联系的经验上的证据说得更加明白一些. 

我们先把每个默比乌斯变换 M ( z ) 与一个 2 x2 矩阵 [ M ] 对应 起来： 


M ( z ) = 


az -\-b 
cz -\- d 


: M: 


a 


d 


因为默比乌斯变换的系数是非唯一的，其相应的矩阵自然也是非唯 一的： 若 k 是一 
非零常数，则 MM ] 应与 [ M ] 相应于同一个默比乌斯变换.然而，若令 ( ad - bc ) = l 

①这就是说, p ， g , r , s 四点共圆的充分必要条件是 [ p , q , r , s ] 为实.实际上，由上一个脚注， [ p , r , s ] = 
-这里化，心分别为由 （p _ s ) 到 （p — g ) 之角，与由 （ r 一 g ) 到 （ r — s ) 之 

间的角，上式取实值当且仅当心-02 = 0或 Jt ， 这就是初等几何中四点共圆的条件.请参看习题15 
之图，由它即得 p , q , r , s 共圆，其逆亦真.用类似方法即知， p ， q，r 三点共线的充分必要条件是它们 
的单比 [ p , g , r ] 为实.这一点说明了交比与单比的几何意义.——译者注 
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而把 [ M ] 规范化，则相应于同一个默比乌斯变换恰有两个可能的矩阵；若称其一 
为 [ M ], 则另一个为- [ M ]; 换言之,矩阵可以确定到“相差一个符 号”. 这个看来平 
凡不足道的事实，后来发现在数学与物理中却有深刻的含义；请参看 Penrose and 
Rindler [1984, 第 1 章]. 

这里很容易发生混淆，所以给出 警告： 在线性代数中我们习惯于把一个 2 
矩阵想作是表示 M 2 中的线性变换——而且也应该这样想.例如 G 1) 就表示平 
面旋转 (Jr/2). 就是说，当我们让它作用于 M 2 中的向量 （=) 时，有 


0 


1 


0 



j 旋转 ( Jt /2) 


与此截然不同的是，相应于默比乌斯变换的矩阵^ ^之元一般是 复数， 因而不 

能看作是 M 2 中的线性变换.即使令这些元是实数，也不能看成 M 2 中的线性变换 • 
例如矩阵 G 1) 相应于默比乌斯变换 M ( z ) = -(1/z )， 它肯定不是 C 中的线性变 
换.为了避免混淆，我们在记号上采纳以下规定 ：采用 圆括号 （） 表示 股 2 (或 C ) 上 
的线性变换，而方括号 [] 则表示与 C 上的默比乌斯变换所相应的矩阵（这个矩阵 
一般地为复的). 

尽管有这个警告，默比乌斯变换与表示它的矩阵之间却有惊人的平行性： 

• 恒等默比乌斯变换 f (岣= z 对应于恒等矩阵 [£}=[1 ；*• 

• 具有矩阵 [ M ] = ^ ^的默比乌斯变换 M ㈤ 当且仅当此 矩阵有 逆时才 

有逆.因为回想一下 [ M ] 为非奇异当且仅当其行列式 det [ M ] = ( ad - be ) 为 
非零. 

• 看一下 （3.25), 我们知道逆默比乌斯变换 M ~\ z ) 的矩阵正是逆矩阵 [ M] - 1 
(注意这里设 M 为规范化了的)，写得更明白些，有 

[Af- 1 ] = [M]" 1 . 

• 在线性代数中我们用矩阵之积来作其复合，事实上,矩阵乘法法则就是由此 
而来的.如果我们把相应于默比乌斯变换 M 2 ⑷和 M ^ z ) 的矩阵 [ M 2 ] 与 
[ Mi ] 相乘，则可得到 


Ci2 b<2 

ai bi 


d2^i + 62C1 

<22^1 + ^2^1 

C2 d2 

Ci d\ 


C2 a l + ^2 c l 

C2^i + d^di 


但是再看 (3.26)! 上式就是复合的默比乌斯变换 (M 2 oM 1 )(z) 的矩阵.所以，默比 
乌斯矩阵的乘法相应于默比乌斯变换的复合： 
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[M2][Mi] = [M2 0 Mi]. 

3.6.2 解释： 齐次坐标 

很清楚以上一切不可能是巧合，那么，究竟发生了什么？！答案是简单的，然而 
也很微妙.为了理解这一切我们先用一类完全新的坐标系来描述复平面.我们不再 
把复数用两个实数来 表示 ： z = x + iy ， 而把它写成两 个复数 31 与 32 之比① 

32 

有序的复数对 [31,32] 称为复数2 的齐次坐标. 为使这讲的比有适当定义，我们 
要求 [31,32]^ [0,0]，对每一个有序对 [ 31 任意， 32 # 0]，恰有一个复数 z = ( 31 / 32 )与 
之对应,但对复平面的每一个点 a 有齐次坐标的无穷集合 [ k ^ k d2 } = A :[ 3l , 32 ] 与之 
相应,这里的 A : 是一任意非零复数. 

形如 [3 i ,0] 这样的复数对表示什么？令 31 固定而 32 趋于0,很清楚，必须把 
[31.0] 与无穷远点等同起来.所以，复数对[31,3 2 ]的全体为扩充的复平面提供了坐 
标. 引入齐次坐标就在代数上完成了引入黎曼球面对于几何学所做到的事 一 它 
免除了 OC 的例外的作用. 

正如我们用 M 2 来记 实数对 （ A 2/) 之集合一样，我们用 C 2 来记 复数对[ 31 , 32 ] 
的 集合. 为了凸显 R 2 与 C 2 的区别，我们用圆括号 （ x ,2/) 表示 R 2 之元，而用方括 
号 [31,32] 表示 C 2 中之元. 

正如 K 2 中的线性变换可以用实 2x2 矩阵来表示一样， C 2 中的线性变换则用 
复 2 x 2 矩阵来 表示： 


3 i 

1—► 

mi 


a b 

3i 


aii + bi2 

_ 32 


ro 2 j 


c d 

_ 32 _ 


ch + d^2 


但若把[ 31 ， 32 ]和分别看作 C 中的点 z = ( 31 / 32 ) 及其象点 w = ( mi / m 2 ) 
的 C 2 齐次坐标,则上述 C 2 中的线性变换将诱导出 C 中的下述（非线性） 变换： 

z = ^1 ^ w = ^1 = a 3 i + h l2 = 0 ( 31 / 32 ) +办 = az + b 
32 cji + di2 c(3i/ 3 2 ) + d ~~ cz + d' 

这正是最一般的默比乌斯变换！ 

我们就这样解释了，何以 C 中的默比乌斯变换与线性变换如此相似 它们 

就是线性变换，只不过它们作用于 C 2 的齐次坐标上，而不是直接作用于 C 中的点 
上. 

①请读者特别注意，以下使用了不同的字体来表示不同的 概念. 除了上面说的用 （） 表示 R 2 中的 
线性变换及其矩阵，而用 [] 表示 C 2 中线性变换及其矩阵外， R 2 中的元的笛卡儿坐标用通常的拉丁 
字母表示，它们构成的向量用相应的 黑体； C 2 中的元（及其齐次坐标）则用这些字母的手写花体 
(Praktur) 表示，它们所成的向量则用相应的黑体表示.-译者注 
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和交比一样,齐次坐标首先也是出现在射影几何中，因此也就称为射 影坐标 .要 
想更详细地了解这个思想的历史，请参看 Stillwell [1989, 第 7 章].我们还不能不提 
到，近来，采用齐次坐标是爱因斯坦相对论的巨大的概念上的进展（也是强有力的 
新计算技巧）的关键.这一整套开创性的工作应归功于罗哲尔.彭罗斯爵士.详见 
Penrose and Rindler [1984], 特别是其第 1 章. 

3.6.3 特征向量与特征值 * 

上面把默比乌斯变换表示成矩阵给了我们进行计算的漂亮而且实际可行的方 
法.然而，意义更为重大的是，它也意味着我们在发展默比乌斯变换理论的过程中， 
突然有了一条新道路，可以通向属于线性代数的一大套新思想和新技巧. 

我们从一些很简单的事开始.我们前面提到过,两个非奇异默比乌斯变换的复 
合仍为非奇异的，这在几何上是很明显的，但在代数上则远非如此.我们的新观点 
改正了这一点，因为只需记住行列式的下述初等性质 即可： 

det{[M 2 ][Mi]} = det[M 2 ] det[Mi]. 

这样，如果 det[M 2 ] 一 0, det[Mi] ^ 0, 自然有 det{[M 2 ][Mi]} ^ 0, 这就是我们 
想要证明的.这也对于使用规范化的默比乌斯变换的优点有了新的看法.因为若 
det[M 2 ] = 1, det[Mi] = 1, M det{[M 2 ][M!]} = 1. 这样，规范化的 2 x 2 矩阵构成一 
个群 一 非奇异矩阵的整个群的子群. 

作为第二个例子，考虑 C 2 中的线性变换 [ M ] = ^ ^的特征向量.特征向 

量的定义就是这样一个向量 3 =匕)，其“方向”在变换下不变，即它的象只不过是 
原向量的倍数 A 3; 这个倍数因子 A 称为此特征向量的特征值.换言之，特征向量必 
满足以下 方程： 


a 

b ' 


3 i 

=A 

3i 

C 

d 


. 32 _ 


_ 32 _ 


用相应的 C 中的默比乌斯变换来说，这意味着 z = (3 i / 32 ) 被映为 M ( z ) = (A31/A32) 
=^,所以 


^ — ( 3i / 32 ) 是 M { z ) 的不动点，当且仅当 3 = 3 1 

L32 J 

征向量. 


为 [ M ] 的特 


(3.32) 


注意，这种方法的一个直接的好处是，在有限远不动点和 oo 处的不动点之间 
再也没有实在的区别了，因为后者只不过是对应于形如的特征向量的不动点 
而已.例如，看一看我们可以多么漂亮地重新导出： oc 为不动点当且仅当 M [ z ) 为 
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一相似变换.若 oo 为一不动点，则 


3i 


a b 


3i 



0 


c d 


0 


_ C31 


这样 c = 0, X = a 而且 M(z) = (a/d)z + (6/ d ), 即为一 * 相似变换. 

回想一下，若矩阵表示默比乌斯变换 M ( z ), 则将之元全乘以 fc 所得 
的矩阵 k[M] 也表示这个变换.特征向量承载了关于 M(z) 的几何信息这件事表现 
在特征向量与 fc 的选取无关上.事实上，若 3 为 [ M ] 的一个特征向量（特征值为 
A ), 则它也是 k[M] 的特征向量,但是相应于另一特征值 fcA : 

{k[M]^} = k\y 

既然特征值确实依赖于&的任意选择，看起来特征值与映射 M(z) 的几何本性无 
关.然而，令人十分惊奇的 是：若 是规范化的，真实情况恰好相反！我们将在下 
一节 证明： 规范化的矩阵 [ M ] 的特征值完全决定了相应的默比乌斯变换 M ⑷的 
几何性质.在等待这一结果时，让我们对特征值作进一步的研究. 

回忆一下， [ M ] 的特征值是所谓特征方程 det {[ M ] - \[£}} = 0 之根，这里问是 

恒等矩阵^ 利用 [ M ] 已规范化这一事实，我们知道特征方程如下[练 习]: 

A] — ((2 + (T)X -)-1—0, 


它可以写为（以后要用到这一点) 


A + "r = a d . (3.33) 

A 

关于这个方程，我们注意到的第一件事是，在典型情况下，它有两个特征根& 

与 A 2 , 而且它们全由 (a + d ) 之值决定.检查一下特征方程的系数立即可得出 

A1A2 = 1 且 Ai + 入 2 = (a + d ). (3.34) 

这样，若已知&，则 A 2 = (1/ A 0. 强调这一点是因为如果只从特征值的公式 

Ai ，入2 = - | (a + rf ) ± \/(a + d ) 2 — 4| 

来看，这件事并不显然. 

线性代数爱好者会很快地认出， (3.34) 只是关于 nxn 矩阵 iV 的特征值 A l5 A 2 , …， 
A n 的一般结果 


A1A2 ••- A n = det iV , Ai + 入 2 + ... + An = triV 
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的一个特例，这里 triV 三 （iV 之主对角线上元素的和） 称为 N 的迹.为了今后的 
应用，回想一下迹函数的以下的很好的 性质： 若 iV 与 P 都是 nxn 矩阵，则 

tr { NP } = tv { PN }. (3.35) 


在 2 x 2 矩阵的特例下（我们以后仅需这一点)，这可以通过直接计算来证明丨练习]. 

3.6.4 球面的旋转作为默比乌斯变换* 


这一小节是选读的，因为它的主要结果只在第6章中需要.此外，在第6章里， 
可以用一个好得多也简单得多的方法得到同样的 结果； 这一小节的目的仅在于进一 
步说明默比乌斯变换与线性代数之间存在的联系. 

我们来研究 C 2 中的两个向量 p 与 q “正交”可能是什么意思 . M 2 中的两个向 
量 P 与 q 为正交当且仅当它们的点积为0: 

P + q= (: 1 )'(: ) = Piqi + P2Q2 = 0- 


所以对于 C 2 中的复向量 p 和 q , 采用同样的规定：若： p • q = 0 ,则定义 P 与 q “正 
交”似乎也是很自然的.但这是不行的，特别是，我们希望一个非零向量与自己的 

点积为正,但举例来说，我们有 f M = 0,看来，点积并不适用于 C 2 . 

这个困难的标准解决方法是把点积 p • q 推广为所谓内积 ®〈 P ， q 〉 三吞 . q : 


(p^ q) = 




= Piqi +P 2 q2- 


我们不能说明何以这才是“正确”推广的全部原因，但是应该看到，内积也具有点 
积的以下的很好的 性质： 


〈私，和〉> 0,而 ( p ， P 〉 = 0当且仅当 m = 0 = p 2 ； 

〈p + q, r 〉 = 〈 p ， r> + (q,r) 以及 〈 r，p + q) = (t,p) + (r,q). 

然而，它不是可交换的： 〈 q ， p 〉=^ y . 

我们现在 约定： 说 p 与 q 为“正交”的，当且仅当 

<p 5 q> =Piqi +^2^2 = o. 

如果用点 p = ( Pi / P2 ) 与 9 = ( qi / q 2 ) ( p , q 是它们的齐次坐标）的语言来说，这种“正 
交”的意义是什么？答案很令人吃惊.因为很容易验算，以上方程表示 g = -(1/ 约 , 
所以我们可由 (3.22) 导出： 

①第 1 章中定义的点积（或称数量积）在多数文献中也称为内积 . 在有必要对实与复情况加以区分时 , 
则称 1T 1 中的内积为欧几里德内积，而称 C 71 中的内积为厄米特内积.——译者注 
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C 2 中的两个向量为正交，当且仅当它们是黎曼球面的两个对径点的齐次坐标. 

设我们能找到 C 2 中一个可以类比于旋转的线性变换[刊——那么，相应的默 
比乌斯变换 R(z) 将诱导出黎曼球面 S 上的什么变换？所谓“可类比于 旋转” 就是 
指问保持内积 不变： 


〈[ ii ] p ，[ i ?] q 〉 = ( p , q ), (3.36) 

特别是，这种[丑]把 S 上的每一对正交的对径点，变为另一对正交的对径点.我们 
这里不作详证，只指出因为 S 上的这个变换也是连续且共 形的' 它就只能是 S 上 
的旋转. 

我们希望得到的内积的不变性 （3.36) 可以用一种所谓共扼转置②运算（用上标 
* 表示）来干净利落地表示.一个矩阵或向量的共轭转置是把其元素代之以其共轭 
复数，再把行列 对调： 


P = 

Pi 

氺 

= [Pl ， P2] ， 而 [ 丑 ]* = 

a b 

本 

a c _ 


P2 


c d 


b d 


因为内积现在可以用通常的矩阵乘法表示为 〈 p , q 〉= p * q , 而且 {[ i ?] p }* = p *[ R }*, 
我们看到， (3.36) 现在可以写为 


此式当 


[RYm = [<?] (3.37) 

时自然成立，线性代数中又证明了它也是必要条件. 

适合 (3.37) 的矩阵在数学和物理学中都极为重要，它们称为酉矩阵.在现在的 
规范化的2 x 2矩阵情况下，我们很容易发现最一般适合 （3.37 ) 的酉矩阵[蚓就是 
适合： [耶= [ R ]- 1 的 矩阵: 


L 6 d 」 L — c a ^ J 

在上面的推导中虽然留下了 一些令人不满的空缺，我们终于达到了 一个重要的 
真理： 黎曼球面的最一般的旋转可以表示为以下形状的默比乌斯变换 


① 如果它是不连续的，则它可以把 S 上两个对径的小块互相对调，但保持小块以外的点不动.如果它 
虽是连续的但却是反共形的，则它可以是把每一点映为其对径的点，或映为其对某一过 5] 中心的平 

② 这个运算 i 整个数学中意义重大，而且时常称为伴随运算，所以这里使用伴随 (adjoint) 二字更好. 

-译者注 
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R i z ) = 


az -\-b 
— bz -|- CL 


其实高斯早在 1819 年左右就最早地发现了它. 


(3.38) 


3.7 可视化与分类# 


3.7.1 主要思想 

虽然一般的默比乌斯变换 M ( z ) 之分解为较简单的变换 （3.3) 在获得新结果方 
面是有价值的，却使 M ( z ) 看起来比它原本的状况更复杂了.在本节中，我们通过 
更细致地考查其不动点来揭示其隐藏着的简 单性; 这使默比乌斯变换能更栩栩如生 
地可 视化. 在这个过程中我们将对前面提到的默比乌斯变换可以分成四类看得更 
加清楚，每一个 M ( z ) 将“等价于”图 3-26 所示的四种类型变换的一种而且仅只一 
种.这种分类格式背后的可爱的思想应归功于克莱因. 

一开始，设 M ( z ) 有两个不同的不动点 ^与 现在看图 3-29 之左图，特别 
是用虚线画的经过不动点的圆周族 Cl 如果把 M { z ) 看作一个把这个图形映为自 

身的映射 = 则 Q 中的每 个圆周将被映为 G 中的另一个圆周. [为什 

么？] 



再看图3-烈的左图.设 p (图上未标出）是过匕与的直线上的一点，但是 
位于连接不动点的线段之外.若 K 是以 p 为中心、 vW + M -] 为半径 的圆周，则 
匕与《_关于 K 对称.这样 if 必定正交于 Q 中的每 个圆周（见图 3-9 , 那里的 g 
就是现在的 P ). 改变 p 的位置就得到一族这样的圆周，记为 C 2 [图上的实线],使得 
与关于 C 2 中的每个圆周都对称，而 C 2 的每个元均正交于 G 的每个元. 
现在来讲主要思想：对图3- 2 9之左 图作一默比乌斯变换 F ( z ), 映不动点之一 
(设为到 ◦, 而映另一个不动点 （€_) 到 oo .图 3-29 之右图画出了左图在此默比 
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乌斯变换下的象.这种默比乌斯变换最简单的例子就是 



[注意,我们没有费心把它规范化 .] 因为 F 是默比乌斯变换,它必映 Q 之各个元为 
经过0与 oo 的圆周，即过原点的直线[右图虚线].此外，因为 F 是共形的，两条这 
样的直线在原点所含的角必等于 Q 中相应圆周在处所含的角.为了使这一点 
更容易看出来，我们把 Q 中的各个圆周过的方向都画得均匀地分布，使每两个 
相邻圆周的交角均为 (jt/6). 

作为一个附言，我们现在对正交于 Q 的圆周族 C 2 的存在有了第二个更简单 
的证明.因为图上画的以原点为中心的圆周（实线）都正交于过0的直线，所以它 
们在 F - 1 下的象必为正交于 Q 中每个元的圆周. 

其次，令？ = F { z ) 和 G = F ㈣ 为 z 和 w = M ⑷在 F 下的象.我们现 
在可以把 j 想作是把左图的默比乌斯变换 z^w = M ( z ) 变为右方的一个变换 
G 二 M ( z ). 更明确地说，有 

w = F(w) = F(M[z}) = F(M[F~ l (z)]), 

所以 〜 

M = FoMoF~ l (3.39) 


mjM 是三个 g 比乌斯变换的复合，它自己也是一个默比乌斯变换.此外，由构造 
M 的方法可知，及的不动点就是0和 oo . 但是我们已经看到，若一默比乌斯变换 
使这两点不动，它只能是如下形 式的： 


M { z ) = mz , 

这里 m = 只不过是一个 复数. 从几何上说，立正是由旋转一个角 a 与按因子 

P 伸缩复合而成. 

这个复数 m 不仅构成了对斤的完全的描述，而且我们马上就会看到，它也完 
全地刻划了原来的默比乌斯变换的几何本性.数 m 称为 M ( z ) 的乘子. 

3.7.2 椭圆型、双曲型和斜驶型变换 

在往下读之前，请回忆一下形如 M { z ) = mz 的默比乌斯变换的分类（见图 
3-26a,b,c). 

如果立是椭圆 g 的，即为相应于 m = 的纯粹旋转，就称 M ( z ) 为橢圆型 
默比乌斯变换 • 因为立当且仅当它把每一个以原点为中心的圆周映为自身时才是 
一个旋转，所以 M ( z ) 当且仅当它把中的每一个圆周都映为自身时才是椭圆型 
的，图 3 _ 29 右图画出了 a = ( jt /3) 时 M 对？的效果.在左图中可以看到 M 的相 
应的无疑义的 效果： 它让 z 点沿着它所在的 C 2 圆周运动，一直到达与原来过 z 的 
Ci 圆周成角 （ ji /3) 的 Ci 圆周为止. 




145 


图 3-30® 的目的是给这个默比乌斯变换一个更生动的形象.每个有阴影的“正 
方形”都被 M(z) 映为箭头所指的下一个有阴影的正方形——有一些正方形被涂 
上了黑色是为了强调这一点.这个图除一点以外可以看作是典型的.因为我们取了 
a = ( jt /3)， 所以连续映射6次就得到恒等映射，所以我们说 M 具 有周期 6 . 更一般 
的情况是 x = ( m / n )2 ji , ( m / n ) 是既约分数，则 M 具有周期 n . 当然这还不是典型 
的，更一般的 ( a /2 n ) 为无理数，则不论施行 M 多少次都不会得到恒等映射. 

如果 W 是双曲型的，即为一个纯粹的伸缩而 m = p^l 1 就称 M{z) 为 双曲型 
默比乌斯变换. 因为当且仅当立映每一条过原点的直线为其自身时它才是一个伸 
缩，当且仅当 M(z) 映每一个 Q 圆周为其自身时它才是双曲型的.图 3-31 画出了 
一个 P 〉1时的这种变换.注意，如果我们对任意图形（例如附近的黑色小正方 
形）连续地施加这个映射.则此图形总是 被从心 排斥出去，最终被吸入 f ， 这时， 
称为 排斥性不动点 ， €- 则称为吸 收性不动点； 若 m = p < 1, 则心和 的作用 
对调. 


①图上的阴影和黑色区域是受 Ford [1929, 19页]的启发画出来的.（注意，因为图上每个 C 2 圆都被 
分成 I 2 块，所以每一块只“占了” ( jt / 6 ) = 30。.——译者注） 
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最后，若 m = pe ia 为一般的复数，而 i 是一个旋转和一个伸缩的复合，立就 
称为 斜驶默比乌斯变换. 这时， G 圆周与 C 2 圆周均是不变的，图 3-32 上则画出了 
确为不变的曲线，这图上也画出了对匕附近的小正方形（黑色小块）连续施加 M 
的效果.在研究这个图形时,注意到下述结果是有好 处的： 

具有不 动点匕 以及乘子 m = pe ia 的斜驶型默比乌斯变换是下 
面两个变换的复合 （次 序无关 )： ⑴ 乘子为 m = e ia 而不动点为 (3.40) 
的椭圆型默比乌斯 变换； （ ii ) 乘子为 m = p 而不动点为&的 
双曲型默比乌斯变换. 



和双曲型变换一样，有一个不动点是排斥性的，另一个则为吸收性的.图 3-32 
中画的是 a 〉 0, p 〉1的 情况； 如果 a 为负，或如果 P < 1 , 图形看起来会是什么 
样？ 


3.7.3 乘子的局部几何解释 

在图 3-29 上我们其实是随心所欲地选择让而不是 （-被 F 映到0,在这个 
意义下,我们关于此乘子 m 的定义其实并不 清楚: 如果我们是让被映到0,则得 
到的 m 的新值与现已算出的 m 之值有何关系？ 

注意， （3.39) 可以写为（尸 oM ) = ( Mo /). 若记仏= M ㈤ ，再回忆一下 F 的 
定义，我们就有 



[这个公式常称默比乌斯变换的正 规形式 (normal form ).] 在其中将与互换就 
等价于将映到0 而且将心映到 oo . 这时我们就有 
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所以乘子就从 m 变为 (1/ m ), 而这两个值都同样有资格被称为“此”乘子.所以我 
们要把自己的语言弄精确一点，并称 (3.41) 中的 m 为 相应于 的乘子，有时也就 
写作 m + 以强调这一点.用这样的语言，我们刚才证明了的 就是： 相应于两个不动 
点的乘子互为倒数. 我们试着更从几何上理解这件事. 

再看图 3-29, 其中相应于匕的乘子是 m = 现在，我们想用图 3_ 3 0 来 

更直接地理解它而不借助于图 3-29 的右图.越是接 近心， C 2 中的圆周就越是像以 
为中心的同心圆周族.这是很容易理解的 ： （ A) 当我们考虑“的越来越小的邻 
域时， G 中的圆周就越来越像这些圆周在心处的 切线； （ B) 由定义， C 2 的各个元 
都与 G 之每个圆周正交. 

从这些说明就可以看得很清楚，（在 G 的无穷小邻域中) M 的局部效果就是以 
心为中心旋转 ( jt /3) ——这就是与“相应的乘子 m + = e « 3) 的意义.当然，类 
似的推理对的无穷小邻域也适用，但由图 3-30 可知 ，绕& 的正向旋转必然带 
来绕 C 的 大小相同方向相反的 旋转.所以 M 在匕处的局部效果是旋转-( V 3 )， 
而相应的乘子 m _ 就是 e - 咖 / 3 ) = ( l / m +), 这正是我们需要的解释. 

如果看图 3-31 就会看到在双曲型变换情况下也有同样的现象.在此图中与心 
相应的乘子是 m = p> 1 ,这一点可以解释为 ：在心 的无穷小邻域中， M 的局部 
效果是以“为中心的放大 我们马上就可证明，“局部放大因子”就是 P . 从此 

图上也可以看得很清楚，在 I 的无穷小邻域中， M 的局部效果是 压缩， 所以与此 
点相应的乘子是实的而且小于 1. 然而还不清楚，这个乘子是否正是 （1/ P )， 而我们 
知道必然是这样的.这当然也可以用几何方法证明，但是我们现在不去证明它，而 
只是满足于说明，我们原来的代数论证如何可以用 M 在各个不动点邻域的“局部 
效果”来从几何上重新解释. 

我们用 Z = { z - 心)和 W = { w -^ + ) 来记由 C + 连接到^点以 及由匕 连接到 
其象点 w = M ( z ) 的复数.我们已经指出了（而且部分地证明了)••若 Z 是无穷小， 
则 M 的效果就是把 Z 旋转一个角 a 和以 p 为因子 伸缩： 换言之， W = mZ. 为了 
证明这一点，注意 (3.41) 可写为 



当 Z 趋于0时, z 和 w 二者都趋于“，所以上式右方的分数最终等于 m . 这样 W 
最终等于这就是需要证明的事. 

当读完下一章后，可以再回顾一下我们这里做的事，能看出来，这只是微分一 
个复函数的例子. 

3.7.4 抛物型变换 

我们现在对于具有两个不动点的默比乌斯变换已经有了很透彻的了解，所以余 
下的只是要处理 M 只有一个不动点《的情况，这时 M 称为 抛物型默比乌斯变换_ 




把《变为 oo 后，这两族圆周将变成什么？很清楚，这两个正交圆族将变成两个互相 
正交的平行线族[练 习]. 反过来，若对右图的两个正交直线族施以 G - 1 , 就得到左 
图的两个过€的正交圆周族. 


和前面一样，令 I 
^的默比乌斯变换 
M (2), 其中 


0(幻和5 = G { w ) 为 z 和 w = M ( z ) 在右图上的象，则左 
)= M { z ) 必在右图诱导出另一个默比乌斯变换 = 


因为 OC 是 M 的唯一不动点，由此导出立只能是一个 平移： 

M(z) = z + T. 

现设右图上的箭头表 f 移 T 的方向.如图所示,我们按照 r 画一个网格，则每一 
个有阴影的正方形被及映到下一个有阴影的正方形.我们这样就得到图 3-33 左 
图上原来的抛物型默比乌斯变换 M 的作用的生动的 形象： 每个实线圆周变为其自 

身；每个虚线圆周变为另一个虚线 圆周； 而阴影区域都变成箭头所指方向的下一个 
阴影区域. 

如果 M(z) = ^±1 是规 范化的 ，则由 (3.27) 可知， M 当且仅当 (a-hd) = ±2 
时为抛物型的，而亨时的不动点为€ = ( a - d)/2c. 现在我们用系数来表现平移 T . 
因为 (GoM) = ( MoG),M 的所谓正规形式应由下式给出 
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因为 M 映 z = oo 为 w = ( a / c ), 我们得出 


T =H^~r ±c ^ 


这里士号的取法与 (a + d ) 的符号一致 • 


3.7.5 计算乘子* 

我们已经看到乘子 m 如何决定默比乌斯变换的特性，现在我们要说明怎样由 
M ( z ) = ^ 的系数 直接决 定乘子 m 

假设我们已经算出了不动点&，例如使用 (3.27) 式，因为 M 映;3； = oo 为 
w = ( a / c ), 由正规形式 （3.41) 可知与心相关的乘子是 


m = 


a — cg+ 
a — c^_ 


(3.42) 


例如考虑复反演 z ^ ( l / z ). 不动点是方程 z = ( l / z ) 之解，即匕 = 士1.所以 
相应于心=1的乘子是 m = -1 = e -, 而它恰好与相应于 f = -1 的乘子 (1/ m ) 
相同.所以，复反演是椭圆型的，而每个不动点的无穷小邻域只是绕该点旋转 I 请 
用计算机来检验一下这个预测. 

如果你愿意，可以直接将 (3.27) 代入 （3.42) 来求出 m 的完全显示的公式.如 
果我们只想要知道默比乌斯变换的特性，则可如下进行. 

结果是（我们马上就来证明) m 由以下方程 与规范化的默 比乌斯变换相 关联： 

y/m H ——= a + d . (3.43) 

ytri 

注意，这个式子的对称性意味着，若 m 是一个解，则 (1/ m ) 也是一 个解； 当然也应 
该是这样.我们不必去管如何由 (3.43) 解出 m ， 总之可以得出以下的代数分 类：规 
范化的默比乌斯变换 M ⑷=是 


椭圆型的，当且仅当 (a + d ) 为实数且 |a + d | <2; 
抛物型的，当且仅当 (a + d ) 为实数且 (a + d ) = 士2; 
双曲型的，当且仅当 (a + d ) 为实数且 |a + d | 〉2; 
斜驶型的，当且仅当 (a + d ) 不为实数而为复数. 


提示： 画出 ？/ = x + l / x 的草图就可以得到更好的感觉. 

为了漂亮地导出 （3.43), 可以使用矩阵，把 （3.39) 重写为 

[ M ] = [ F ][ M ][ F] _1 ^ det [ M ] = det {[ F ][ F ]- 1 } det [ M ] = det [ M ]. 

这样，不论 [ F ] 是否规范化的， [ M ] 当且仅当[及]为规范化时才是规范化的，因为 
M ( z ) = mz , 它的规范化的矩阵就是[练习] [网 =义]•回忆（ 3 . 35 )，我们就 
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可导出 

=tr{[F][M][F]- 1 } =tr{[F][F]~ 1 [M]} =tr[M] =a-f d, 

证毕. 

3.7.6 用特征值解释乘子 * 

若 [M] 是一个 C 2 中的线性变换，我们在 (3.32) 中已经看到，它的特征向量就 
是相应的默比乌斯变换 M ( z ) 的不动点的齐次 坐标. 我们还说过，若 [ M ] 是规范化 
的， 则其特征值完全决定了 M ( z ) 的特性,现在我们可以更 进一步 指出： 

若 M { z ) 的一个不动点表示为规范化矩阵 [ M ] 的一个特征向量 
(特征值为 A)， 则相应于此不动点的乘子 m 将由 m = 1/A 2 给出. （3.45) 

在证明它之前，我们先以复反演2 H (1/ z ) 为例来说明它.我们已经知道，这 
时的不动点是±1，而相应于它们的乘子均为 m = -1, 我们可以容易地找到规范化 

矩阵为 B U [练 习]. 如果我们选一有限远点2的齐次坐标向量为 H1 ， 则相应于 
J L 1 J 

不动点之=士1 的特征向量是 m 因为 


" 0 z " 


"1 ' 


1 ' 


0 i 




1 




= i 


，而 



丄 

=—i 

丄 

i 0 


1 


1 


_ i 0 


1 


1 


可见它们的特征值为 A = ± i ， 这是与 (3.45) 相符合的. 

回到一般情况，比较（ 3 . 38 )与（ 3 .切即知 W 与 A 满足同样的二次方程，而 
可以立即导出 (3.45) 的绝大部分 结论： 互为倒数的 m 的两个值等于互为倒数的 A 2 
的两个值.然而这还没有告诉我们 A 2 的哪个值等于 m 的哪个值，而且这里的思路 
也欠启发性.下面则是一个更透明的处理方法. 

我们先回想一下线性代数中的一个适用于 nxn 矩阵的标准 结果： 

雙 e 是 [4] 的一个相应于特征值 A 的特征向量，则？ 三问 e 是 
[1] 三 [ B ][ v 4][ B ]- 1 的特征向量，其特征值仍为 A . 

这很容易 证明： 

[ 布 = 俩 [ 離 ] - 1 } 问 e 土 [B][A]c = [B]\c = Ae . 

_现在回图3- 2 9,其中 M 的不动点 €+( 及其相应乘子 m + ) 被^ ^ z = F ( z ) = 
映到 M = (PoM oF - 1 ) 的不动点0•用 C 2 中的线性变换的语言来说， [ M ] 

的特征向量^被 [ F ] 映为 


[ M } = [ F ][ M ][ F ]-\ 
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的特征向量 [ J ]. 线性代数的结果告诉我们，若以 A + 记[^]的特征值，则有 

[ M ][°]= A + [ 0 '. 

1」 [ 1 

这个结果不论以上方程的任一个矩阵是否规范化都是对的. 

现设是规范 g 的，这是 (3.45) 所要求的.不论是否规范化，我们已经 
看到当且仅当[网为规范化时才是规范化的.因为 M (2) = m + ? 的规范化 

矩阵是_ = d 故有 


_ 0 ■ 


0 

" 0 " 

1 

' 0 

1 


0 1/v^ _ 

1 

" + 

1 


所以 m + = l / AL 即为所求证. 

3.8 分解为2个或4个 反射# 


3.8.1 引写 

回忆一下，由 (3.4) 可知对圆周 K 的反演或“反射”可以写为 


^ k ( z ) = 


Az^B 

Cz^D 


由此可见两个任意的（对于圆周或直线）的反射之复合是一个默比乌斯变换.因为 
两个默比乌斯变换的复合仍是一个默比乌斯变换，所以一般说 来偶数个反射的复合 
是一个默比乌斯变换. 

在本节中，我们将利用对称原理[见 3.5.1 节开始处关于默比乌斯变换的基本 
性质第3点]证明，反过来 

每个非斜驶型默比乌斯变换可以表示为两个反射的复合，而斜 
驶型默比乌斯变换则可表示为 4 个反射的复合. 

在下面，读过本书第1章最后一节是有好处的[但非必不可少]. 

3.8.2 椭圆型情况 

考虑图3-34,它画的是与图 3-29 和图 3-30 相同的椭圆型变换.回想一下，左图 
是一个默比乌斯变换 M , 再用 F ( z ) = ( z - 把和 f 映到0和 oo , 

于是得右方的新变换，它是一个纯粹的旋转 M ( z )= e ia z . 图上的例子是 a = ( jc /3) 
的情况，而毗连于直线2的深色“矩形”被映为毗连于直线云的深色“矩形”. 
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正如我们在第1章中已经见到的那样，以原点为中心旋转角 a 等价于对任意 
两条在0点处交角为 ( a /2) 的直线作两次相继的反射，例如对图上的直线2和5作 
反射.用符号来写就是 

M = o 

特别是，把紧靠着直线2 的深色形”变成紧靠着2 的另一侧的浅色“矩 
形”，然后再用況5把它变为靠着直线5另一侧的深色“矩 形”. 此图为了把这一 
点表示得更清楚，还同时画出了原来的深色“矩形’’中的一个空心圆点和一条对角 
圆弧在每一步映射中的象. 



~现在想一下这对图 3 -3 4 的左图意味着什么.对称原理告诉我们，若两点关于直 
线1对称,则它们在默比乌斯变换 F - 1 下的象关于通过不动点的圆周 A = F ~\ A ) 
也对称.[回忆一下图 3 _ 29 中这样的圆周族当时称为 Q .] 这样，右图的对 I 的反 
射变成了左图中的对4的反射（即反演)， 对于芳 的第二个反射当然也如此.所以 
我们其实证明了 

若 M 是一个椭圆型默比乌斯变换，而相应于一个不动点的乘子 
是爪=#，则 M = 其中是两个圆狐，它们通过这两 （3.46) 

个不动点，而且在心处由4到 B 之角为 ( a /2). 

3.8.3 双曲型情况 

图 3 _ 35 (请与图 Ml 比较）则对双曲型默比乌斯变换的情况画出了类似的结果. 
这里，与相关的乘子是实数 m = p ， 右图上的变换是一个纯粹的伸缩， M ( J ) = p z . 
和对于旋转一样，一个伸缩也能通过两个反射来 完成： 若足5 是任意两个以原点 
为中心的圆周， r A , r B 为 A , B 的半径，则先对1作反射，再继以以对5作反射就 
给出一个以原点为中心的伸缩，而伸缩因子为 p ， 这里 

^ = (3-47) 

用符号表示，这个结果（实际上与 （3.8) 相同）说的就是 

M = I B oI A' 
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和图 3-34 —样，图 3-35 的右图画的是一个紧靠1的深色矩形在映射的第一步下的 
效果.和前面一样，把对称原理用于 F - 1 即知左图上原来的默比乌斯变换可以写为 


M = Xb ° 



图 3-35 


回忆一下图 3-29, 知 A 与 B 同属于圆周族 C 2 , 其每个元均与过不动点的圆周 
族 G 正交.那时，我们指出了 C 2 的一个等价的性质，即不动 点&对 C 2 的每个 
元都是对 称的； 正是这一点使我们能解释何以。：^使与成为不动点.在 
图 3-34 的情况，&为不动点是明显的，因为每一个反射都使 心 与 不动； 而在 
现在的情况下, h 把 心 与对换，然后 h 又把它们对换回来，净效果 是匕均 
不动. 

在椭圆型情况下， (3.46) 告诉我们,对任意已知角 a 怎样选出一对 G 圆周.在 
现在的双曲型情况，相应于任意已知值 p ， 又怎样选出一对 C 2 圆周呢？答案依赖于 
C 2 圆周族的第三个特征性质：它们是以匕 为极限点的阿波罗尼乌斯 ® 圆. 

这个名词反映了阿波罗尼乌斯的一个了不起的 发现： 若一个动点 z 到两个定 
点匕 的距离之比为常数，则 z 必在一圆周上运动.图 3-35 使这个命题很容易理解. 
当 z 沿 A 运动时 ， z = F ( z ) 必在一个以原点为中心而半径为 q 的圆周殳上运动. 
但是这个 Q 不是别的，正是 z 到两个不动点^的距离之比，因为 

TA = m = |^(^)| = |: 一 ; + | .. 

注意，这也可以解释“极限点”这个 名词： 当比值 a 趋于0时，阿波罗尼乌斯 
圆周缩为极限 点“， 而当 Q 趋于无穷大时 ，乂 则缩为另一个极限点以上的讨 
论还有 一个副 产品，它通常在几何教本中不太 提到： 定义阿波罗尼乌斯圆周族的板 
限点对此族中的各个圆周都是对称的. 

因为出现在 (3.47) 中的 r A 和 re 现在纯粹是用图 3-35 的左图的几何来表述 
的，我们就解决了如何选取 C 2 中的一对圆周的 问题： 

① Apollonius of Perga , 生卒年不详，约为公元前 260—190, 是继欧几里德以后的伟大的几何学家. 

-译者注 
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若 M 是一个双曲型默比乌斯变换，而与一个不动点相关的 
乘子是 m = p ，则 M = X B ol A ^ 其中乂和 B 是两个以^士为极 
限点的阿波罗尼乌斯圆，且 { r B / r A ) = y / p . 

3.8.4 抛物型情况 

图 3-36 是由图 3-33 稍加修改而得，它表明以上的思想如何可以用于抛物型变 
换.记住，在用默比乌斯变换^ G(z) = l/(z - 把单一的不动点 （ 映到 00 

以后，右图的新变换就是一个平移 M(z) = z^T. 



图 3-36 


一如在 I . 4 . 3 节的三反穿 f 定理中讨论过的那样 ， M = ^ o ^ 其中足5是两条 
平行直线，而连接复数1，5的垂线是 ( T /2). 把对称原理用于默比乌斯变换 G ~\ 
即知对于左 图有： 

一个具有不动点 （ 的抛物型默比乌斯变换 M 可以表示为 
M = X B ol A 这里 A 和 B 是两个切于 （ 点的圆周. 

3.8.5 总结 

为了不使细节模糊了简单性，我们把以上结果总 结为： 

一个非斜驶型的默比乌斯变换 M ， 恒可分解为对圆周4和圆周 
B 的反射，其中 A 和 B 都正交于 M 的所有不变 圆周. 此外，视 (3.48) 
災和 S 为相交、相切或不相交， M 为椭圆型、抛物型或双曲型. 

再回忆 (3.40), 我们也就导 出了： 一个斜驶型默比乌斯变换 M 恒可分解为4 
个关于圆周的反射. • 

M = { Tb , ° 〜} o {工丑 0 心} = {h 0 心} ◦ { Zb ， ° 

这里乂与召均通过不动点， W 和穸则与 A 和 B 均正交. 

我们要强调 一下： 这个结果讲的是默比乌斯变换分解成的反射之最小数目.若 
某个默比乌斯变换可以分解为 4 个反射的复合，并不意味它必为斜驶型的一因为 
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有可能把反射的数目进一步减少到2个.例如，设 A 和 B 是两条在0处成角 （: t /12) 
的直线，而 W 和汐则在 ◦ 处成角 jt /6, 这时，默比乌斯变换 （ IHs , 。凡0 

是旋转 ( V 2), 而后者又可化为对成角 ( JT /4) 的两条直线之反射.请自行验证一下， 
分解式 （3.3) 表示，一个一般的默比乌斯变换可以分解为10个 反射； 这算一个比较 
极端的例子. 


3.9 单位圆盘的自 同构# 

3.9.1 计算自由度的数目 

复平面上一区域 i ? 的 自同构 就是由 i ? 到其自身上的一个一一对应而且共形 
的映射.若丑是一圆盘（或半平面)，我们显然可以用一个默比乌斯变换 M 把它 
映为自身，而因 M 是一一而且共形的，它（由定义）应为一个自同构.在这一小节 
里，我们要求出单位圆盘的一切可能的默比乌斯自同构.这些默比乌斯变换至少有 
两个理由是重要的：⑴在第6章里我们将看到，它们在非欧几何中起中心的 作用; 
( ii ) 在第7章里我们将看到，它们是圆盘的仅有的自同构. 

以下， C 表示单位圆周， D 表示单位圆盘 （ C 也包括在 D 内，即 D 恒规定为 
为闭圆盘)， M 表示一个由 D 到其自身的默比乌斯变换.在求最一般的 M 的公式 
以前,我们先看一下究竟“有多少”这样的默比乌斯变换.换言之,需要多少个实数 
(参数）才能定出一个特定的 M ? 

为了说明这种计算确为可能,我们先来证明，所有默比乌斯变换形成一个 “6参 
数族”.因为，先在 C 中选定3个点，则存在唯一默比乌斯变换把这3个点映为3 
个任意指定的象点 w = u + iv , 每一个象点需要两个实数 （ u 与 〃） 才能确定.如果 
把3个原来的点看成固定的，3个象点是可以自由运动的，则为了确定一特定的默 
比乌斯变换就需要总数为 3 x 2=6 个参数.这个事实可以用另一种更有启发性的说 
法来表述，即是说，最一般的默比乌斯变换的集合的自由度为 6. 

回到原来的问题，很清楚，若加上 D 必须映到 D 自身这一条件，将损失一些自 
由度.事实上要损失 一半： 


D 的默比乌斯自同构的自由度为 3. (3.49) 

图 3-37 a 是看出这一点的方法之一，这里认为 ms 具有固定位置，认为 if ,? 可自 
由运动.假设在 C 上诱导出的方向与 q , r ， s 诱导的方向一致（图中即如此)， 
由 （3.30) 知，分别映 g , r , s 到 q , r , s 的唯一的 D 的自同构 z i -^ z = M ( z ) 是 

[ z , q , r , s ] = lz , q , r , s ]. 

因为要确定需要三个实数（例如它们的辐角)，故 (3.49) 得证. 
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图 3-37 


3.9.2 用对称原理来求公式 

按 (3.49), 确定一个 M 要三 bit 信息.但是我们不一定非要通过 C 上三点的 
形式来提供这些信息 任意三个等价于三个实数的数据都一样管用.其中一个 

特别有用的代替物则如图 3-37 b 所示 • 我们需要确定把 D 内的哪一点 a 映到原点， 
又要确定把 C 上的哪一点 p (因此 | p | = 1) 映到 1( 或 C 上某一定点).选定 a 就已 
用了两个自 由度； 再指定 p 又用了第三个自由度. 

在继续完成这件事之前，我们要注意 （3.49) 的另一个 推论： 一般说来，我们找 
不到一个默比乌斯自同构既把内点 a 映到0,又把另一内点映到另一指定内点处. 
这样的要求相当于对 M 提了四个条件，而 (3.49) 告诉我们只能提三个条件.这就 
如同要求画一个圆周通过四个任意点一样一这是不可能的！然而，假如我们运 
气好，这四个点也恰好在同一圆上，则通过它们的这个圆必为唯一的.由同样的理 
由 

若两个默比乌斯自同构 M 和 iV 使两个内点具有相同的象点，则 M = 7 V . (3.50) 

回到图 3-37 b , 因为 C 被 M 映到自身，对称原理告诉我们，若有一对点关于 
C 对称，则它们的象也这样.我们现在将它用于图 3-37 b 上的关于 C 对称的 a 与 
(1/ 旬. 因为 a 被映为0, (1/ a ) 必被映为0对 C 的反射点 oo . 所以， M 必具以下形 
式 



其中为常数.最后，因为 p = M ⑴在 C 上，故 

1 = |p| = | 叫二 _;| =\k\=^ k = e i<p . 

所以 P 的选取等价于 4 的选取 • 若用角$ 与点、 a 来标志这个变换，我们发现 D 的 
最一般的默比乌斯自同构是 


(3.51) 

clz ——丄 

注意 M ^{ z ) = - e^z = 只不过就是令 D 绕圆心0旋转 （7 t + 0), —般 

的默比乌斯自同构 Mf 就可以解释为 M a 0 继以旋转一个角度也从这个观点看来， 
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这个变换真正有意思的部分是 M a G ， 所以简记它为 M a ， 我们在第2章习题3中曾 
要求你用代数方法研究其性质. 

3.9.3 最简单的公式的几何解释 * 

可以把我们关于分类的技巧的全部家当用来研究 

M a ( z ) = ^4 (3.52) 

的几何意义.在习题26中，我们要请你自己来试一试. 

在这里，可以说我们想要“赤手空拳”地来弄清 M a 的意义.这样做可能更有 
启发性，而且一定是更有趣的几何游戏！我们从这一点 开始： M a 具有把 a 与0对 
调这个 性质： 不仅 M a ⑷= 0,而且 M a (0) = a , 根据 (3.50), 它是具此性质的仅有 
的默比乌斯变换,所以，如果我们能用几何方法作出一个将 a 与 0 对调的默比乌斯 
自同构，那么，我们作出的一定就是 A 4. 

在图 3-6 中就已解释过,对任一正交于 C 的圆周 J 的反射 h 必映 D 为其自 
身，而 D 被 J 分成的两部分被互相对调，见图 3-38. 现在，一件明显需作的事是找 
出一个《/使 h 将 a 与 0 对调.显然 J 的圆心 g 必位于连接 a 与 ◦ 的直线 L 上, 
但是在哪里？ 



图 3-38 


我们可以使用早前用过的同样的对称原理来回答这个问题.因为 a 和 （1/ 句关 
于 C 为对称，它们在 Ij 下的象也应关于 C 之象 lj{C) = C 对称.因为我们要 
求 1^) = 0, 即知 lj(l/a) = oo. 但是被乃映到无穷远处的点就是 J 的圆心，故 
g = (1/a). 

当然，工 j 是一个反共形映射，要想得到共形的默比乌斯自同构，就必须将它与 
另一个反射相复合.然而我们已经成功地把 a 与0对调，所以第二个反射就必须让 
这两点保持不动.明显的（而且是唯一的）选择是对 L 反射.这样，以下就是我们对 
M a 的几何 解释： 

M a = ° - 

附带请注意，这些反射的次序并无关系[练习],也可写作 M a =2^ 
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很清楚,不动点就是 J 与 L 的交点，所以它们关于 C 对称.因为这两次反 
射是发生在过 L 与 J 这两个正交的圆周上,所以 M a 是椭圆型的，而与相应的 
乘子均为 m = e - = - l . 这样 M a 在内部的不 动点心 的无穷小邻域中就是旋转一 
个: rt . M a 把 a 与0对调这一事实就可以看成 M a 为 对合的： （ M a 。 M a ) = 6这个 
一般事实的特例，而且 M a 把每一对点 z 和 M a ( z ) 也互相对调.最后还要注意, M a 
也可以表示为 ( Xl ^ oJjO , 这里 V 与是任意的通过而且正交于 C 的圆周. 
所有这一切都表示在图 3-39 上，其上还画出了一些不变圆周，以及 M a 对一个“正 
方形”的效果. 



图 3-39 


我们将在第6章中再回到一般的默比乌斯自同构的几何学上来，但是我们在 
这里要提醒，这些自同构只能是椭圆型、抛物型或双曲型的.这是由于（由自同构 
的作法）它们必使 C 为不变,而斜驶型默比乌斯变换则没有不变圆周.说得更准确 
些，我们将在第6章中用 M a 的上述解释来从几何上证明 

若定义少三 2 COS — 1 | a |， 则 Mf 是 
⑴椾圆型的，如果|多| <少， 

( ii ) 抛物型的，如果|0| = $， （3.53) 

( iii ) 双曲型的，如果|0| > $. 

习题 27 是一个代数证明. 

3 . 9.4 介绍黎曼映射定理 

黎曼 1851 年的博士论文中包含了许多深刻的新结果，其中最著名的就是以下 
的 定理，它现 以黎曼映射定 理著称 于世： 

任意单联通区域丑(除全平面外）都可以-地共形映为任意另 

外一个这类区域 (3.54) 

我们将在第12章中详细讨论它，现在我们只想指出黎曼的结果与我们刚才讲的圆 
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盘的自同构的某些联系. 

首先要提到，为了一般地证明 （3.54), 只需对 S 为单位圆盘 D 这一特例证明 
它即可，因为如果心是 由丑到 D 的——共形映射 ，巧 类似地是由 S 到 D 的一 
一共形映射，则巧- 1 ◦ F h 就是所求的由 i ? 到 S 的—共形映射. 

若 M 是 JD 的任意自同构，则 MoF R 显然是另一个由 i ? 到 D 的一一共形 
^射_事实上，每一个这种映射必为这种形因 为若& 是任意另一个这类映射, 
Fr O F R -1 就是 D 的某一自同构 M , 这时 F R = M O F r . 

所以由 i ? 到 S 的一一共形映射的数目等于由 i ? 到 D 的这种映射的数目，而 
后者又等于 D 的自同构的数目.我们在前面 说过： 我们将在第7章中证明，这些 
自同构正是默比乌斯自同构 Ae 而它们构成一个3参数族.这样， （3.54) 就意味 
着，存在一个 3 参数的由 i ? 到 S 的一一而且共形的映射之族. 

3.10 习 题 

1. 在图340中，证明 p 与歹关于图中的圆周对称.图中虚线严格地讲并非图的 

一部分，它们只是辅助性和提示性的. 



2. I 864 年一 1 名法国军官鲍塞里耶 （ Charles-Nicholas Peaucellier ， 1832— 1912) 因为 
发明一项简单 装置： 鲍塞里耶铰链①而声名鹊起，这个装置可以把（例如活塞 
的）直线运动转化为（例如飞轮的）圆周运动.图 3-41 画出了 6根杆铰接在空 
心圆点处，而0处则固定（在背景上).两根杆长为 Z ， 其余4根则长为 r . 利 
用虚线圆周证明歹 = I K ( p )， 这里 K 是以0为中心' 半径为的圆周. 
请自己做一个这样的装置（例如用很硬的纸板做杆,用图钉铰接)来验证反演的 



①在许多数学书上称为鲍塞里耶反演器. 


译者注 
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性质.特别是试着让 p 沿一直线运动. 

3. 令 S 为一球面, p 为不在 S 上之点.解释为什么 l s ( p ) 可以作为任意三个通过 
V 而且与 S 正交的球面之第二个交点的构造出来.用这个作图法解释3维对 
称性的保持. 

4. 直接由 (3.17) 导出 (3.22). 

5. 考虑以下的两步走的 射影： 先用球极射影如通常作法那样把 C 投影到黎曼球 
面 S 上，再用球极射影把 S 映回 C ， 但是第二次是从南极而 非北极投影.净效 
果是 C 上某个复函数 z — f ( z ). f 是什么？ 

6. 图 3-42 a 和图 3-42 b 均为黎曼球面的垂直截面. 

⑴证明图 3-42 a 中的三角形和 NOq 相似，由此导出 (3.22). 

( ii ) 图 3-42 b 就是图 3-21 b 稍加修正，证明三角形 zQN 与 則？相似，由此导 
出 (3.17). 



图 3-42 


7. ( i ) 用计算机画出几个以原点为中心的圆周在指数映射 z — #下在 C 上的 

象.解释这些象曲线关于实轴明显的对称性. 

( ii ) 现在用计算机在黎曼球面上而非 C 上作出这些象曲线，注意其惊人的新 
对称性！ 

( iii ) 用 (3.18) 解释这些额外的对称性. 

8. 本题是对 (3.2) 的讨论的继续.若由空间一点 p 发出一闪光，我们宣称每条光 
线均可用一 复数来 表示.以下是建立这种对应关系的间接方法.我们再次选择 
时间与空间的单位使光速为1，在1个单位时间后，由 p 发出的光的球面- 

由光的粒子即光子构成-——成为一单位球面.这样，每个光子均可等同于黎 
曼球面上一点，于是可以通过球极射影等同于一复数.实际上，若光子的球坐 
标是 （ cM )， 贝 !] (3.21) 告诉我们相应的复数是 z = cot (0/2) e ^. 

彭罗斯爵士（见 Penrose and Rindler [1984,13 M )) 发现了下面的由光线到 
相应复数的惊人 的直接 方法，而不必借助于黎曼球面.设想把 p 从（水平的）复 
平面垂直向上提升1个单位髙.在 p 发出闪光的一瞬间，令 C (沿着方向 0 = 0) 
以光速 （=1) 向 p 运动.把由 p 向⑷ 0) 方向发出的光子 F 的速度分解为垂直与 
平行于 C 的分量.这样找出 F 碰到 C 的时间.由此导出 F 在 z = cot (0/2) e ^ 
点碰到 C . 令人奇 的是： 彭罗斯的作法等价于球极射影！ 
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9. 托勒密为了分析天文数据需要准确的三角函数表,就是用正弦和余弦的加法公 
式来作的.图 3-43 说明他是怎样发现这些关键的加法公式的，两图上的圆周半 
径均为 1. 

( i ) 在图 3-43 a 中证明 A = 2 sm 6 ,B = 2 cos (9. 

( ii ) 在图 3-43 b 中把托勒密定理用于图上的四边形，由此导出 


sm (6 + 彡 ）= sin 9 cos 0 + cos 6 sirup . 



图 3-43 


10. 本题的目的是了解下面的 结果： 

任意两个不相交且不同心的圆周可以用适当的默比乌斯变换映 
为同心圆周. 

⑴ 若 A ， B 是此题中的两个圆周，证明必存在一对点 匕关于 A 和 B 均为对 
称. 

( ii ) 由此导出，若 F { z ) = ，则 F { A ), F { B ) 为所求的同心圆 

周. 

11. 本题给出上题的结果一个更直观的证明.作两个不相交不同心的圆周4与 
各用不同的颜色，然后作直线 L 通过它们的圆心.用 P 和 g 记 B 和 L 的交点. 

⑴用相应 g 颜色^画一个新图以表示八 L ， g 对任一个以 p 为中心的圆周的 
反演象足芳，£ ，① 作为第一步,先注意 L = L . 

( ii ) 现在对你的图再加作圆周 K ， 其中心在^而且与1交成直角，然后令分 
和 ft 为 K 与 L 的交点. 

( iii ) 再作一个新图,表示出 K , L ， h 对任意以 g 为中心的圆周的反演象 I /, 

( iv ) 利用反演的反共形性质，导出 A , B 是以 Y 为中心的同心圆. 

因为两次反演的复合为一默比乌斯变换，这样就证出了上题的结果. 

12. 图 3-44 i 上画了两个不相交不同心的圆周4和 J 5, 还有一串圆周，…，它 
们一个接一个地相切，而且都切于 A 和 R 如你会想到的那样，这个链条不会 
“封 口”： C 8 与 G 部分 重迭而 不相切，图 3-44 ii 表明这种不能封口并非不可避 
免.给出不同的另一对4和就可能就得出一个封口的 链条： C n 与 Ci 相 
切.图上 n = 5,但若考虑 A 和 B 为同心圆周这一特例，容易看到 n 取任意值 
都是可能的，只要 A 和 B 选得正确. 
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斯坦纳 0 令人非常吃惊地发现，若以某种方式选定 Q 后能使此链封口，则 
任意选 择 G 时，它仍然封口，而且所得的链条总含有相同个数的相切圆周，请 
用习题10的结果对此加以解释. 

13. ⑴令 P 为放在平坦的桌面 Q 上的球面，令 5 i ,5 2 , ••- 是一串一个与下一个 
相切的与 P 同样大小的球面.若每个 *5 球面都与 P 和 Q 相切，证明馬 
必与& 相切，而我们得到一个由6个球面环绕 P 构成的“项链”. 

( ii ) 令为三个球面（大小不必相同)，彼此两两相切.和前一部分一样， 
令&，&，_••为一串球面（现在大小不等）一个接下一个地相切，而且均 
与為相切.惊人的是，& 恒与& 相切（见上题)，形成一条紧贴着 
A , B , C 的封口的“项链”.先以 A , B 的切点为中心作反演来再求助于⑴ 
来证明这个结果. 

( iii ) 中的六球链称为“ 索蒂六 球链” ( Soddy ’ sHexlet ), 它是由业余数学家索蒂②发 
现的（没 有用反 演！） . 关于素蒂六球链的进一步资料可以参看 Ogilvy 
[1969]. 索蒂的专业是化学，1921年他因关于同位素的贡献获得诺贝尔化 
学奖！ 

I 4 •图 3-45 有4个共线点 a ,6, c,d 以及由这些点到一观测者的光线（它们一定共 
面)，设想这些共线点位于复平面上，而观测者则从其上方向下俯视它们.证明 
交比 [ a ,6, c , d ] 可以纯粹由这些光线的方向来 表示； 更准确地说，有 

r l ii sin a sin 7 

设这个观测者（在自己和 C 之间的任意位置上）放一张“玻璃画布”，并且作一 
张透视画.就是说，对 C 之 任意点 P , 他在画布上画一个点 〆 ，即由 P 到他的 
眼睛的光线与画布的交点，利用上式证明，虽然他的画面上各点间的距离与角 
度都受到扭曲，但是 共线点的交比 不变： [a\b\c / ,d / } = [a,b,c,d]. 


① Jakob Steiner, 1796 —1863, 德国 - 瑞士几何学家 .- 译者注 

② Frederich Soddy, 1877—1956, 美国化学家 .- 译者注 
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15. 证明在图 3-46 的左右两图中都有 Arg [ nr ， s ] = 0 + 0. 由此导出 （3.31) 



16. 如图 3-25 那样,把交比 [ z , q , r , s ] 看作一个默比乌斯变换. 

⑴用几何方法解释何以在 [ z y q , r , s ] 中重新排列 g , r , s 会得出6个不同的默 
比乌斯变换. 

( ii ) 若是使1不动而将0与 oo 对换的默比乌斯变换，用几何方法解释 
Jo [ W ，5] = [ z , 5, r , q ] 

( iii ) 若 J ⑷是把 0, l , oo 分别变为 l , oo , 0的默比乌斯变换，用几何方法解释 
为什么 J 。 [ z , q , r , 5 ] = [ z , s , q , r ].. 

( iv ) 简记 X 三说明为什么⑴中讲的6个默比乌斯变换可以表示为 
X ， /ox, J I o J 0 乂、 Jo/ox, IoJoIo X . 

( v ) 证明办 ）=(1 A )， J ( z ) = l /( l - z ). 

( Vi ) 由此导出交比的 6 个可能的值是 

1 1 X x-i 

X ， — ， i - ， 1 一 X ， -7 5 - • 

X 1 -X X- 1 X 

17. 用几何方法证明，若 a ， c 位于圆周尺上, 6, d 关于尺对称，则点 [ a ,6, c , d ] 位于 
单位圆周上.[提示：作两个圆周，分别通过 a ， 6 ， d 与 &， c ， d . 再把 [； 2 , 6 ， c ， d ] 看成 
一个默比乌斯变换」 

18. 定义一个圆周的曲率即为其半径的倒数.令 M ( z ) = ^ 已规范化，用 (3.3) 
来几何地证明 M 映实直线为一圆周，其曲率为 

k = 2 c 2 Im (—) 
c 
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19. 设 M { z ) = ^ 已规范化. 

⑴利用（3.3)，作一个图来表示依次作这些变换对一族同心圆周的效果.注意, 
象圆周一般地并不是同心的. 

( ii ) 由此导出，当且仅当原来的同心圆周族以 g = -( d / c ) 为中心时,象圆周才 
是同心的.写出这些象圆周的中心.[注意它并不是原来的圆心 之象： M ( g ) 
是无穷远点！丨 

( iii ) 由此几何地证明，方程为 jcz -hdl = 1 的圆周被 M 映为同样大小的 
圆周.进一步证明的每一段弧都被映为大小仍与之相同的象弧.因此 
Im 被称为 M 的等度圆周. 

关于等度圆周的应用，请参看 Ford [1929] 和 Katok [1992]. 

20 . ⑴证明每一个形如 


M ㈤ 其中 b |〉| g | 

的默比乌斯变换都可以重写为以下 形式： 

M ( z )= e ie (^~), 其中 ㈣ < 1 . 

az — 1 

[注意,其逆亦真，换言之，这两个函数族是一样的 

( ii ) 用第一个式子的矩阵表示证明这种默比乌斯变换的集合在复合运算下成 
群. 

( iii ) 用这种变换的圆盘自同构解释来对它们成群这一事实作出几何解释. 

21 . ( i ) 用矩阵表示来代数地证明，如下的默比乌斯变换 

R ( z ) = ^±^, 其中 |a|2 + |6 2 | = l 

—bz H - a 

之集合在复合运算下成群. 

( ii ) 利用 3.6.4 节末尾所给的关于这些函数的解释（即 (3.38)) 来几何地解释 
⑴ 

22 . 令丑为一直角双曲线,其笛卡儿方程为: r 2 - 沪= 1 ，证明 z w /映丑为 
Re ( w ) = 1. 此直线在复反演 w — (1/w) 下的象是什么？回到第 2 章图 2-9, 导 
出复反演映丑为一双纽线！ 

[提 示： 把复反演看成 z — vW ^] 

2 3. 由 z ^ (1/ z ) 为对合的这一简单事实，导出这个映射是椭圆型的，而且乘子 
为 - 1 . 

24 . ⑴利用对称原理证明，把上半平面映为单位圆盘的最一般的默比乌斯变换必 

定形为 

M { z ) = 其中 l ma > 0. 

z — a 
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( ii ) 由单位圆盘映回到上半平面的最一般的默比乌斯变换因此必为 M ( z ) 之 
逆，记此逆为 iV ⑷，用 M 的矩阵形式证明 


( iii ) 解释为什么由对称原理可得 N ( l / z ) = N ( z ). 

( iv ) 用直接计算证明 （ ii ) 中所给的 iV 的公式确实满足 （ iii ) 中的等式. 

25. 令 M ( z ) 为上半平面的最一般的默比乌斯自同构. 

⑴注意到 M 映实轴为其自身，再用 （3. M ) 证明 M 的系数均为实数. 

( ii ) 考虑 Im [ M ( i )]， 由此导出对这些实系数的唯一限制是其行列式为正： M - 
bc ) > 0. 

( iii ) 用几何与代数两种方法解释为什么这些默比乌斯变换在复合运算下成群. 

( iv ) M 的自由度是多少？为什么是这样的？ 

26. 重新考虑 (3.52) 

⑴用 (3.44) 证明 M a 是椭圆型的. 

( ii ) 用 (3.43) 证明其两个乘子的为 m = —1.. 

( iii ) 计算矩阵之积 [ M a ][ M a ]， 而由此验证 M a 是对合的. 

( iv ) 用 (3.27) 计算 M a 的不动点. 

( v ) 证明上一部分的结果与图 3-38 是相符的. 

27•用 (3.44) 来验证 (3.53). 
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4.1 引 言 

在研究了复数的函数以后，我们现在转到这种函数的微积分. 

知道一个通常的实函数的图像就完全地知道了这个函数，所以，理解曲线就是 
理解实函数.微分学中对事物最关键的洞察就是：如果把一个平常不甚古怪的曲线 
放到一个显微镜下面，并用倍数越来越高的镜头去考查它，它的每一小段看起来就 
像一条直线.若把它延长，这些无穷小的直线段就是曲线的切线，其方向描述曲线 
的局部 性态. 把曲线看成/ ㈤ 的图像，这些方向就用导数尸 ㈤ 来描述. 

虽然有无法画出复函数图像的事实，我们在本章中将会看到，仍然可以用通常 
导数的复的类似物——即“伸扭”来描述复映射的局部性态. 

4.2 —个令人迷惑的现象 

在整个第 2 章中我们见证了一个非常奇怪的 现象. 每当 我们把一个熟知的实 
函数推广为相应的复函数时， 这个映射总是把无穷小正方形变为无穷小正方形 •迄 
今这只是一个纯粹的来自经验的观察，其基础是用计算机来画映射的图像.在本章 
中，我们则要探讨这个现象的理论上的依据. 

我们现在回头来更仔细地看一个如 Z ^ W = Z 2 这样简单的映射.我们已经知 
道，它把以原点为中心的圆周 >| = r 映为圆周 H = r 2 , 而把射线 arg ⑷= 0 映为 
射线 arg(^) = 20. 它的一个显然的推论 就是: z 平面上的这些圆周与射线的交角为 
直角这一事实，在映射下仍得保持，这就是说,它们在 w 平面上的象仍以直角相交. 
正如图 4 _1 所示，由这些圆周与射线所成的无穷小正方形网格被映为由无穷小矩形 
所成的象网格.但是这并不能解释为什么这些象矩形必定仍是正方形. 
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我们马上就要解释，无穷小正方形得以保持这一事实，是另一事实的一个推论， 
即 2 h w = p 处处保持两条曲线在 z 点相交的交角,特别是任一对正交曲线被映为 
另一对正交曲线.但是两个临界点 z = 0和 z = oo 要除外,在那里角度要加倍.为了 
给出另一个例子，我们先把这个映射分解为其实部与虚部.记 z = x + iy，w = u + iv , 
我们得到 

u-h iv = w = z 2 = (x -h iy) 2 = (x 2 — y 2 ) + i2xy. 

这样，新的坐标可由老的坐标表示为 


现在（暂时！）忘掉我们是处于 C 中，而把 （4.1) 简单地看成是一个由 R 2 到 R 2 的映 
射，如果我们让点 ( x , y ) 沿着方程为 x 2 - y 2 = const . 的直角双曲线滑动，则由 （4.1) 
可以看到，其象在一条垂直直线 it = const . 上运动.类似于此，水平直线 r = const . 
的原象是另一族方程为2抑= const . 的直角双曲线.因为这两族 w 平面上的直线 
和它们在 z 平面上的原象（直角双曲线）都是正交的，所以这个映射保持它们的交 
角不变.这个性质我们称之为 z h z 2 的共形性，这个名词（还有反共形）的含义已 
在 3.2.4 中讲过,下面还要细说. 

图 4-2 使得这两双曲线本身确为正交在几何上看得很清楚了.我们还可以用 
计算来验证这一点，只需记住，如果两曲线在一个交点上的斜率之积为-1，则它们 
在此点正交，对这两个双曲线方程作隐函数微分，我们得到 

x 2 — y 2 = const . x — yy ’ = 0 => y f = 七 { x / y ), 

2 xy = const . => y -\- xy ’ = 0 y f = —( y / x ). 

所以这两类双曲线在其一交点上斜率之积为 -1， 即所求证. 




图 4-2 

很清楚，我们可以这样做下去，一对曲线又一对曲线地去分析映射的效果，但 
是我们真正需要的是，用一个一般的论证来证明如果两条曲线以任意角 0( 而不一 
定是 ( jt /2)) 相交，则它们在映射 (4.1) 下的象也以角0相交.要想得到这样一个论 
证，我们还是继续装作是生活在构造不那么丰富的 1 R 2 中（而不是生活在我们的 C 
家园中)，并且研究由平面到平面的一般映射的局部性质. 
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4.3 平面映射的局部描述 


4.3.1 引言 

看看图 4-3 就很清楚，为了确定任一已知映射共形与否，只需对于 彳艮接 近于交 
点 q 处发生了什么事作局部的研究.为了把这一点看得更清楚，要看到，为了想量 
度角伞, 甚至只是为了定义它，我们需要画出这两条曲线在 g 点的切线[图中的虚 
线]，再量度其间的角.只要把 g 与曲线上很邻近的 p 点联起来，我们就画出了一条 
切线的近似. 当然, p 离 q 越近，弦呀对真正的切线就逼近得越好.因为在这里我 
们只关心方向与角度（而不是位置)，我们连切线本身也可以不管，而直接用与它同 
方向的无穷小向量芴代替它.类似于此，在作了映射以后，我们对象点 Q 和 P 的 
位置并无 兴趣; 我们宁可只去描述 Q 点处新切线方向的无穷小连接向量我们 
称此无穷小向量#为向量誃之象.注意，这个说法不管听起来多么自然，这里实 
际上已经用了 “象”这个词的新含义，即它不再是表示位置的点的“ 象”， 而是表示 
方向的向量之“象”. 



我们现在概述一下总的步骤.给出了一个如 (4.1) 那样的映射，它描述的是由 
点到其象点的映射，我们想去找出它所诱导出的，由点 g 发出的无穷小向量到由象 
点 Q 发出的象向量的映射.从原则上说，我们可以将后一映射用于誃和荈，并给 
出它们的象 W 和这样就得出了这两条象曲线在 Q 点处的交角. 

4.3.2 雅可比矩阵① 

考虑图 4-4. 正如我们已经讨论过的那样，图上画的过 g 点的曲线的方向可由 
无穷小向量②）来描述，无穷小象向量（七）则给出过 Q 的象曲线的方向，我们可 
以决定 O 的分量 如下： 


① Jacobian 一词使用比较混乱，有时是指一个矩阵，有时是指该矩阵的行列式，视使用的场合而定, 
例如本书用它来刻划以上所述向量间的映射 qp ^ QP , 这个映射是线性的，映一向量为另一向量的 
线性变换自然用矩阵来表示.有时，在积分的变换中 Jacobian 是指两个有符号的面积之比，因此自 
然是行列式.我们在译文中一律分别说明是雅可比矩阵或雅可比行列式.原书则一律是指矩阵，为方 
便读者参阅其他文献，在此作了以上说明.——译者注 
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dtx = 由于沿 © 运动而产生的 w 的总变化量 

=(由于在 x 方向的运动 dx 而产生的 m 的变化量)+ 

(由于在 y 方向运动 dy 而产生的 w 的变化量） 

= (it 对 a : 的变率 )(x 的变化量 do :) + (w 对 y 的变率 )(2 /的变化量 dy ) 
= (d x u)dx + [d y u)dy， 



这里也 = d/dx, 等等.类似地，可知垂直分量加为 


dt? = (d x v)dx + (dyv)dy. 


因为这些式子对 do : 和 dy 为线性的.可知（设这些偏导数不全为 0) 无穷小向量 
( J ) 被一 个线性变换映 为其象 O . 这句话的一般意义将在后面讨论，目前，它意 
味^着我们的映射的局部效果可以用一个称 为雅可比矩阵 的矩阵 •/ 来描述.这样 


dx 

dy 


du 

dr 


dx 

dy 


(4.2) 


而雅可比矩阵 J 为 

J _ ( 9 x u dyU \ 

Y d x v d y v ) 

我们现在转到具体的映射 z p z 2 , 或更确切地说，是由此抽取出来的 R 2 的映 
射.若对映射 (4.1) 计算 （4.2), 有 



2x 



如果我们转到极坐标，则此矩阵的几何效果还可看得更清楚，在点 z 二 re # 处 
(最好还是说在 （ r * cos 0 , rsin0 ) 处，因为我们暂时还处于 1 R 2 中)，我们有 

( cos0 — sin 9 \ 

J = 2 r . 

Y sin^ cos 6 J 

因子 2 r 的效果就是把所的向量均按此因子伸缩.这显然不会影响到两个向量的交 
角，余下的矩阵你大概已经熟悉了，就是旋转一个角0,所以也不会影响向量之间的 
交角.既然这个变换的两步都保持角度（既包括大小又包括方向）不变，我们就在 
事实上验证了前面宣布的 结果： 净变换是共形的. 
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4.3.3 伸扭的概念 


我们已经看到，对无穷小向量的局部效果 就是： 先伸缩，再旋转.这种 
类型的（即局部效果由这样两步构成的）变换从现在起将是我们主要关心的，所以， 
专门设计一个很生动的新词来描述它，对我们将是十分有好处的. 

若由〗点发出的一切无穷小向量（芴等）在生成其在 Q 点的象时,其长度发生 
同样倍数的放大，我们就说这个映射的局部效果是向量的 伸缩， 伸缩的因子则称为 
该映射在 g 点的伸 缩率. 另一方面，如果它们经历了同样大的旋转，我们就说此映 
射的局部效果是把这些向量 扭转一 个角，这个转角则称为此映射在 g 点的扭 转度. 
一般地说,我们将要与之打交道的映射，对于无穷小向量局部地是既伸缩 ( amplify ) 
又扭转 ( twist ) ——所以我们就说这种变换局部地是一个伸扭 ( amplitwist ). 这样说 
来，“伸扭”就是（保向）相似的同义语， 只不过， 说伸扭讲的是 无穷小 向量的变换， 
说保 向相似 则没有这样的限制. 

我们可以就已经分析过的具体情况，即 （4.1) 来说明这个新的用语.请看图4-5, 
映射^ 4 z 2 局部就是一个伸缩率为 2 r , 扭转度为0的伸扭，这个图相当一般地使 

我们清楚了： 若一映射局部地是一个伸扭，则它自动地为共形的-向量之间的 

角保持不变 .® 








图 4-5 




回到图 4 -1 和图4- 2 ,我们现在就懂得了为什么无穷小正方形被映为无穷小正 
方形.事实上，只要 0, 则; 2； 点处的任意形状的无穷小区域将被“伸扭，，(既伸缩 
又扭转）为 Z 2 处的相似图形.注意，我们于此又把我们的用语推前了 一步： 以后我 
们可以自由地把“伸扭”作为动词来用，意为对一无穷小几何对象既伸缩又扭转. 

目前我们所具有的是一个局部为伸扭的简单映射.为了体会伸扭概念是基本 
到何种程度的概念，我们必须回到 C , 而且从头来起展开复微分学的思想. 


4.4 复导数作为伸扭 


4.4.1 重新考察实导数 

在通常的实的微积 分中，我们有一个很强有力的手段使一个由 R 到 R 的函数 

①但是在下面的讨论中，会遇到伸缩率为0的情况.这时共形性按其本义来说已经没有意义了，我们则 
说共形性遇到了临界点.——译者注 
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/的导数 r 可视化，即看作?/ = /⑻的图像的斜率.见图 4-6 a , 不幸的是由于我们 
没有对于四维空间的想象力，我们就画不出一个复函数的图像，所以无法以任何一 
种显然的方式来推广导数这个特殊的概念. 



图 4-6 


为了成功地进行推广，第一步我们简单地把两个坐标轴拆散，使图 4-6 a 变成图 
4-6 b . 注意，我们把两个 R 都画在水平方向上，预示着它们将仅仅被看作两个复平 
面的实轴. 

其次，继续前一节的精神，我们看到 \ f ( x )\ 描述的是： 0 ；点的无穷小向量按怎 
样一个因子加以伸缩才能得到它在/(岣处的象.用更为代数化的语言来说， f ( x ) 
就是这样一个实数,初始向量一定要乘上它才能得到 其象： 

尸 ㈤ . 一— (4.3) 

如果 尸 ㈤ 〉 0( 图 4 -6 b 就是这样的)，正的 dx 的象是正的 d /， 如果 f(x) < 0, 
则无穷小象向量 d / 是负的，而且如图 4-7 那样指向左方.这时，可以这样来得到 
d /: 先把 da ; 按因子 \f(x)\ 伸缩，再旋转一个 Jt . 如果我们把 f(x) 看作是 C 的实 
轴上的一点，则当 f \ x ) > 0时， arg [/， ⑻]= 0,而当 fix ) < 0时， arg [ f ( x )] = Jt. 
这样，不论 f ( x ) 是正还是负，我们看到/对 x 处的无穷小向量 d : r 的局部效果都 
是先按因子 \ f ( x )\ 伸缩，再旋转一个角 arg [//( x )]. 

趁热打铁,我们现在打算把“导数”概念推广到 C 中的映射. 



图 4-7 


4.4.2 复导数 

考虑复映射/(4作用在由 z 点发出的无穷小复数（请记住，复数就是平面向 
量）上的效果.它的象（即连接两个象点的复数）将是由 / G0 发出的一个无穷小复 
数.现在的图 4-8 就是图 4-6 b 或图 4-7 的推广.在右方我们用黑箭头来画复数的 
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象，我还把2处原来的向量用空心箭头画在不同的黑的象箭头一起以便比较，现在 
需要的不仅是一个伸缩，还要一个旋转.从图 4-8 上看起来我们必须把空心箭头长 
度放大到2倍，再旋转 (3 V 4). 把这个情况与实函数情况对比，在实函数情况下旋 
转角只能是0或 7 T ; 在复函数时，我们需要的则是任意角度的旋转. 



图 4-8 

尽管如此，我们仍旧可以写出完全类比于 （4.3) 的代数方程，因为 “伸缩与旋 
转”正是乘以复数的几何意义. 所以，复导数 f ( z ) 可以这样来引入，即它是这样一 
个复数,我们必须用它来乘2点处的无穷小复数,才能得到这个无穷小复数在/(4 
点 的象： 

/’⑷.丄=/ . (4.4) 

这里和 (4.4) 中画的箭头都是分别从图 4-6 b 和图 4-8 模仿下来的-见图不必识 
字-要想得出正确的效果，//(^) 的长度必须为伸缩因子 ，而 f ’( z ) 的辖角必须为旋 
转角. 例如在图 4-8 的 z 点我们应有 f ( z ) = 2# 3 < 4) .按照第1章的精神，我们甚 
至不必区分局部变换与代表它的复数. 

为了求尸⑷，我们一直注视着 z 点一个特定箭头的象，但是，（与 M 的情况不 
同）这种箭头现在可能有无穷多个可能的方向.如果我们关注的箭头与图上画的那 
个方向不同，又当如何？ 

我们马上就遇到了麻烦，因为一个典型的①映射将要如图 4-9 那样行事.很清 
楚，不同的箭头伸缩因子会不同，类似于此，每个箭头要达到自己的象也可能需要 
旋转不同的角度才行.虽然我们仍可在 (4.4) 中使用一个复数来描述箭头的变换, 
但对不同的箭头它必须 是不同 的数.所以找不到一个单一的复数来使所有的箭头 
都旋转同样的角度.在能够找到一个复数使得 （4.4) 成立时，就认为它是 f 在 z 点 
的这种 导数，并记它为但是这样一来，我们就走到了一个看来前景阴暗的 

① 我们很快就可以弄清图 4-9 的某些细节，例如无穷小圆被映为无穷小椭圆. 

② 在本书里，导数的定义是两个向量的比值（向量表示为复数时，是有比值的). （4.3) 式和 (4.4) 式就 
是这个 意思. 而且作者把它们右方的向量称为象向量时，还特意提到，“象”这个字意义已经有了变 
化： 原来是表示位置的点（象点)，现在是表示方向的向量（象向量).这件事意义重大.按照我们的习 
惯，这些向量应该分别记作心，如，所以本书的讲法用我们习惯的表述方法就是 :映射 = f ( z ) 
在 2 点称为可微的，如果存在一个复数>1使得有以下的线性比例关系 cku = Adz 成立，而且 A 就 
称为导数， 记作尸 (均= A . 这只不过是实函数情况下通过微分来定义导数的思路在复情况下的推广. 
如果再把 dz , dw 分别写成 △ z ， A ^ 再注意到作者一再强调的不要把微分与差分割裂开来，我们立 
即就会看到我们熟知的 “导数就是差商的极限”. 由于这个命题深入人心 ，虽然作者没有明确地讲 (但 
是 他也用到了这个命题， 例如在 9.3.2 节的 (9.11) 式的证明中)，我们仍然把它提出.作者没有提， 
看来是为了强调可视化，把力量花在几何实质上，而不花在形式推导上，译者加了这个很长的脚注， 
也是希望读者理解，对微分学的讲法，绝非只能用人们熟悉的传统形式推导.一译者注 
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绝地： 典型的 C 中的映射干脆就是不能微分的. 


图 4-9 

还有一点要说明，即伸缩因子（即伸缩率）可能为 0. 这时本来已无法定义旋转 
角（即扭转度)，但我们仍然认为 /( Z ) 有导数，但导数为 0:f{z) = 0 . 或者说伸扭 
为 ◦. 这就好比0是没有辐角的，但我们仍然认为0是一个复数一样.这是一个重 
要情况.上面说到的共形性遇到临界点也是同样的.所以以下讲到伸扭时都包括/ 
的伸扭（即导数）为0,讲到共形性时都包括可能有临界点的情况 ® 

4.4.3 解析函数 

我们可以用禅宗的方式®来处理这个情况.即是说，从今以后，我们几乎只集 
中于那种可以微分的非常特殊 的映射这种函数称为解 析的.由前面的讨论 可知： 

V 点处的解析映射就是那些其局部效果是一伸扭的映射：即在 
V 的某个开邻域的每一点处，由一点发出的无穷小复数都按同样 
的伸缩率和旋转度被伸缩与旋转. 

解析映射的效果可以从图 4-10 上看到，它与图 4-9 形成鲜明的对比.对于这样的映 
射，导数存在而且干脆就是伸扭，或者如果你愿意，不妨说导数就是代表伸扭的复 
数. 

解析 | ; C 

图 4-10 


① 这一段话是译者加的.——译者注 

② 近年来禅宗的思想在西方颇有影响.但在它的故乡——中国，数学界的人们却很少谈论它.老实说， 
也不知道西方人说的“禅”是否原汁原味.其实作者的意思很 清楚： 对于一个复函数 f(z) 在何时有 
导数存在的条件不必去管.在我国流行的复分析教材中总要花一定篇幅去议论 f(z) 的连续性和可 
微性等，而本书作者却认为真正本质的是反映几何实质的伸扭.所以译者认为不妨借用陶渊明的诗 
句“其中有真意，欲辩已忘言”来说明这个情况.“真意”在于几何，那些如可微性等的细节只是“言”, 
而且不一定能反映“真意”.所以“干脆不去管它！”这个说明是否妥当，应请读者指教.同样，下文 
讲的“可以微分”的“精确”的“言”也不必去管了.但是我们不要以为作者“完全不管”这些事.请 
看本章 4.6 节，其中对于为什么不能只看“一点处”的解析性作了很好的几何解释.——译者注 

③ 更准确地说，是集中于那种在一点（例如 p 点）的任意小开邻域中每一点都可以微分 的非常特殊的 
映射.这个附加语的重要性在 4.6 节里会讲到.——译者注 
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这时你可能相当合理地担心，不管这种映射多么有趣，它们也太奇怪了，以至 
于其中不能包括任何我们熟悉或有用的函数.然而，貌不惊人的映射 z h d 却给 
了我们一线希望，因为我们已经证明了它局部地确为伸扭，因而对我们选中的解析 
函数集合颁发了准入证.事实上,令人吃惊的是,我们将在下一章发现,我们在本书 
中遇到的函数基本上都是解析的！当然我们在许多插图中看见的小“正 方形” 被映 
为小“正方形”已对此提供了大量经验的证据. 

或者应该强调一下，所有我们近来得到的图片讲的都是局部性质，因此也就 
是讲的 无穷小 箭头和图形.例如由图 4-10 可以看到，任意解析映射都是映无穷小 
圆周为其他无穷小 圆周； 然而这并不意味着，这种映射整体地也映圆周为圆周，图 
4 -11(它的中心部分就是图 4-10) 表明一个事实，即若我们从一个无穷小圆周开始然 
后让它慢慢变大，它的象一般地会扭曲起来而与圆周毫无相似之处.当然，默比乌 
斯变换给出了一个重要的例外，因为它们精确地保持各种大小的圆周.事实上，可 
以证明，默比乌斯变换是仅有的具有这种性质的变换. 



4.4.4 简短的总结 

我们将在本书中研究的主要类别的映射是解析映射（即复可微映射).虽然以 
后会看到其中包括了几乎所有有用的函数,它们仍然是很特殊的.它们对以 z 为中 
心的无穷小圆盘的作用，简单地就是，先把这些圆盘平移到/(2)处，再加以伸缩和 
扭转.“伸缩率”就是放大的因子，而“扭转度”就是旋转的角度.然后 j 的局部效果 
就如密码一样完全放在一个复数 f ( z ) 中等待我们去解密，这个数就是/的导数， 
而我们宁可称之为/的伸扭. 

f \ z ) = /在 z 的伸扭=(伸缩率) exp[i (扭转度)]=|//⑷ |e iar W ⑷]. 

要想得到 z 点处的一个无穷小复数的象，只需要用 f ( z ) 去乘它就行了 

最后还有两点.我们（在“导数” 一词以外）还引入了一个词 “伸扭 ”，因为它含 
义较深，而且使以后推理更易于解释.然而，初次接触这门课的学生应该明白，在所 

①我们附加规定只要“伸缩率”为0,尽管“扭转度”无法定义，我们仍说/的伸扭（即是导数）为0, 
而上式仍成立.——译者注 
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有其他书上只用导数一词.其次应该注意，这两个词只在以下情况下（与第1章比 
较）是同 义语： 即复数在用它来乘各个点时可以等同于产生一个相似变换.这样一 
来，举例来说，“进行微分”与“进行伸扭”并不是一 回事； 前者讲的是求一函数的 
导数这一行动，后者讲的则是对一无穷小几何图形“伸缩与扭转”这一行动. 

4.5 一些简单的例子 

在下面的例子中我们都把作为象的 C 放在原来的 C 平面上了. 

例 1 Z + c . 

它表示对点2作平移 c . 正如在图 4-12 a 中看到的那样，由 z 发出的复数之长 
不变，所以伸缩率为1,同样很清楚，因为没有诱导出旋转，所以扭转度为0,从而 

(z H - c ) / = ( z-h c ) 的伸扭 =1 • e i0 = 1. 

这与我们熟知的实的微分公式 £(x + c ) = l 完全一致. 

例2 z \-^ Az . 

如果 A = ae ia , 则它代表把按因子 a 的伸缩与旋转一个角 a 组合起来.从图 
4-12 b 看得很清楚，从 z 点发出的任意向量（特别是无穷小向量）和平面上的2点 
一样，都经历了相同的伸缩与扭转.所以 

( A ^ = ( A ) 的伸扭= 

虽然它的含意比实的微分公式 ^( Ax )= A 更丰富，形式上却完全相同. 

例3 z \-^ z 2 . 

我们前面的研究已经揭示了，这个映射在点 z = 处局部地也是一个伸扭， 

其伸缩率为 2 r , 而扭转度为0.所以 


W ) fH ^ 



图 4-12 
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( z 2 y = ( z 2 ) 的伸扭=(伸 缩率 y (扭转度） = 2re 〜 = 2z . 

虽然 z = 0 时,伸缩率为0,扭转度没有意义，我们仍说/的伸扭（即导数）为0.再 
一次注意到，这个结果形式上与通常的微分公式 ( x 2 Y = 2 x 完全一样.下一章我们 
还会给出这个事实的直接的复数与图示的证明. 

例4 z ^ z . 

因为这个映射是反共形的，很清楚，它不可能是解析的，因为我们已经看到，如 
果一个映射局部地是一个伸扭，它必自动地是共形的.图 4-13 a 精确地找出了麻烦 
所在.从图上我们看到，任意的发自 z 点的复数在 I 处的象与原来的复数长度相 
同,所以伸缩率为 1. 问题在于这样一个 事实： 角度为4的箭头一定要旋转 -20 才 
能达到其象箭头的角度-也所以，不同的箭头必须旋转不同的量（这就不是扭转) 
使得在这里不会有伸扭. 



图 4-13 


4.6 共形=解析 

4.6.1 引言 

在图 4-5 中我们已经清楚地看见，任何一个局部为伸扭的映射必自动地是共形 
的.用复微分的语言我们可以把这一点重述为所有解析函数都是共形的，所以自然 
地产生一个问题，即逆命题是否为真，是否每一个共形映射都是解析的？或者换一 
个方式来问，是否每一个共形映射都不会比伸扭更复杂？如果确是这样，这两个概 
念就是等价的，我们就会有一个新的途径来辨认解析函数或者对它进行推理.这真 
是一个诱人的前景！ 

要想排除这一可能性只需要发现一个函数，它是共形的然而其局部效果不是一 
个伸扭就可以了.图 4-13 b 上画的复共轭的例子说明，在考虑共形性时，要考虑一 
个映射是否不仅保持角的大小而且保持其方向是多么重要 .z ^ I 不是解析的，但 
是它也不是上述猜想的反例，因为它是反共形的. 

我们已经看到，虽然复共轭确有伸缩率，但它不是解析的，因为它没有扭转度. 
现在我们来考虑一个函数，它确有扭转度，但仍然不是解析的，这一次是由于它没 
有伸缩率.这种映射在一个特定点处的效果可见图4-14,左方的三条曲线各以等角 
n /3 相交，右方它们的象也如此.但是此图明显地表现出，我们处理的并非一个伸 
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扭.假想切于原复数的无穷小复数先是被扭转了，但后来并未伸缩，而解析函数本 
当如此.现在它却 按不同 的因子伸缩.尽管如此，开始时的扭转保证了两曲线之间 
的角大小与方向均得 保持： 这个映射在这一点处真正是共形的. 



图 4-14 


4.6.2 在整个区域中的共形性 

如果我们坚持在孤立点上的共形性，这种反例是一定存在的（我们已经画出了 
一个！ ）， 但是如果我们要求映射 在整个区域中 都是共形的，这种非解析的事是不会 
发生的.设想我们有一个区域，使在其中 （ i) 映射是共形的， （ ii) 映射又不是太病态 
的,使每一个无穷小直线段被映射为一无穷小直线段.事实上，重新检验一下图 4-3 
就会看出，必须预先假设 （ ii) 成立，否则 ⑴ 可能是没有意义的.因为如果由 g 到 p 
的曲线的无穷小的直的一段不是映到过 Q 的另一段同种类的曲线，则可能连在 g 
处的交角都无从谈起，哪里谈得上它是否等于 (/> 呢? ® 

现在看图 4-15. 在共形的区域中画一个大的（即非无穷小的）三角形 Me 还有 
它的象 ABC . 注意，虽然三角形 Me 的直边完全扭曲了而生成象 ABC 的曲边，这 
个“三角形”的三个角却与原来的三角形的角完全一样.现在想象三角形 Me 缩成 
此区域中的一个任意点.当我们这样做时，它的不断收缩着的象的边也越来越像直 
线[这是由 （ ii ) 才得出的],而在此过程中角总与原来的三角形的角相等.这样，这 
区域中任一个无穷小三角形都被映为另一个无穷小 相似三 角形.因为象三角形只 
不过大小及其在纸面上排列的方位不同（这一点从图 4-15 上也看得很清楚)，它确 
实是由原三角形经伸扭而得. 



①由此可见我们不能讨论恰好在一点处的解析性或共形性，而必须在一点的某一个开邻域（不管多么 
小）中讨论这些概念.——译者注 
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我们这样就证明了我们想得到的共形与解析映射的等 价性： 

一个映射在一点 p 局部地为一个伸扭，如果它在 p 的一个无穷 
小邻域中是共形的. 

由于这个原因，/在 p 点“解析”的准确的定义 就是： f , 在 p 的一个无穷小邻域中 
各点都存在. 

由这个结果我们立即可以导出，例如 z ^ (1/ z ) 在 2 # 0处是解析的，因为我 
们已经几何地证明了它是共形的.由同样的证据，更一般地还可以得到，所有默比 
乌斯变换（除在奇点外）都是解析的. 

不需另外费事，只要注意距离而不是角度，还可以得到进一步的等价性.我们 
刚才看到的是，一个映射不可能在一个区域内只有扭转度而没有伸缩率.为了研究 
其逆，设只知道一个映射在某区域内有伸缩率，从这一观点出发重新研究图 4-15. 
与前面的情形不同，现在没有任 何先验 的理由使得象 ABC 仍能表现出任何与原来 
图形共同的特征.但是当我们实行上面那种收缩过程时,伸缩率的局部存在就开始 
显现出来了. 

当三角形变得很小时，我们可以把它的两个边,例如和 ac ， 看成发自同一个 
顶点 a 的无穷小 箭头. 虽然我们关于角度一无所知，我们确实知道这两个箭头都经 
历了相同的伸缩而生成其象和但是若我们对其他的顶点之一也作同样 
的推理，就立刻发现，为了不出矛盾，这三个边必定经历同样①的伸缩，从而我们又 
一次得知象三角形与原相似形相似. 

然而这一次我们只知道无穷小象三角形的角度的大小与原三角形相同.如果二 
者的方向也相同，则象三角形是由原三角形经伸扭而得,这和前面是一样的.但是 
如果二者的角成了反向的，则我们不仅要把原三角形加以伸扭，还要翻转.这种“翻 
转”可以通过对任意直线作反射 而得； 特别是，我们可以使用对实轴的反射 
这样，如果/(4是一个映射，而我们知道在 p 的一个无穷小邻域中具有伸缩率，则 
或者 航 或者 7 M ， 在 p 点为解析. 

有意思的是，在上面的论证中使用三角形并非随意为之是很关键的.例如使用 
矩形就是 不行. 其第一个根据就 在于： 共形性肯定可以保证，一个无穷小矩形仍然 
映为另一个无穷小矩形.然而象矩形的长宽比在原则上可以与原矩形的长宽比大 
不相同，从而不可能通过伸扭从原矩形得出.请试一下找出它无效的第二个论证. 

从计算角度来处理以上的问题，可见 Ahlfors [1997, 73页 j ®. 


① 我们讲的“同样”是指伸缩率的变化与 a 6 c 的大小是同价的无 穷小. 如果把“ 同样” 理解为 准确地 
相同，则在把我们的论证推广到有密集分布的顶点所成的网格以后，就会得到伸缩率在整个区域中取 
常值的结论. 

② 此书有中 译本： 阿尔福斯，复分析，上海科技出版社，1984,所说的章节见中译本 “2.3 共形映照”，75 
页.一一译者注 
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4.6.3 共形性与黎曼球面 

我们在前一章讨论了一个孪生的 问题： “怎样使一映射在复平面的无穷远部分 
的效果可视化？亦即把有限远点抛向距离无穷远处的映射效果如何？”我们的回答 
是把两个复平面（原平面和象平面）都代以黎曼球面.我们这时就能看得见两个球 
面而不是两个平面之间的映射.这种作法的成功很大程度上依赖于一个事实，就是 
我们把平面上无穷远的遥不可及的那一部分挤成了球面上的一 个点. 它并不依赖 
于我们选取什么方法准确地做到这一点.那么，为什么我们要坚持使用球极射影而 
不用其他方法呢？前一章中已经出现了好几个理由，但是现在的讨论表明了，另一 
个难以抗拒的理由 就是： 球极射影是共形的. 

只是到现在我们才能充分体会到这一点，因为我们已经看到，解析函数是平面 
上的共形映射，图 4-16 表明，球极射影的共形性使我们能把它直接变成关于黎曼球 
面的如下 命题： 


球面间的映射当且仅当为共形时才表示解析函数 • 



图 4-16 


我们把球面与平面分开来画是为了加强这样一个 思想： 我们有权让平面逐渐 
淡出我们的思想，而把球面当作逻辑上独立的进行运作的基地.说真的，到了现在, 
我们已经能把复分析看作只不过是研究球面间的共形映射.但是在关于黎曼曲面 
的研究中还表明了，为了把多对一的函数及其逆的整体研究也纳入我们的研究之 
中，还必须把共形映射的概念扩大到更一般的曲面，例如环面之间的共形映射. 

4.7 临界点 

4.7.1 挤压的程度 

再回到映射 z 2 , 并且注意到在 z = 0处 （Py = 2 ^- 0 . 像这样使导数为0的 
点称为临界点.回想一下，这与我们在前一章中对“临界点” 一词的定义是不同的, 
那里我们是把临界点定义为一个本来共形的映射，共形性遭到破坏的点.但这两个 
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定义并非互不相容.如果一个解析映射的导数 f ( z ) 在 z = p 处不为0,我们知道， 
/在 p 处是共形的，所以共形性只能在 f \ z ) = 0处遭到破坏，以后我们还将证明 
其逆，即若 f ( p ) = ◦，则/在 p 点不可 能是共形的，虽然这件事并不 显然. 总之，这 
两个定义是等价的. 

用伸扭的语言来说，临界点可以同样地定义为伸缩率为零的点.这就暗示了， 
一个解析映射在以某临界点为中心的无穷小圆盘中的效果是“把它挤压成单独一 
个象点对引号里的话不能单就字面来理解，而应该理解如下. 

设想此圆盘（半径为 e ) 是这样小，以至于要放到显微镜下面才看得见.设我们 
用一套放大倍数越来越大的镜头 L 0 , Li , L 2 , L 3 , ••- 来看它.例如设。的倍数是 
l / s ° = 1,所以其实并不比用肉眼看更强.另一方面， la 之放大的倍数 1/ e 1 ， 而它 
已经足够强大使我们确实能用它看见圆盘了.镜头 L 2 更了不起，它可以放大 1 /P 
倍,使得甚至显微镜下的圆盘的一小部分就大得完全盖满了目镜. ® 

让我们再回到 Za 使我们又重新看见整个圆盘，同时也看见当以变换 z m z 2 
作用于它时发生了什么事.它不见了！在最好的情况下，我们可能看见单独一个点 
位于临界点的象的位置上.正是在 这个意 义下，我们说这个映射是挤压.然而如果 
我们再安上 L 2 , 就会看到我们 错了： 这个点并不是一个点，而是另一个以 e 2 为半 
径的圆盘. 

对这个特殊的映射，用 L 2 就可以看见了这个圆盘还没有完全被压垮.然而在 
另一个映射的临界点处，可能甚至 L 2 的倍数也不够用，而需要一个更强大的镜头， 
例如才能显示出圆盘的象并不只是一个点.整数 m 恰好可以度量在临界点处 
挤压的程度. 

4.7.2 共形性的破坏 

在解析函数的临界点处，除了有局部的挤压以外，我们还说过（但尚未证明）其 
共形性也受到破坏.在我们的例子里也可以看到这一点.当/映射作用到一对经 
过临界点 z = 0的射线上时，它们之间的角不再保持；事实上是加了一倍.这是一 
个一般的性质.事实上我们将要证明一个映射在非常近于临界点处,其性态基本上 
由 彡 2) 给出.在临界点 z = 0处的角不但未被保持，结果反而被乘以 m . 我 
们说 z = 0是一个 （ m - 1) 阶临界点以量化这种奇异性态的程度②要注意,这里的 
m 和前一段的 m 是一 样的： 想要看见象就必须使用镜头 

尽管发生了共性形在临界点被破坏的事，我们还是会继续大胆地说是共形 
的”这样的话.暗地里有一个约定，就是容许其中有临界点，在讲共形性时，就不管 
其中还有临界点了.事实上在整个前一节里我们都作了这样的约定，因为在那里我 

① 按这样的类比，我们可以说，本章乃至以后全书，绝大部分图形都表示透过 Li 看见的象复平面.例 
如图 4-10 画了一个小圆周被伸扭为另一个圆周.但是如果我们用 L 2 而不是 Za 来看这个“象圆 
周”，就会看见，它与圆周其实有偏离.当然，如果原象圆周越小，这种偏离也越小. 

② 我们定义其阶为 （m - 1) 而不是 m 的理由在于，正是 （m — 1) 适当地反映了导数的根的重数. 
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们只关心典型的点.我们以后会看到，临界点在一种准确的数学意义下是“稀少而 
又互相远离的”，这只是我们眼下对它们很少注意的一种借口.然而只在我们集中 
注意函数在其定义域的某一块中的性态时，才可以安全地绕过这个问题.当我们研 
究黎曼曲面时，我们会试着把所有这些部分信息拼成关于映射的整体图像.而要做 
到这一点，临界点将起关键的作用.它们起这样的作用还因为一个映射在这类点的 
邻域中的特别性态还有一个侧面，我们现在就要转到这个侧面去. 

在上一章里我们讲过临界点位于无穷远处的可能性.特别是我们考虑了 ^ h 

我们曾就 m 二2的情况在黎曼球面上画了经过原点的两条直线的球极射影象 
(图 3-22), 而且由此看见了，在 z = 0 与; 2； = oo 处的角都被乘以 m . 由此我们断定 
oo 是，的一个阶数为 （m - 1) 的临界点,而与原点一样.事实上,除 m = 2夕卜，我 
们还不知道， 1 是 否处处 都是共形的！然而在下一章里，我们会看到，它除了在我 
们讨论过的两个临界点处以外，确实处处都是共形的. 

4.7.3 支点 

先考虑由 R 到 R 的实函数 R { x ) 的情况.我们从小在求解极大极小问题时，就 
知道了求 R \ x ) = 0的点的重要性.图 4-17 上画的是一个普通的 y = R { x ) 的图像， 
并且强调了尺在临界点 c (在那里 R \ c ) = 0) 附近的性态的另一个 方面. 在一个使 
纪⑺# 0的典型点 t 的上方，图像或者向上走或者向下走，使此函数局部地是一对 
一的，但在 c 点附近，它显然是二对一的. 

复映射也有可以与此类比的意义.典型的情况是 f ( z ) # 0,所以 z 的一个无穷 
小邻域被伸扭为 w = /( z ) 的一个无穷小象邻域，而这两个邻域显然处于一对一的 
对应中.然而，若 f f ( zo ) = 0,( 按我们早前说过的那样）在近于％处，函数的性态与 
，相同.若一点沿闭轨道绕过％,它的象以 m 倍的速度绕过_ = f ( z 0 \ 而对应 
于娜附近的一点，应有 m 个原象点在％附近.这样购是一个 （m - 1) 阶支点. 
我们的结论是： 一个一定阶数的临界点被映到同阶的支点上. 



图 4-17 


我们是从与实函数的类比开始来介绍这个思想的，但是我们也应注意到一个重 
要的差别.一个实函数当 R \ x ) ^ 0时必然是一对一的，但是（与复函数不 
同)，当 R \ x ) = ◦ 时，它不一定是多对一的.例如 x 3 的图像在原点是平坦的，然而 
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在此点的一个无穷小邻域中仍然是一对一的.与此形成对比的是，复映射 z h # 
在原点附近是三对一的，这是由于有复立方根存在. 

4.8 柯西-黎曼方程 


4.8.1 引言① 

在结束本章时,我们试着对于复函数在平面映射中占据了什么样的等级作一展 
望.这样做的一个好处是，我们会发现刻划解析函数的另外一种（除伸扭和导数以 
外，这是第三种）方法，就是用它的实部和虚部来刻划解析性. 

第一件事是应该认识到，我们早前说的“一般”映射 （ x ， y ) h M 其实并不 
那么“一般”.设想在案板上擀面，案板是一个平面，就是原有的 M 2 . 面皮也占据了 
案板的一部分，也是一个平面区域，就是作为象平面的 M 2 的一部分.对这一块面 
皮作各种“操作”，或擀，或切，或折叠,都是把案板上原来的 { x , y ) 处的那一小块面 
皮移到另一处 ( u , v ), 因此就是一个“一般”的映射 { x , y ) ( u , v ). 例如把面皮切 

成两半而且各放一处.这里的映射就比我们以前思考过的要“一般”得多，因为它 
甚至不保有最起码的连续性，就是说，在切口两侧各取一点，不论我们把这两个点 
取得多么近，这两点的象总是远远地分离开的. 

哪怕我们仍坚持要有连续性,所得到的映射仍然比我们考虑过的映射更为一般. 
例如在擀饺子皮时，先摁住面皮的一点（％幻= (0,0), 固定在案板的一点 ( x ， y ) = 
(0.0) 处，然后再用擀面杖把面皮从这一点向远处擀开.例如，把面皮的大小杆成两 
倍大，这肯定是连续的，因为面皮上两个原来连在一起的地方，擀来擀去仍然是连 
在一起的.现在出现的问 题是： 在这一点作两个方向相反的无穷小箭头，则在擀了 
以后必然一个向“东” ，一 个向“西”，两个箭头所经历的映射就大不相同了.所以这 
个映射在显然的直观的意义上是不可微的（这里还谈不上复微分那么微妙的意义). 
但是只要我们离开擀面杖下方的 ( x , y ) = (0,0) 处稍远，映射却在真正的意义上是 
可微的，而可以用雅可比矩阵来处理. 

在折迭面皮时出现另一类有趣的映射.例如做千层饼就要把面皮先折再擀很 
多次.但我们不妨以叠信为例.这时，书桌代替了案板，信纸代替了面皮. ® 作为一 
个映射，在中部是桌面一点对应于信纸的三点，所以是三对一映射，而在折口到信 
纸两头，即无折叠部分，恰为一对一，而在折线处确实又失去了可微性.在折线以 

① 这一节列举了一些日常生活中的例子，由于中国人的生活习惯与西方人不同，读起来就比较难懂，所 
以在翻译这一小节时，译者在文字上作了较大的改动使其意义更明白一些.——译者注 

② 西方人叠信（特别是公务商务函件）的“规矩”和中国人不同，例如正文向下，先从信头超过1/3处 
向上一折，翻过来，再在离信尾超过1/3处向上一折，成为一个压平了的 S 形，而且信头正面（包括 
印有收件人姓名地址的 heading) 向上.折好以后的信纸宽度与原信纸以及信封一样，高度略小于信 
封深度，不必再折即可装入信封，而且收件人姓名地址恰好落在信封的“窗口”中，不必再打印信封. 
这样的信打开也很 方便： 抓住信纸两头多余部分一抖就行了.——译者注 
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外，则局部仍可用雅可比矩阵来分析. 

做千层饼的时候，把一个面团（不一定很平）在某个方向一擀，一折，换一个方 
向再擀再折，再把它揉团，如此反复.然而如果限制考虑某一区域而把折口、边缘等 
排除在外，则原来讲过的用雅可比矩阵作分析还是可以应用的.因为这样的映射实 
际上已经相当一般了.我们希望以上的讨论足以揭示（作为真正意义上连续而且可 
微的映射）在映射的演化的阶梯上已经爬得相当高了.所以，并不奇怪,这些映射就 
其局部效果而言是出奇地简单，当然不会简单到如伸扭那样. 

那么，伸扭（解析映射）在这个演化的等级上处于什么位置呢？ 

4.8.2 线性变换的几何学 

我们再在离开早前的研究的地方回到这种研究上来.一个映射的局部效果就 
是完成如同密码一样藏在雅可比矩阵 （4.2) 中的线性变换.如果能够先理解 均匀的 
线性变换（相应于常矩阵）这就行了.但是这时我们需要记住一件事：我们的分析 
仅只局部地有效，而真正的线性变换事实上是各点不均勻的. 

考虑一个均匀的线性变换对一圆周 C 的效果.因为圆周的笛卡儿方程是二次 
式，由线性变换引起的坐标变换将使象曲线具有另一个二次式的方程.所以，象曲 
线五是一个圆锥曲线.又因为没有一个点被送到无穷远处，它必定是一 个椭圆 .见 
图 4-18, 并请与图 4-9 比较，图 4-9 画的就是一 个非均 匀变换对于无穷小圆周的效 
果，也就是现在的结果的局部效果. 

我们刚才使用的是关于线性的代数陈述.基本的几何事实 则是： 如果我们先把 
两个向量相加再作映射，或者先对两个向量各作映射 然后再 相加,这是没有区别的. 
请自己验证以下两个推论. 

• 平行直线被映为平行直线. 

• 直线段的中点被映为象直线段的中点. 

我们现在把这两个事实应用于五. 



图 4-18 

因为圆周 C 的直径都被圆心平分,所以其象作为五的弦必定都经过共同的中 
点. 从而 C 的中心被映为五的中心.用同样的粗黑线来画象 D 以及 C 的被映为 
E 的长轴 D 的直径 d 现在考虑 C 的垂直于 d 的那些弦（虚线)，它们的象必为 E 
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的一族平行弦而且 D 平分它们.因此它们必为垂直于 D 的平行线族.所有这一切 
都总结在图 4-18 中. 

现在很清楚 

局部线性变换就是在 d 方向作一个拉伸，在与它垂直的方向上 
作另一拉伸，最后再作一个扭转. 

在这个结果中再考虑自由度也是有意义的.因为雅可比矩阵有四个独立元素，要确 
定我们的变换也就只需要 4 bit 信息：这就是⑴ d 的方向 ， （ ii ) 在此方向上的拉伸因 
子， （ iii ) 垂直方向上的拉伸因子， （ iv ) 扭转. 

如果最后还想化到解析函数，只需令这两个拉伸的因子相等.这样就明显地把 
自由度的数目由 4 下降为 3. 然而由于我们现在在各个方向都产生了相同的伸缩， 
d 的方向的选择也就无关紧要了，而我们只剩下了两个真正的自 由度： 伸缩率与扭 
转度. 

现在请注意，我们得到了以下的 结果： 

一个保持方向的映射，当且仅当它把无穷小圆周变为无穷小圆 
周时，才是共形的. 

如果一个保持方向的映射能够保持圆周，则它特别地也能保持无穷小圆周，所以必 
为共形的①我们现在不需要前一章的详细证明就看 到了： 默比乌斯变换的共形 
性/解析性仅依赖于它们保持圆周. 

4.8.3 柯西-黎曼方程 


如果我们现在追问怎样能辨认出一个雅可比矩阵能使两个伸缩因子都相等，就 
会得到刻划解析函数的另一种方法.因为我们已经知道用复数去乘就能生成所需 
的线性变换，如果考虑什么类型的矩阵作用于向量（即复数）时相应于用复数去乘 
它,就能很容易地回答这个问题.用 (a + ib ) 去乘 z = (z + iy ) 时,我们得到的线性 
变 换是： 


{x + iy ) ㈠ （a + ib )( x -\- iy ) = (ax - by ) + i{bx + ay ). 

这就相当于把 R 2 中的向量乘以矩阵 

(a —b 
\ b a 

把它与雅可比矩阵 (4.2) 

dx^ dyU 
d x v d y v 




(4-5) 


① Sommerville [1914, 237 页 ] 上有这个事实的另证 . 
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比较，于是知道为了使 •/ 的效果化为一个伸扭，它应与 （4.5) 相同，即 

~~ ~ — dyU . (4.6) 

它们就是著名的柯西-黎曼方程.这些给了我们辨认解析函数的第三种方法.然而， 
和深藏于其后的伸扭概念一样，应该在一点的某个无穷小邻域中满足这些方程，才 
能断定映射在此点为解析丨见习题 12 ]. 

因为 (a + ib ) 起伸扭的作用，比较 （4.5) 与 （4.2) 就给出两个关于导数的公式 

f = d x u + id x v = d x f ， (4.7) 

f ’ = d y v - idyu = - idyf . (4.8) 

作为一个例子，考虑 2 4 如果把它乘开,就会得到一大堆很难看的 东西： 

u-\-iv = ( x 3 — 3 xy 2 ) + i (3 x 2 y — y s ). 

然而,分别微分其实部与虚部，我们得到 

d x u = 3 x 2 — 3 y 2 = + d y v 
— Qxy — dyU . 

所以，柯西-黎曼方程得到满足.这样，〃和〃的特殊形状并非难看，而是恰好保证 
了此映射是解析的.利用 （4.7) 式，我们就可以算出其伸扭为 

( z 3 y = 3( x 2 — y 2 ) + i 6 xy = 3 z 2 ^ 

它和通常的微积分中的公式是一样的.请验证 （4.8) 式也给会出同样结果. 

在下一章里我们要割断与 R 2 连接的脐带,而发现怎样直接求助复平面的几何 
来更好地理解以上的结果. 

4.9 习 题 

1. 用柯西-黎曼方程验证 z h 5不是解析的. 

2. 映射 z h z 3 作用在一个无穷小图形上,考查它的象,发现了这个图形被旋转了 
n , 其线性尺度放大了 12倍.这个图形原来位于何处？[有两种可能性]. 

3. 考虑映射 z ^ n ( z )= 尹 / z . 把 z 写成极坐标形式，并求出 D 的几何效果.从一 
个典型的 z 点出发，用两种不同颜色画两个等长的小 箭头： 一个平行于 z ， 另 
一个垂直于再从出发画出二者的象.由此 导出： Q 并不生成一个伸 
扭.[你的图应 以两种 方法显出这点 .] 
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4 .图 4 -19表示一条曲线的加上阴影的内域被一解析函数映到象曲线的外域.若 
z 以逆时针方向绕左边图的曲线运动，问其象 w 怎样绕其象曲线运动？ [提 示: 
从 z 出发画一些无穷小箭头，其中应包括一个沿运动方向的箭头 .] 



5. 考虑 = ( x 2 -\- y 2 )- j - i ( y / x ), 找出被/映为⑷水平直线， （ b ) 垂直直线 
的曲线并画出其草图 • 注意,从你的答案来看，/应是共形的.用两种方法证明 
它其实不是：⑴显示地找出一些曲线使其交角没有被 保持; ( ii ) 用柯西-黎曼方 
程. 

6. 继续上题，证明怎样选取 r 都不能使 iy ) = ( x 2 + y 2 ) + iv 成为解析的. 

7. ⑴令 〆 Z ) = 3 + 2 i ， 然后用几何方法解释为什么 g \ z ) = 0. 

( ii ) 证明若一解析函数在某连通区域上的伸缩率恒为零（即 f ( z ) = 0), 则此 
函数在此区域上恒为常数. 

( iii ) 给出一个简单反例证明，若此区域是由不连通的分量构成的，则以上结论 
不成立. 

8- 用图形解释为什么若 /( Z ) 在某个连通区域上解析，则以下的每个条件均使它 
变为一个常数. 

( i ) Ref ( z ) = 0, 

⑻ 1 /⑷ I = cost, 

( iii ) 不仅/⑷而且 7 R 都解析. 

9. 用柯西-黎曼方程对前两题给出严格的计算证明. 

10. 不把一个映射用其实部与虚部来写（即不写为 f = u + iv ), 而用其长度与角度 
写成 

f ( z ) = Re 仰 

有时更为方便，这里只与巾是 z 的 函数. 证明刻划一个解析函数/的方程现 
在成为 


d x R = Rdy ^ 以及 d y R = - Rd x ^. 

11. 我们现在约定，当 u 和 r 适合柯西-黎曼方程时就说 “f = u + iv 适合柯西一黎 
曼方 程”. 证 明：若 /( z ) 与 〆 z ) 二者均适合柯西-黎曼方程，则其和与积亦然. 

12. 对不为零的 z , 令 /( z ) = /(x + 切 ） = 
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( i ) 证 明：当 2 趋近实轴或虚轴的任意点（包括原点）时, /( z ) 趋近 0. 

( ii ) 在定义/在两轴上均为0以后，证明柯西-黎曼方程在原点也满足. 

( iii ) 尽管如此，证明/在0处甚至不可微，更谈不上解析！为证这一点，找出 
从0出发而指向 e # 方向的无穷小箭头的象.由此导出尽管/在0处确 
有扭转度,但却没有伸缩率. 

13. 验证^ ^ #满足柯西-黎曼方程，并求出 （¥)/. 

14. 画出一个无穷小矩形在解析映射下的象的草图，然后由此导出，面积的局部放 
大因子是伸缩率的平方.考查雅可比矩阵的行列式以重新导出这个事实. 

15. 定义 S 为由下式给出的正 方形： 

a — b 《 Re ( z ) < a + b 与 — b $ Im(z) ^ b (b > 0), 

( i ) 就 6 < a 的情况画一个典型的现在作出它在映射下的象5的 
草图 • 

( ii ) 由你的草图导出§的面积，并写出§的面积与 S 的面积之比值八. 

(iii) 用前两题的结果，回答当 6 趋向零时 A 趋向什么？ 

(iv) 由 （ ii) 中得到的结果求 limA, 再验证它与 （ iii) 中得到的几何结果一致. 

16. 考虑复反演映射 J ( z ) = (1/2).$ 为 J 是共形的，它的局部效果必为一个伸扭. 
通过考虑一个以原点为中心的圆弧之象导出 \( l / zy \ = l /\ z \ 2 . 

17. 考虑复反演映射 J ( z ) = ( l / z ). 

( i ) 若 z = x +切而/ = m + 如， 用: r 与2/表出 u 与 v . 

( ii ) 证明柯西-黎曼方程除在原点外处处满足,因此 J 除在原点外恒为解析的. 

(iii) 求出雅可比矩阵，把它用极坐标表出，从而求出 J 的局部几何效果. 

( iv ) 用（ 4 .7)证明伸扭为 -( l / z 2 ), 这与通常微积分的结果一样，且与前题一致， 
由此证实 （ iii ) 的结果. 

18. 回忆第3章的习题19,在那里证明了默比乌斯变换 


当且仅当原来的圆周族（称为 7) 以 g = -( d / c ) 为中心时，才映同心圆周族为 
问心圆周族.令 p = > — ^|为由 g 到 z 的距离，于是 f 之兀为 p = const . 

⑴考虑7的一个元素到7中一个比它无穷小地较大的元素的正交的连接 
向量，导出 M 的伸缩率在7中的每一个圆周上均分别为常数.由此推出 
\ M f \ 仅为 P 的函数. 

(ii) 考虑一个无穷小图形之象，并令此无穷小图形从远离 g 的某点开始运动 
到很接近 g 处，由此导出，在行程的某一点处象与原象合同. 

(iii) 综合以上结果，导出有一个特殊的元 Jm, 使&上的无穷小图形被映为 
位于象圆周 M ( J m ) 的合同的象图形上，回忆一下， 这个 Im 称为 M 的等 
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度圆周 (第3章习题 19). 

( iv ) 用前一部分解释为什么 M ( J m ) 与 J M 半径相同. 

( v ) 解释为什么 Im - 1 = 

( Vi ) 设 M 已规范化.用习题16的思想证明 M 的伸缩率为 

l M ’㈣ = 

19. 考虑图 4-20 中的映射/ ㈤ = z 4 , 左方是一个质点沿直线： c = 1的一线段向上 
运动，右方则是其象 /( p ) 的路径. 

⑴再画一幅这样的图，通过考虑当 p 点继续上行时 p 的长度与角度，从而延 
伸象路径. 

( ii ) 证明 A = isec 4 ( jr /8). 

( iii ) 求出左图上 p 的两个位置（称之为心与匕)，使它们被映到右图上的自交 
点 S ， 并把这两个位置在你的图上标出来. 

( iv ) 假设已知 f \ z ) = 4 z 3 这个结果，求出心与6 2 处的扭转度. 

( v ) 用前一部分证明（在右图 B 处）象曲线 以直角 自交. 



20.图 4-21 复制了第2章的图 2-9. 



⑴用几何方法证明，若2由0增加 d 0 而沿双纽线运动，则 w P 沿右方的 
圆周移动一个距离 4 d 0. 

( ii ) 利用 ( z 2 Y = 2 z , 用几何方法导出 ds = 2d6/r. 

( iii ) 利用 r 2 = 2 cos 29 这一事实，用计算证明 

r dr = 2\J\ — ( r 4 /4) d 0. 
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( iv ) 令 S 表示连接原点到双纽线上的 z 的线段之长.由前两部分导出 

_ dr 

Jo \JY - ( r 4 /4) 

由于这个原因，此积分称为 双纽线积分. 

21•⑴推广正文中的论证，证明在3维空间中线性变换的效果就是把空间在三 
个互相垂直的方向上加以拉伸（一般是按三个不同的倍数)，然后再把空 
间加以旋转. 

( ii ) 由此导出，一个把3维空间映射为其自己的映射，当且仅当它映无穷小球 
面为无穷小球面时，才是伸扭. 

( iii ) 导出对球面的反演保持两条相交的空间曲线所含的角的大小. 

( iv ) 导出球极射影是共形的. 

附注： 与平面共形映射之丰富成为鲜明对比，刘维尔 ® 和麦克斯韦 ® 互相独 
立地发 现了： 空间中仅有的保持角度不变的映射就是反演，以及几个反演 
的复合. 


① Joseph Liouville, 1809—1982 ，法国数学家 .- 译者注 

② James Clerk Maxwell, 1831- -1879, 伟大的苏格兰物理学家.——译者注 



第 5 章微分学的进 一 步的几何研究 

5.1 柯西一黎曼的真面目 


5.1.1 引言 

我们在前一章里是从研究结构较简单的 R 2 领域中的映射开始，来研究 C 中 
的解析函数的引人注目的本性的.特别是，雅可比矩阵为我们提供了一条对解析函 
数的特征作柯西-黎曼刻画的不太费力的途径，而且还能计算出它们的伸扭.然而 
这一途径是相当间接的.在本章中我们则相反地直接在复平面中研究微分学，主要 
是通过应用无穷小 几何. 这条途径的第一个应用是重新推导出柯西-黎曼（以下简 
记为 “ CR ”） 方程，同时发现它们可能取得的新形式. 

5.1.2 笛卡儿形式 

考虑一个依实轴和虚轴方向排列的非常细的正方形网格.见图 5-1 左上图，在 
解析映射下，每一个无穷小正方形经伸扭而产生的象仍为正方形.我们要说明 CR 
方程只不过是把这个几何事实用符号和式子来表述. 



把单个小正方形及其象都放大，如图 5-1 底部那样.设起始的正方形边长为 s 
如图.如果我们由2出发并沿 z 方向运动 e , 则象将沿一个复数运动，这个运动可 
由下式 给出： 


{ x 的变化)•(象/对: r 的变化率)= ed x f . 

类似地，若点沿垂直边运动，即在 y 方向上运动 e ， 则它的象将作一个运动 ed y f •又 
因为这两个象向量张成一个正方形，它们之间必定简单地由一个旋转 jt /2 相关，也 
即是有乘以 i 的关系.消去 e 后我们就有 
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id x f = dyf, 

至此大功告成！ 只要再 把 / = u + 如放进去即知，它不过就是 CR 方程 

i d x (u -h iv ) = d y {u + iv ) 

的比较紧凑的形式.令双方实部和虚部分别相等就给出 

d x u = d y v 以及 d x v = 一 dyU , (5.1) 

和前面得出的一样.为了得出伸扭本身，我们要记住,每个无穷小箭头在乘以尸后 
就得出其象.现在因为我们已知对于正方形的两边，其象各为什么，于是我们可以 
得出 

e ^ ef f = ed x f f = d x f, 

is ief = edyf => f = —i d y f. 


5.1.3 极坐标形式 

(5.1) 式是 CR 的最常见的写法，但不是唯一的写法.它取这样的形式是因为 
我们选择在原来的复平面和象的复平面上都用实部和虚部（即笛卡儿坐标）来表示 
复数. 所以，我们可以把 （1) 简称为 CR 的 Cart .- Cart . ( Cart 是 Cartesian 的简写) 
形式.在第4章的习题10中，对第一个复平面我们使用笛卡儿坐标,而在象平面上 
则用极坐标,这样得到 CR 的另一种形式 ( Cart .- Polar 形式).我们再以推导 CR 的 
Polar - Cart . 形式作为几何方法的下一个例子. 

为了做这件事，我们先作适用于极坐标的无穷小正方形，见图 5-2. 若从 z 开始 
让 r 增加 dr , 于是得到此正方形的径向边 e ie dr . 如果另一方面我们让0增加狀， 
则此点在一个垂直的方向（即横向）上运动，此方向的单位向量是 ie 虼当 d 0 趋于 
0时，此方向上运动的大小是 r * d 0, 所以描述这个运动的复数是 ie ie rd 6 = izd 0 •队 
图上看得很清楚 


开始为正方形 dr = rd 9 (5.2) 
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现在来看它的象,和前面一样,若将 r 增加 dr , 则象将要移动 dvdrf . 类似地， 
把0变动如，则象将运动 d 0 •汍 /. 如果映射是解析的，它们仍张成一个正方形，所 
以后一个边等于 i 乘第一 个边： 

d 6 - d$f = idr - d r f . 

以 (5.2) 代入此式，消去 d 0 后即有 

def = ird r f , (5.3) 

这就是 CR 的新的紧凑的形式.再以/ = u +如代入，读者容易看到 (5.3) 等价于 
下面这一对 Polar - Cart . 方程组： 

dev = + rd r u , (5.4) 

deu = — rd r v . (5.5) 

只要注意到，伸扭将把一个箭头变为其象，我们也可得到导数的两个表达式 如下： 

e l6 dr e ld dr • f ’ = dr • d r f /’ = e ~ ie d r f , (5.6) 

以及 

izd 0 h izd 0 . f = d 0 . d 0 f f f = - { i / z ) d e f . (5.7) 

现以 z 3 = r 3 e - 0 为简单的例子.由 （5.6) 有 

( z 3 ) f = e - ie 3 r 2 e 3ie = 3 r 2 e 2ie = 

而由 (5.7) 则得 

{ z 3 y = —( i / z ) r s 3 ie 3ie = —( i / z )3 iz s = 3 z 2 . 

由于两个表达式都得到了同样的结果，我们首先就验证了 #确为解析的. 

在 CR 的四种可能的写法中，只留下 Polar - Polar 形式待求.请读者自行验证, 
若将/写为/ = ife ， 见第4章习题 10), 则 CR 成为 

deR = — rRd r ^ 以及 Rde ^ = rd r R . 

5.2 关于刚性的一个启示 

复分析中一个一再出现的主题是解析函数的“刚性”.这句话的意思是指这类 
函数的本性是它具有高度严密的结构（处处都局部地是伸扭)，这使得我们从非常 
有限的信息即可定死它们的准确的性态.举例来说，只要告诉了我们一个解析函 
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数在一个小区域中的效果，它的定义就可以唯一地拓展超出原来的束缚 如一 
个晶体从它的晶核生长出来那样.事实上，只要有了一个解析函数如何作用于一 
封闭曲线的极其稀少的信息（即只有该曲线上的点引起你的关注)，我们就能准确 
地预知在闭曲线内域的每一点会发生什么！见图 5-3. 以后我们会证实这些奇特的 
结果，在第9章中甚至可以找到一个显式的公式把 w 用等表示出来（这 
个公式应归功于柯西).然而在目前，还只能考虑一种不同类型的部分信息以窥其 
一斑. 



图 5-3 


考虑图5-4,以原点为中心的圆周被映为垂直直线，圆周越大，直线越向右移， 
但是这些直线的间距如何并无限制.关于具有这种性质的解析映射/,你认为我们 
能搜集到多少信息？在往下读之前，请你先静心思索一下. 



图 5-4 


我们知道/是共形的，其局部效果就是一个伸扭.考虑由原点发出的射线.因 
为它们以直角穿过这些圆周，它们的象就应以直角穿过这些垂直直线，所以应为水 
平直线.事实上，如果我们让一条射线以逆时针方向旋转，我们甚至能说出它的象 
直线是向上还是向下移动.请看图5-5,其中描绘了一个由两个圆周与两条射线所 
围的无穷小正方形的命运.我们知道,连接两个圆周的无穷小径向箭头必被映为连 
接两条垂直直线 的由左向右的 无穷小箭头.但因正方形应被伸扭，其象的位置必如 
图 5-5 所示.这样我们就知道了，射线的正向旋转将使象直 线向上 平移. 
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图 5-5 

我们已经颇有进展，但是还没有完全获得从第 4 章的习题 5 中看到的解析性 
的 推论. 在那里证明了，尽管映射 ( x ^ iy )^ ( x 2 + y 2 )+ i (2// x ) 不是解析的，却具有 
所有上述所讲的性质.事实上很容易写出无穷多个非解析的函数都与上面所知的 
事实相容.成为鲜明对比的是，当我们的研究结束时，却只余下一个解析函数具有 
图 5-4 那样的性质.为了证明这一点，我们必须回到 CR 方程. 

在图 5-4 中我们把很自然地具有极坐标性质的对象映为很自然的笛卡儿对象 
所以很清楚，应该使用 Polar-Cart •形式的 CR 方程，即 （ 5.4) 与 （ 5.5). 为了能用它 
们，我们应该首先把图 5-4 翻译成“方程式说话”.我们可以这样来描述此图 ，说: 
点的旋转只能使得其象上下移动而非侧向 移动； 换言之，0的变化不会产生 TX 的变 
化： d e u = 0. 于是由 （ 5.5) 有如; = 0. 这就说的是让一个点径向向外 运动， 不会影 
响其象的高度,所以射线被映为水平直线.这一点对于我们这些几何老手本来就已 
是马后炮了，有幸的是还留下了一个 方程： 


deV {9) = rd r U ( r ). 


(5.8) 


这里我们把 V 写成= V {6) 以强调 r 只依赖于0，同样也把 u 写成 w = U ( r ). 

现在 （5.8) 看起来象是一个不可能的等式，因为左方很显明地只依赖于0,而可 
以同样肯定右方只依赖于 r . 唯一的出 路是： 这两个实的量都等于同一个实常数, 
设为 A 丢掉其实只是表面文章的偏导数记号，我们于是得到 


dU . ^ dV A 

r ^ = A I = A 


积分这些方程有 


U = Ainr = const ” 而 V = A 6 -\- const ., 


于是 


U -\-iV = A(ln r -\- i 6) B , 


B 也是一个常数，它是由上面两个 omW . 合成的复常数.但是我们马上看出，这个 
特别的组合正是复对数！这样 
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f ( z ) = A\ogz + B . (5.9) 

更一般地，假设已知一解析函数映以 c 为中心的同心圆周为与虚轴成定角0 
的平行直线.你会发现,这与前一情况并无基本的不同，因为只要考虑 

么卜 ^ e~ l< ^g{z + c), 

就会发现这个映射也具有图 5-4 所示的性质，因此也应该等于 （5.9) 式.这样一来， 
解析函数的刚性导致一个相当不寻常的结论，即复对数可以唯一地定义（只相差常 
数可能不同）为映同心圆周族为平行直线族的那个共形映射. 

5.3 log (^) 的可视微分法 

上一节有一个附带的收益就是发现了 log ( z ) 确实是解析的.因为这个多值函 
数最简单的表示法是其 Polar - Cart . 形式 


log 2 ； = lnr + + 2mjt), 

用 （ 5.6) 或 （ 5.7) 就很容易找到它的导数.为了把它作为一个例子，我们两式都用, 
由 (5.6) 得出 

(log^) / = e~ l6 d r log^ = e~ ld (l/r) = 1/z, 

由 (5.7) 同样得出 


( logz )’ = — {i/z)de\ogz = - = 1/z. (5.10) 

当然，你会注意到，这在形式上与通常的实对数多么一致. 

你可能想知道，我们前面关于这个多值函数的各支的讨论会不会影响这一切. 
例如,有趣的是上面的 m (它标志着不同的支）为何在 (5.10) 中不出现.这本书的基 
本原理是它时常用更多的想象力与精力来找一个图形，而不是去作计算，因为图形 
时常会使你更接近真理，这是对你的想象力与精力的报偿.按此精神，我们现在来 
找出 (5.10) 的一个可视的解释，而它会说清楚答案确实不依赖于 m . 

在导出 （5.6) 与 （5.7) 时,是考查了一般的解析映射的无穷小几何学.那么为什 
么现在不把这个思想用于特 定的映 射的几何学，而由此直接算出它的伸扭来？ 
考虑图5-6,其上画出了一个典型的 z 点以及它在 log 映射下的无穷多个象中 
的几个.为了求出伸扭，我们只需找出由 z 发出的一个箭头之象即可.最容易找的 
就是图 5-6 左方的空心箭头之象，它是垂直于2的.要注意，因为黑线的箭头 z 与 
水平直线成角0，则与它垂直的空心箭头与垂直直线也成角 0. 同样，因为它在原点 
张一个无穷小角则因空心箭头好像一小段圆弧，其长就是现在看^的象因 
为我们对 z 作了一个纯粹旋转,其象将垂直向上移动一个距离-此距离等于旋 
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转角&为了更容易地看出是什么样的伸扭将把箭头 2 带到它的象处，我们在每个 
象点上各作了一个原来的空心箭头以便作比较.从图上就可以看到 


伸缩率= 1/r 
扭转度二一 0 


1 冷伸扭= {\/ r ) e~ ie = \/ z . 


虽然所有的象向量发自不同支的不同点，但是因为作为向量它们是完全一样的，所 
以很清楚，伸扭并不依赖于我们盯着的是哪一支. 



5.4 微分学的各法则 

我们已经知道怎样微分/和 logz , 怎样用这些知识去求例如 l 0g ( z 2 l 0 gz ) 的 
导数呢？你立即就会反应“使用链法则和乘积法 则”， 这个反应是很对的，我们在本 
节中不过是要验证，实微分学中我们熟知的规则都可以一成不变地，至少是外表上 
不变地，搬到复域中来. 

5.4.1 复合 


复合函数&。 f )( z ) = g [ f ( z )} 当然就意味着“先作/，再作 0 ”. 如果/和分 
都是解析的，则这两步的每一步都保持角，所以复合映射也是这样.由此我们导出 
9 [ f ( z )] 也是解析的，我们现在要证明它所产生的净伸扭，可由链法则正确地给出. 

令 f ( z ) = Ae ia , g r { w ) = Be ' 这里切 = /⑷•图 5 - 7 表明， z 点处的一个无穷 
小箭头被/伸扭而在 w 处生成其象,然后，这个象又被〃伸扭而成贞 W ) 处的最终 
的象.由图很清楚， 


净伸缩率 =AB 
净扭转度 


| =» 净伸扭 ABe ^ a+0 \ 


这样，我们就得到了熟知的链 法则: 


t 
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{ 9 [ f { z)]y = g \ w ) - f \ z ). (5.11) 

作为一个例子，我们令 〆 幻=上一章我们已经证明了 g \ z ) = fc , 所以由 (5.11) 
得出结论 

[ fc / O )]’ = kf ’( z ). 



图 5-7 


5.4.2 反函数 

假设我们不在临界点处（在临界点导数为 0), z 点处的一个无穷小圆盘将被伸 

扭而在 w = /( z ) 处生成一个象圆盘，而且这两个圆盘为-对应.见图 5-8. —个 

解析函数在此意义下有局部逆，我们想知道它的导数. 



图 5-8 


很清楚，把象圆盘变回原来圆盘的伸扭，其伸缩率应为原伸缩率的倒数，扭转 
度则 反号： 

厂 1 在 W 处的伸缩率 = 1/(/ 在; 2 处的伸缩率）= l/\f\z)\ 

厂 1 在 w 处的扭转度= 1/(/ 在 Z 处的扭 转度卜 argl/l/ ⑷I 

=>[r 1 (w)} , = l/f\z). (5.12) 

作为例子，考虑切= /(z) = logz, 对于它 z = / _1 (ty) = e^. 故由 (5.12) 可得 

( e w y = l/(\ogz) f = z = e w , (5.13) 

这与第 4 章习题 13 中的计算一致.我们以后还将对 （ 5.13) 给出一个可视的推导 • 
如果我们应用象箭头等于尸乘以原箭头这个代数想法，则 （ 5.11) 和 （ 5.12) 都 
可以推导得更快.我们则选择把几何放在前面，而把乘法的代数留作把 （ 5.11) 和 
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(5.12) 这些结果最终写成公式之用.但是用纯粹的几何来推导下面两个公式则显得 
过于冗长，所以我们要用一点代数. 

5.4.3 加法与乘法 

图 5-9 最左端是一个连接 z 到一相邻点的无穷小箭头$这两个点在/以及 
〆 分开来看）下的象画在中间的图上.最后' 我们把这些点相加或相乘得到的两个 
点放在最右方 • 仔细检查连接最右方的点的象向量,可以分别导出 （/ + g ) 与 / g 的 
伸扭.由图 5-9 我们有 

A = a + ^/ 7 , B = b - h ^ g ^ 

所以 

A - j-B = ( a - hb ) + + ^), 

其中 《(尸+ V ) 是《在 / + g 的伸扭下的象，由此可得加法法则 

(f + g)’ = f + g’. (5.14) 

类似于此，并且略去《 2 ,我们又得到 

AB = ab -\- ((/’6 + ag ’)， 

其中 arb + ag 。 是 《在 / p 的伸扭下的象，于是又得乘法 法则： 

(fgY = f f g + fg r . (5.15) 



图 5-9 


5.5 多项式、幂级数和有理函数 

5.5.1 多项式 

我们可以从一个稍微不同的观点来看待前节里讲的那些法则.以 (5.15) 为例. 
在某种意 义上， 右方是 什么东西这个问题不如右方存在一个东西这一事实 重要.这 

①如 1.3.6 节中所示点 z 作为一个向量是竖向量，所以作乘法时$放在左侧而/，或 〆 放在右侧. 


- 译者注 
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样说的意思是，我们现在有了一个创造新解析函数的 方子： “已知两个解析函数后, 
作它们的积即可得到一个新解析函数 . ”与此类似，其他公式中的每一个都可以 
看作是从老解析函数做出新解析函数的手段.解析函数其实是复平面上的一个名 
门望族，它们只要与自己的同族按一定规矩所许可的方式成亲（其实这些规矩非常 
灵活，甚至允许多种形式的乱伦! )， 他们的子孙就仍然属于这个家族.例如说，我们 
只从映射 z h z 开始，这个映射当然是解析的.按我们的那些法则很快就会生成 
以至任意多项式. 

考虑一个典型的 n 次多 项式： 

S n {z) = do + a\Z + (22 之 2 + • • . + dn^ 71 • 

我们刚才看到它是解析的，所以它映 P 点处的无穷小圆盘为 s n ( p ) 处的另一个无 
穷小圆盘.此外，由 （ 5.14 )， 变前一圆盘为后一圆盘时的伸扭为 

s f n (z) = (a 0 )’ + (aiz) f + (a 2 z 2 y + …+ (a n z n y. 

我们已经知道怎样作前三项的微分，在下一节中我们将要证实，一般地有 ( z^y = 
正如你所预料的.这样 

S r n {z) = ai + 2a 2 z -h Sa^z 2 + … + ua n z n ~ l . (5.16) 


5.5.2 幂级数 

对于多项式的讨论自然引导到研究幂级数.在第 2 章中我们讨论过怎样用多 
项式& 来逼近一个收敛幂级数® 

S ( z ) = a 0 + aiz -h a 2 z 2 + a 3 z 3 + … • (5.17) 

我们解释过， S 在收敛圆周内的效果可以用来模仿，只要取充分大的 n 值,就可 
以达到任意精度. 

当然，我们现在面临的问题是，幂级数是否解析的？而如果是，又怎样来计算 
其导数？我们会看到，这两个问题的答案为“是”以及“使用 （5.16) 式”. 

考虑以 p 为中心的无穷小圆盘 D . 若 p 在 S 的收敛圆周内，则充分小的 D 也 
在 S 的收敛圆周内.所以级数 （5.17) 在 D 内各点的收敛，而 S 映 D 为某个形状 
未知的无穷小的覆盖 S ( p ) 的 S ( D ). 请看图 5-10 的左图.它画出了 D 在 S 1 () ， S 100 , 
Siooo 等映射下的象的放大图，但没有画出 S ( D ) 本身.因为每个多项式均为解析 
的，每个象也都是无穷小圆盘.然而我们已经知道这些象会越来越完全地与 S ( D ) 
重合.所以 S 把无穷小圆盘变为另一个无穷小圆盘，从而它是解析的. 

在图 5-10 的右图中，我们想把这一点弄得更明白.因为我们现在只关心伸扭， 
实际的象点之所在就不如连接它们的箭头那么重要.为了更容易看见对这些箭头发 


①为简单计，我们将使用以原点为中心的幂级数.然而我们已在第2章中指出，这不会失去一般性. 
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生了什么事,我们在此图上已经对这些圆盘作了平移——这对向量并无影响 
使其中心均与 S ⑼重合.作为一个例子，我们在 D 的边缘上取间距相同的三个点 
( a , b , c ), 并且作由 p 到这三个点的向量（图上未画出).我们要看一看当 n 增加时, 
这三个间距相同的向量的命运如何.每一个解析映射都把这些向量伸扭为三个 
间距相同的象向量，图形显示了当相继以 5 i 0 5 ioo > 5 iooo 等作用于它们时，这些象 
如何逐步演化 ® 到（由 S 给出的）最终状态.把 D 中的箭头变到这些象箭头的伸扭 
因此也会经历相应的趋向最终值的演化因此当 n 增加时能以任意精度模仿 
把乃 中向量变为其最终的象的伸扭 V ，这样， 

S \ z ) = ai + 2 a 2 z + 3 a 3 2： 2 + 4 a ^ 3 + … • (5.18) 



图 5-10 


由此,我们得到了一个非常重要的 结论： 任一幂级数在其收敛圆周之内部都是解析 
的，而其导数只需对级数逐项求导就可得出.这个过程的结果 （5.18) 又是另一个收 
敛的幂级数，没有什么理由阻止我们再作微分.像这样做下去我们就发现，一个幂 

① 为了容易做到可视化，我们让伸缩率和扭转度都随 n 逐步 增加. 一般说来，它们可能展现出有阻尼 
的振动才终于安顿在其最终值. 

② 译者不得不指出，这个论证有严重的问题，正文中用楷体写的（译者写的）的话，用我们熟悉的符号 
语言来说，就会被理解为 ：“由 S n ( p ) 趋向 S ( p ) 可得 5；( p ) 趋向 y ( p )”. 这是一个重要的问题，而 
且与数学中的一个著名的有历史意义的错误有关.因为柯西都免不了这个错误.实际上在柯西以前， 
包括欧拉，人们常以莱布尼茨的所谓“连续性原理”来代替具体的数学分析.人们常用莱布尼茨本人 
的话“大自然不知道突变”来表述这个“原理”.例如，若 Sn ( p ) ^ S ( p ) 我们就说 Snip ) 演化到 
S ( p ). 如果 s n ( p ) 是连续的（或可微的)，则咽为”大自然不知道突变，“所以’巧⑻也是连续的 
(或者是可微的，而且 s f n ( p ) ^ 5( p )), 这就是柯西的 推理. 经过多年艰苦的探索，其中有阿贝尔的 
功劳，而尘埃落定可能要等到维尔斯特拉，这才发现，一致收敛性是不可回避的，读者不妨参看一本 
名著： 拉卡托斯的《证明与反驳》（康宏逵译，上海译文出版社，1987)，它的附录1对此有十分精彩 
的叙述.重要的是要注意，这里 S n ( 2 ) 只限于收敛圆内幂级数的部分和 序列 . 然而这也需要严格地证 
明.这个结论的正确表述，可参看阿尔福斯《复分析》一书的中译本40页和41页.至于此结论对于 
一般的解析函数序列是否成立，请看 9.4 节的最后一个脚注.——译者注 
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级数在其收敛圆周之内都是无穷可微的.这个结果如此重要的理由在于，我们以 
后会证明， 每个解析函数局 部地都可以用幂级数表示，所以解 析函数都是无穷可微 
的 (见 9.2 节). 

这个结果与实函数的情况形成尖锐对比.例如，汽车仪表板上的时钟显示的里 
程是时间的可微函数.事实上，速率也显示在速度表上.然而，在你踩下刹车的一 
瞬间，二阶导数（加速度）并不存在.更一般地说,考虑那个对于负的: r 其值为0而 
对非负的 x 等于 x ^( m 是正整数）的实函数.它处处都 （m - 1) 次可微，而在原点 
处则不是 m 次可微.我们的复家族可以证明是不会容忍这类行为的. 

5.5.3 有理函数 

我们在前面证明了乘法法则适用于复解析函数，但是我们没有去核验一下商法 
则是否也能适用.请你按照前面得出 (5.15) 的那种推理方法现在就来核验一下，如 
果做不下去了，习题9还有一个提示.不管怎么说，重要之点在于，两个解析函数之 
商除了在其奇点外，总是解析的.特别是，如果把这个结果用于多项式,我们就能断 
言有理函数是解析的. 

两个解析函数之商仍为解析的，这一事实可以从一个相当几何化的观点来看. 
令 J ( z ) = (1/ z ) 是复反演映射.正像第3章所讨论的，/(岣是共形的，因此是解 
析的.由此可知，若 〆 z ) 是解析的，则 [ I / 〆 %)] 也是，因为它是两个解析函数的复 
合： ( log ). 最后，若/⑷也是解析的，则由乘法法则可知 f ( z )-[ l / g ( z )] = [ f ( z )/ g ( z )] 
也是解析的. 


5.6 幂函数的可视微分法 

在上节中我们已经看到，;^ 2 , z 3 , Z 4 ,... 都是解析的，与复反演复合以后，又知 
z - 2 , z - 3 , Z - 4 ,... 也是.因为它们的（图 5 _ 8 意义下的）反函数是第2章中讨论 
过的多值函数4 1 / 2 , …的各支，所以这些多值函数也是解析的.把#与 

q 为整数）复合起来即知任意有理幂的幂函数都是解析的.进一步说，因为 
任意实数幂幂函数的几何效果都可以通过有理幂幂函数以任意精度重现出来，所以 
具有任意实数幂的幂函数也是解析的 .® 

幂函数 z a ( a 是任意实数）导数的计算类似于 5.1.5 节中对#的求导.我们会 

找到 

(z a Y = az a ~\ (5.19) 

和通常的微积分一样.其实，实函数的微分公式 (x a Y = ax a ~ l 可以看成是 (5.19) 
的特例，即把 z 本身以及由 z 发出的无穷小箭头均取在实轴上（见图 4-7) 的特例. 


①请读者看一下上一个脚注中译者的“议论”，那些“议论”也适用于此. 


译者注 
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和复对数的情况一样，我们并不在此停步而把 （5.19) 只看作计算的结果，而要 
潜到它们的几何老巢去.因为所有的箭头都会经历同样的伸扭,我们只要随便取一 
个方便的箭头来看它的象即可.第一次试验（总是要倒霉的）就如图 5-11 那样，取 
平行与 z 本身的箭头（即左图上的空心箭头)，为了便于比较，我们又把它画在象点 
上（即右图的空心箭头)，从图上立刻可以 看见： 

扭转度 =(a — 1)0, 但是， 伸缩率=?????? 

我们走了一半的路就走不下去了，因为我们看不出象箭头有多长.事实上，想要算 
出来，就需要使用实数情况下同样的办法（用一般二项定理).好了，“如果第一次不 
成功，就……” 



再试一下，换一个与2垂直的箭头来试！于是先画出图 5-12, 从此图上我们看 
到这个箭头（空心箭头）与垂直方向成角0,所以因为#处的角会放大 a 倍而成 
a 6. 我们又一次看到，扭转度为 （ a -1)0. 然而，这一次我们能够看出伸缩率，为此 
只需看到空心箭头与黑线箭头都是一个圆周的无穷小弧就行了.在左方，这个弧张 
的圆心角是 e ， 到了右图则得一个角此，半径则由 r 到0，放大了严- 1 倍，因此弧 
长放大了 af 1 倍.这样一来 


伸缩率 = ar a ~ 1 
扭转度 =( a 一 1)0 


| 伸扭= ar 0 -^^ 0-1 ^ = az a -\ 


图 5-12 是就 a = 3 画的，所以不论#与 W - 1 都没有歧义.但是如果 a 是一 
个分数，则，与 1 都是有许多不同支的多值函数.请重画一下这种情况下的图 
5-12. 例如设 a = (1/3), 则左图的箭头在右方有3个象，对应立方根函数的每一支 
各有一个象.与多值函数 \ og ( z ) 不同（见图5-6)，这些象是由空心箭头伸扭 不同的 
量而得的：#的不同支有 不同的 伸扭,但是你画的图会告诉你（练 习)： 

Z a 的每一支的伸扭均由（汐/ = az a / z 给出，此式左右双方的之 a 
均取相同支. 


(5.20) 














5.7 exp ( z ) 的可视微分法 203 


就我们所知，还没有理解实域中的结果 ( x a y = ax ^- 1 的直接而且直观的方法®，所 
以我们更感到高兴，因为更在一般的复数情况下，反而得到了更丰富的几何图形图 
5-12, 并且由它来看出结果 (5.20) 为真. 
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我们已经通过计算看到 （#y = e ' 现在用图形来解释它.在图 5-13 中我们画 
了一个典型的点 z = Z + 坻釆用0表示虚部是为了更容易记住 ^ = = 的 

角度是0.令 z 垂直向上运动一个距离5,将使其象旋转一个角5,这个象其实是一 
个半径为#的无穷小圆弧，它的长度是 eM ， 而它对于垂直方向的角度是 0. 和前 
面一样，我们把左图上原来的箭头（空心箭头）重画了一个（仍用空心箭头）在象点 
(即见右图的 w 点）上,使得可以更清楚看到其伸扭为 


伸缩率 = e x 
扭转度=0 


卜伸扭= e x e ie = e z . 


其实，这样说还为时过早，因为我们还没有真正证明（至少是还没有几何地加 
以证明)^确为解 析的： 就是说还不知道是否所有箭头都会经历同样的伸扭.图 5-13 
告诉我们，如果它确是解析的，则= e 2 . 为证明其解析性我们只需再取另一个 
箭头并且看它是否也受同样的影响.[为什么？] 

在图 5-14 上，我们让 z 在: c 方向移动一个无穷小距离5,从而使象点 w 径向 
地向外移动.从通常的微积分知道,#沿 o : 轴产生的伸缩率仍是见图4-6]，所以 
象向量的长度现在是 #5. 现在就很清楚了，图 5-14 中的象向量（黑线）是由象向 
量（空心）经历了与图 5-13 完全一样的伸缩与扭转而得，这就证明了 ¥的解析性. 


①在特殊情况下是有方法的.例如，考虑边长为: E 的立方体.很容易看出，如果把三对相对的面之每一 
对距离增加一个5,就会添厚一层，其体积为 x 2 S . 由此立即得出 (x 3 y = 3 x 2 这一结果. 
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5.8 E f = E 的几何解法 

迄今我们都是以颇为 ad kc ® 的方式来引入指数映射的定义.现在我们有可能 
以一个逻辑上比较令人满意的方式来处理，虽然最使人不得不信服的解释还得留待 
下文. 

先考虑通常写为#的实函数.我们在第2章里已说过，刻划这一函数的方法 
之一是说它的图象的斜率等于它的高.一个等价的动力学解 释是： 若一质点在时刻 
t 离我们（原点）的距离是 A 则其速度等于它离我们的距离.不论是哪种说法，这 
都相当于说这个函数满足微分方程 

① ad hoc 是一个拉丁字，直译为“特设的，特定的”，意思就是指某个概念、某种思想本来缺少很自然而 
且符合逻辑或常识的解释，而事后根据某种特定的“需要”，“强加” 了一种，不甚自然的解释或假设. 

这里是指关于指数函数， 2.4 节给出的两种定义，即幂级数与 e x = 7 lim Q ( l - i < v/nr 

都有失自然，与它的物理来源关系不大.从历史上说，指数函数可以说是由复利问题引起，因而应该 
用微分方程之解来定义它.而现在教材中常用的讲法都有颇为浓厚的 ad hoc 色彩.——译者注 
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E f = E . (5.21) 

当然这还不能定死 e ' 因为所有的 Ae ", 其中 A 为任意常数，都适合 (5.21). 然而, 
如果我们进而要求 (5.21) 的这个解 E ( x ) 还需适合 E (0) = 1,就再也没有疑问了. 

本节的目的是 证明： 复指数函数也可以用这个方式来刻划.如果有一个复函数 
E ( z ) 可以认为是#的推广.则它在实轴上必适合 (5.21). 我们现在将用几何方法 
来证明，微分方程（5.21)(以及条件 E (0) = 1) 唯一地把 P 从实轴上向外推出到复 
平面上去以产生我们熟悉的复指数映射.我们的原理基本上就是把与图 5-13 和图 
5-14 相关的逻辑推理倒过来进行. 

设一个典型的点 2 被映射 z w = E ( z ) 映为一个未知的象点加，而五 ( z ) 服 
从 （5.21) 式.把这个式子“解码”，就发现它说的是，由2发出的向量经历了一个等 
于其象点 w 的伸扭.仅由这一点就能猜出 w 应该在哪里！以下,请在思想上抛开所 
有以过去关于#的知识为基础的假设. 

考虑对图 5-15 左图中的边长为 e 的小（最终为无穷小）正方形发生的情况.因 
为它被扭转 w 的角度（这就是它的扭转度)，它的水平边在右图中会变得平行于 
垂直边则正交于 M 这样， z 的水平运动变成象点的径向运动，垂直运动变为象的旋 
转.余下的问题是径向运动和旋转运动到底有多快.以上已经用到了扭转度，我们 
再转到伸缩率. 



图 5-15 


若 z 以单位速度在水平方向运动，则因伸缩率为 r ， 所以象沿径向运动的速度 
等于其到原点的距离.但这正是通常的指数函数的熟知的性质.这样 E 把水平直 
线指数地映为射线.如果我们还要求 E (0) = 1,则实轴被映到实轴，而我们恢复了 
通常的实指数函数.我们还知道把水平直线向上平移将使它的象射线作逆时针方 
向旋转,但我们还不知道转得多么快.在图 5-15 中 d0 是当 z 沿正方形的垂直方向 
的边移动 e 时 w 的无穷小旋转，所以象的这一边长度为 rd0 . 另一方面因伸缩率为 
r , 故我们知道，象的这一边之长又为 re , 因此 d0 = e . 换言之， 

一个无穷小垂直平移生成一个数值上与它相等的旋转. (5.22) 


我们现在就可以完全地描述由 E ( z ) 生成的映射了.想象一下我们盯着 z 由原 
点到典型的点 z = x + i 6 运动时象点 w 是怎样运动的，设想把这个运动如图 5-16 
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那样分成两段 行程： 先沿实轴到 rr , 再向上走到当我们第一步水平地走到 x 时, 
象点 w 由1走到 e ' 再用一次 （5.22) 就知道， z 向上走一个距离 0( 即走到喲将 
使象 w 转一个角 0. 例如我们会发现 E ( z ) 把虚轴拉着去包围单位圆周转，使 

E ( i 6) = cos 6 -\-i sin6. 

这可是我们的老 朋友： 欧拉公式. 也可以从几何图形直接看到，这个映射具有以下 
性质 


E ( a -^ b ) = E ( a )- E ( b ). 

现在看来， 定义 就是这个 E ( z ) 是完全合逻辑的，我们的工作至此完成. 



我们在本节开始时就指出过，还有比以上讲的更加令人信服的解释.我们刚才 
是用一个非常自然的微分方程（也就是伸扭概念）把#推到实轴 以外; 然而伸扭概 
念其实也是多余的.解析函数的刚性是如此巨大，只需知到#在实轴上的值（这倒 
是用微分方程来定义的)，也就唯一他决定了它在复域中的“解析拓 展”. 


5.9 高阶导数的一个 应用： 曲率 * 


5.9.1 引言 

前面我们已经简单地提到一个很了不起的事实，即解析函数都是无穷可微的. 
换言之,如果/是解析的，则 /" 存在.在本节中，我们力求从一种几何视角来观看 
二阶导数/〃的意义与存在.我们将通过回答以下问题来做这 件事： 


若对一个在 p 点有已知曲率 k 的曲线 X 作用解析映射/,则象 
曲线犮在/⑼处的曲率55是什么？ 

下一节里我们会看到，这个问题的解答会对行星绕位于焦点处的太阳旋转的椭圆轨 
道给出新奇的见地.（竟然如此!） 
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我们先给出问题的解答，不怕它会暂时毁掉我们的 悬念: 



(5.23) 


这里 | 表示原来的曲线在 p 点处的单位切向量.在解释这个结果之前，我们先拿一 
个例子简单地试一试. 

图 5-17 左方画了三个线段（实线、虚线和细点线),右方则画出了它们在/⑷= 
e 2 下的象.它们的区别在于与水平方向所成的角0不 同：过 ^的细点线是0 = 0; 
过 a 的虚线是4 = ( jt /2)； 还有过 z 的实线是 (/> 取一般的值.现在从图形上观察一 
下它们的象的 曲率： 对于细点线有5 = 0;对于虚线有5 = e - a ; 而在实线上，开始 
时元很大，然后随着 w 螺旋地离开原点就逐渐消失了. 



图 5-17 


为了把这些经验的观察与我们的公式比较，把单位切向量写成 | = e ' 并且注 
意到若 /⑷= e z ， 则 f ’’ = f ’ = e z . ^ z = x -\- iy , 则公式 (5.23) 成为 


k — e _ x ( sin 0 + k ). 

利用直线段的曲率 为零 ： K = 0, c /> 在每个直线段上均为常数，就很容易验证这个公 
式与图 5-17 是一致的. 

5.9.2 曲率的解析变换 

我们现在转而来解释 （5.23). 这个模样相当吓人的公式里出现了虚部，这对于 
作纯粹的几何处理可不是好兆头.令人吃惊的是,情况并非如此,考虑图 5-18, 其左 
方是曲线 X ，而在 p 点处曲率为 k ， 注意,我们对 f 随意地指定了一个方向使 k 有 
一定的符号.图的上部则是 K 在映射/~下的象犮，注意，它的方向是由 K 的方向 
决定的. （5.23) 声称要做的事就是计算 兑在 p = f ( p ) 处的曲率. 

如图 所示乂 表示一个在 p 处切于 K 的很小的（最终为无穷小的）复数，以 p 
为中心作一个过纟端点的圆周交 K 于而 g 点作为一个很小的（最终也是无穷 
小的）切于 K 的复数 C (它们都用空心箭头表示)，我们还标出了由（到(：的角 e . 
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回忆一下，在 p 处曲率 k 按定义是切线的旋转角相对于 K 上的距离的变率.因为 
对于无穷小向量《，弧 pg 之长即为旧，所以在 p 点的曲率是 


图 5-18 

类似地，在象曲线 X 上的象点乒和7处,我们作《和《的象复数『和&并记 
由 f 到 f 的旋转角为？;于是象的曲率是 

H — -4*. (5.25) 

1^1 ) 

我们的问$就是找出？和 f 

因为间是€经伸扭后的象 f 之长度，所以 

阁 =( 伸缩率).1《1 = 1/»1.奸 (5.26) 

问题的比较有趣也比较难的部分是求？： 

如果《和 C 经过恰好相同的伸扭，则它们的象的转角？也就等于原来的转角 
e . 但是在 g 处的扭转度与 p 处稍有不同，记其差为 a . 这样 



?=e + ( 额外的扭转度 ）= e + a. 


(5.27) 
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这就是 /" 何以会进入，因为它描述了伸扭如何变化. 

函数尸本身也是一个完全可尊敬的映射，可以如其他映射一样画出来.图 5-18 
右侧就是关于它的图形.它同样把每个点％映为复数，而后者则把由 z 发出的无 
穷小复数加以伸扭.我们特别在图 5-18 右侧画出了在映射 fTz = P mz = qH 
的象广⑼和于是关于无穷可微性的结果就可以用明显地惊人的形式重述 
如下： 如果/局部地为一伸扭，则 f 自动地也是. 这一点我们在右侧上是这样表 
述的，左侧 z 平面上以 p 为中心的画了阴影的小圆盘被映到右侧 f ( z ) 平面上以 
f ( p ) (空心圆点）为中心的另一个有阴影的小 圆盘. 这个使你吃惊的事实就能帮你 
算出 a 之值. 

把 p 处的小圆盘映到 f ( p ) 处的小圆盘这一映射的伸扭是 /〃( p ). 特别是 J 被 
伸扭为 

X = /" ( 來 . 


但是看一下右侧的三角形，它的边长是已知量广⑼与 x , 而它在原点所转的角就 
是我们想要找的额外的伸扭 a . 

如果我们把这个三角形伸缩旋转到实轴上（图 5-18 底部)，就更容易找到 a 的 
表达式.这个旋转可以很自然地通过除以 f ( p ) 来实现.因为这个运算中同时还含 
有伸缩，所以图 5-18 底部的三角形顶角不变，而两个边则变为1和1； = [ X / f ( p)l 
因为 a 最终地等于经过1的垂直的圆弧，而〃不一定是垂直的，所以此图告诉我们 


arc = lm ( v ) = Im 


X 

- T TH 

[/"wq 


- 丄丄 

. f f (p). 


因此，由 （5.25) 式、 (5.26) 式和 （5.27) 式（默认它们都在 p 点取值而略去 p ) 我们即 
得 


(Im 

\ra 
L r 」 

+e ) 

I /， 



最后再用 （5.24) 式，并注意到 | = (€/旧）是 p 处的单位向量,我们就得出了 （5.23). 

5.9.3 复曲率 


我们来更仔细地看一下 (5.23), 它可写为 

~ _ T [尸’之1丄& 

m [TWil^iry 

其中的第二项可以这样来理解.如果让平面以因子均匀地伸缩，则半径为 (1/ k ) 
的圆周将变为半径为 { R / k ) 的圆周，其曲率为 [ k / R ). 但是一般曲线的一小段很像 




210 第 5 章微分学的进一步的几何研究 


其曲率圆®的圆弧，而/的主要局部效果（除了保持曲率的扭转外)，就是按因子 | 尸 | 
的伸缩. 

除了这个现象以外，第一项说，即使原来曲率为0,这个映射也会引入曲率，即 
是说，直线的象（作为其方向的函数）的曲率为 


k(i) = Im 


ri 

m 


现在考虑所有沿方向 I 通过 P 的曲线之命运.上面的一般公式说，这时不仅原有曲 
率会得到一个比例因子为 ( i / iri ) 的放大（前面已作了解释)，而且还会增加一个固 
定的量 kd ). 在这个意义下，第一项相应于映射的一种内蕴的性质. 

但是 wl ) 还不是真正对于/为内蕴的，因为其中还保留了原曲线的痕迹，即 
其方向 f 由此可见，可以由 fc (|) 抽引出来的最自然的内蕴量是 


K 三 


i] n 

丽 


(5.28) 


我们建议称这个复函数（过去没有人研究过它）为/的复曲率. 

为了看到复曲率真正是一个自然的量，我们把它画成一个由 p 发出的向量 
； C ( p ) (见图 5-19), 并且证明 


lC { p ) 在一过 P 的直线上的投影就是此直线之象在 f { p ) 处的曲率. （5.29) 

图 5-19 上还画出了 P 以外两个点处的 / C . 请注意， / C 在直线上的投影的增长是如 
何对应于沿着象曲线曲率的增长的. 



图 5-19 

为证明 (5.29), 请先回想一下， R 2 中的数量积是怎样用复数乘法来表 示的: 


K . I = Re[^] = Hm[Kl^] = Im 


ri 

m 


= _， 


①即在该点与曲线相切的圆周，而且曲率为 K = l / 半径，与曲线在该点的曲率相同. 
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这正是我们想要证明的.这个结果使 (5.23) 可以表示得更为干净利落而且更易于 
辩认： 

(5 . 30) 

想要看到如何几何地决定 / C ( P ), 请设想有一段很短的有向线段 S 绕 P 旋转. 
其象 f(S) 则以同样的速度绕/⑼旋转，其曲率作为 / C 与$的数量积，则作正弦式 
的 振荡： 当 S 指向 /C(p) 的方向时,它达到最大值 l/C(p)l， 而当 S 与 /C(p) 垂直时它 
为零. 

事实上，想要作出 /C(ph 只需知道此线段 S 处于两个位置 A 和& 时象的曲 
率 M 与& 即可.图 5-20 画出了 &和& 分别处于水平位置和垂直位置这一最简 
单的情况.这时我们有 


/C = aci + ihi2. 



图 5-20 


我们现以另一个看待 /C 的方法来结束本节.图 5-21 左方画了一个无穷小的黑 
色图形 Q . 它在几个方向不同的《（但旧是固定不变的）下的平移也画在图上（白 
色和灰色的图形 Q ). 在解1 斤映射/之下， Q 被伸扭为右图上的相似的黑色图形& 
当 Q 作了一个平移《后，0不但会平移尸(,还会旋转和伸缩.准确些说，$的旋转 
角正是图 5-18 右侧的角 a. 当 x 垂直于尸 (p) 时它显然达到最大，这时 x 指向圆 
周 | 尸 | = const . 的逆时针方向.当 （ 正好与 / C 同向时就会出现这个情况，因为这时 

X ex f f/ IC ex i / f f oc if . 

如果把 Q 的运动方向转过（- Jt / 2 )， 则 x 也会旋转 (- Jt /2) 而沿射线 argf = const . 
指向径向方向，这样就在|/'|上产生最大的增加. 

我们现在可以更详细地理解图 5-21 如下： 

令 Q 为一无穷小图形而0是它在解析映射/下之象.当 Q 沿 
/ C 方向运动时0旋转得最快，而其大小不变.另一方面，当 Q 在 
正交于 / C 的方向 - ilC 上运动时，6伸缩得最快，但不 旋转. （ 5 . 31 ) 
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说得更详细一些，当 Q 开始在一任意方向 | 平移时,令尺表示的旋转对它的运 
动距离的变率.则 


n = ic-i 

当 Q 在 ； C 方向上运动时,它会达到其最大值 ^ max = \ K \. 类似地,考虑0的伸缩， 
令£：表示0的大小 ® 相对于运动距离的变率并把它看作0初始大小的一部分.这 
时[练习] 

s = ixic. 


当 Q 沿- i / C 方向运动时，它达到最大值 S m ^ = |/ C |. 这两个结果可以看成是单个 
复方程 


的两个侧面. 


iic = n-^ is 



在第 i 2 章中，当已经建立了 “流量”和“环流”的物理概念后，我们还会回到 
复曲率，看到它还有其他漂亮的性质和应用. 


5.10 天体力学* 


5.10.1 有心力场 

如果一个在空间中运动的质点 p 不断被一个力拉向（或推开）一个定点0,而 
此力大小又仅依赖于 P 到0的距离 r , 我们就说有一个有 心力场 ，而 o 是力的中心. 
不难证明，不管力是怎样随 r 变动的， p 的轨道总是位于一个过 0 的平面上[练习]. 

在任意有心力场中的运动还有另一个特点，即半径 op 以常值速率乂扫出一个 
面积 ，乂 称 为面积速度 . 此事的证明见习题24.若 p 的质量为 m ， 则它的角动量 九 
等于 2 mA [练习].所以 M 为常数正是宣示了角动量守恒. 

当质点在轨道上运动时，除其角动量以外，总能量也是守恒的.以下我们总是使 
用一个具有单位质量的质点.所以,若质点的速度为〃，则其动能在总能量中的贡献 

①这里“大小”表示0的线性尺度.例如，若§为一圆盘，可以取其半径为“大小”. 
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为一确定值 h 2 , 而位能的值总是相差一个不定的常数.我们只限于力作为 r * 之幂 
而变动这个情况，而可以这样来确定此常数使得位能在力场消失之处 为零： 如果力 
作为 r 的正幂增长，则力场消失之点为 原点; 若作为负幂而消逝,则选无穷远点为此 
点•① 

5.10.2 两类椭圆轨道 

考虑一个线性的吸引力场，其定 义是： 力指向0点而且与 r 成 正比. 服从线性 
规律的力在物理学中极为重要，因为如果任意的物理系统在平衡状态下受到微小摄 
动，其恢复力恰属这一类.我们讲的是什么意思？下面是一个简单例子，它使你能 
用实验来研究线性力场中的运动.我们鼓励你自己动手来做下面的实验，而不是只 
去想它. 

取一个小重物 V ，把它用几尺长的线挂在例如天花板上，使它直接悬于位于水 
平桌面的0点上方.如果把 W 拉开一两寸（注意线长为几尺)， VF 只是稍微高于桌 
面而我们可以把 W 的运动理想化而视为在桌面上的运动.此外，虽然作用在位置 
有了变动的 W 上的力实际上是重力和线上的张力，其净效果却看起来似乎是0以 
一个神奇的力把 W 拉向 o 点自身，此力正如所需正比于 W 到0的距离 r [练习]. 
为了避免以后的混淆，我们要强调重力在此绝没有起其他本质的作用，而只是提供 
了一种模拟线性力场的特别方便的办法. 

现在把 W 从 o 点处稍微拉开一点，而且朝一个随机确定的方向轻弹它一下. 
你会看到 W 将在一个闭轨道上不断绕行——这个轨道是一个以0为中心的漂亮 
地对称的卵形曲线.但是这个卵形曲线究竟是什么？ 

它是一个椭圆！为了证明这一点，把桌面想象为 C 平面而以0为原点.再一次 
取 W 的质量为1，而其在时刻 t 的位置为 z ( t ). 为简单计，令指向原点的力的大小 
等于 W 到0的距离|4所以统帅 W 的运动的微分方程将是 S 它的两个基 
本解是2 = #圪它们表示以单位速度绕单位圆周而方向相反的两个旋转.[请试着 
起动 W 以分别得出这两个解，即两个旋转 .] 于是通解就是它们的线性 组合： 

^ = p e u + ge -^, (5.32) 

p 和 g 本为任意复常数，但是不失一般性，可以设它们是实的而且 p > q . 

图 5-22 画 出了： 这两个圆周运动叠加成了椭圆运动，吸引点在椭圆中心处.只 
要把 (5.32) 重写为 

z = a cos t-\-ib sin t 


①读者可能会想要知道有关于太阳系中各行星运动规律的 知识. 除了本书中推荐的 Amol ’ d [1990] 对 
万有引力的历史及相关知识作了出色的介绍以外，读者可能愿读一下同一作者的 名著： 阿诺尔德《经 
典力学的数学方法（第4版)》，第11〜31页，高等教育出版社， 2006. ——译者注 
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就清楚了，这里 a=p + g , 6 = 和6这两个数都有双重意义， a 既是长半轴又 

是起动点的位置; 6既是短半轴又是起动速率.注意,焦点位于 ± Va 2 - b 2 = ±2 y/pq 
处. 



最后，为了将来应用，我们再来算出在此力场中运动的质点的守恒的能 量五. 
位能就是把质点从原点拉到距离为 r 处所需要的功，所以就是 （ r 2 /2)[练习].这样 

E=\(v^r 2 ). 

当原点绕图 5-22 中的椭圆运动时，我们看到此式恒为 |( a 2 + 6 2 ). 

现在转到有心力场中的第二个椭圆运动,也是更著名的 例子： 太阳系中的行星 
绕太阳的轨道.这个现象与上面讲的例子有两点基本的不同.首先，引力不再随距 
离线性地增加，现在引力按距太阳的距离平方成反比而逐渐消失.其次，引力中心 
不再位于椭圆中心，现在太阳位于椭圆焦点上. 

古希腊人就已经发现了椭圆很美丽的数学性质，两千年后牛顿又揭示出它还有 
同样美丽的物理意义.他发现了，当且仅①当力场是线性的或者服从平方反比律时， 
才一定得到椭圆轨道.牛顿在《原理》一书中明确地注意到这一点，并称它为“非常 
引人注目 的”. 后来，诺贝尔物理学奖获得者钱德拉塞卡 @ 在 S . Chandrasekhar [1995, 
2 87页] 上说： “牛顿在《原理》一书的任何别的地方都没有表现过类似的惊叹之情 
这就留下了一个未解之谜.线性力场与平方反比力场之间一定有特殊的联系, 
但它可能是什么样的联系呢？牛顿能够找到一个联系，我们则将利用复分析找到另 
外一个.关于这两种联系的更详细的介绍，请参看 Arnol ， d [1990], Needham [1993] 和 
Chandrasekhar [1995]. 

① 牛顿假设了力是距离的幂函数后证明这一点的，但是后来又发现，即使不作这个假设，这个结果仍然 
成立. 

② Subrahmanyan Chandrasekhar , 1910—1995, 出生在巴基斯坦的美籍物理学家._译者注 
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5.10.3 把第一种椭圆轨道变为第二种 

复数的几何在牛顿的时代尚不广为人知.如果牛顿已经懂得了复数，他就一定 
会发现下面的惊人的事实：如果我们对以原点为中心的椭圆作映射 z h /，则与人 
们的想象不同，象的形状并不是什么奇怪丑陋的曲线，而是另一个 完全的 橢圆； 而 
且它自动地把一个焦点放在原点处.见图 5-23. 在探讨这件事的意义以前，我们先 
来验证 它：将 (5.32) 式平方，有 

z h -> z 2 = ( pe lt + ge -叩= p 2 e l2t + q 2 e~ l2t + 2 pq . 

前两项相当于一个以原点为中心的椭圆，其焦点在士处，因此，后一项将它的左 
侧的焦点平移到原点. 



图 5-23 


用动力学的语言来说，这个几何结果说明，吸引点原来在原点处 ， z h P 则把 
一个线性力场的轨道变为一个平方反比力场的轨道.然而我们之所以能够这样来 
陈述这个结果，是因为我们已经知道在这两种力场中轨道的形状.此外， 有没有某 
种先验的理由，说明为什么^ ^ 会把线性力场的轨道变为万有引力场的轨道？ 
如果能找到这样的理由，则图 5-23 可以看成是行星绕着焦点处的太阳作椭圆运动 
的新的推导或新的解释. 

确实是有这样的理由的,这件事是在 19 世纪 20 世纪之交发现的.有好几个人 
对这个美丽的结果是有功劳的，这个结果在得出的时候本来并不广为人知.看来波 
林 ( D 是第一个发表此结果的人，但他不了解卡斯纳 ® ( E . Kasner [1913]). 在 1909 年 
就发现了一个更广泛的结果，最后是阿诺尔德 （ V . I . Arnol ’ d ，[1990]), 但他只知道波 
林的 工作， 而又重新发现了卡斯纳的一般定理. 

在进入解释的细节之前，先说一下总的计划（见 Needham [1993]). 一个质点若 
不受力的作用将沿直线运动，所以轨道的 弯曲就 是力的表现，这种弯曲可以量化为 
轨道的曲率.因为映射;^ H /是解析的，我们可以利用上节的结果求出一个轨道 

① K . Bohlin [1911], 瑞典天文学家，生卒年不详.——译者注 

② Edward Kasner , 1879— 1955), 美国数学家.-译者注 













216 第 5 章微分学的进一步的几何研究 


的曲率与此轨道在此映射下的象的曲率的关系.这就使我们能找到使原象和象各安 
于自己的轨道的力之关系. 

5.10.4 力的几何学 

给出轨道和力的中心，我们的目的是找出使质点安于其轨道的力 F 的大小 F ， 
并给出 F 的纯几何的 公式. 考虑图 5-24. 如图所示，把 F 分解为轨道切向与径向 
的分力 F t 与 Fw 在概念上很有好处.分力 F t 的作用是改变 p 的速率〃而不改 
变其行程. 分力 F N 的作用则是使轨道弯曲而不变其速率. 



由初等力学知道，若一单位质量的质点以常速率〃绕半径为 p 的圆周运动，则 
其向心力是 {v 2 /p). 所以若此轨 道在; p 点处的曲率为如图所示)，则& = M ； 2 . 
若记动径与法线间的锐角为7,则作用于 p 的总的力是 


F = Fn sec 7 = kv 2 sec 7 . 


为了把它完全地用几何语言表示出来，需要把〃用几何语言表示出来.角动量 
的守恒 h = 2 A 使我们能做到这件事.若把速度 v 分解为其径向与横向分量 Vr 与 
v t ， 则面积仅由后一分量扫出来.更准确地说，有 h = 2A = rvt = vv cos 7 ，故 


把它代入前式，就得到我们需要的关于力的几何 公式: 


F = h 2 


k , sec 3 7 



(5.33) 


(5.34) 


这基本上就是牛顿的 结果： Newton [1687, 命题 VII ].请注意，时间的概念在此公式 
中几乎消失了，留下的痕迹只有常数/ I ,它表示质点在轨道上运行得多么快. 

5.10.5 —个解释 


当 z 沿一轨道运动时， (5.34) 式告诉我们需要什么样的力才能把它维持在其轨 
道上.现在作映射 z ^ 并且把所有与象相关的量都加上符 号〜， 例如 r - r * 2 . 
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把象维持在其轨道上的力歹是 


^ (誓) ， 

我们现在设法把它与原来的力 F 联系起来. 

首先，为了找到元，我们简单地以/⑷= P 代入（ 5 . 23 )即得[练习] 



cos 7 斤 "1 


其次，因为由0到 z 的射线被映为由◦到 z 2 的射线，其共形性告诉我们 7 = 7- 
把这些事实代入 f 的公式中，并以关于原来的力的公式 （5.33) 与 (5.34) 代入， 


我们得到 


F = 



1 o Ip 
2^ + 2 rF 
^2 


(5.35) 


一般说来歹并不服从简单的幂定律，哪怕 F 是如此.但是当且仅当原来的力场是 
线性力场时上式的分子神奇地变为常值的总能量尽而有 





(5.36) 


这样，象点将在一个平 方反比 力场中运动，此即所求证的事. 

下面有一件事可能你已经为之心烦了.我们用这个方法来解释的万有引力场 
的轨道还只有椭圆，然而我们知道万有引力场中双曲线轨道也是可能的，它们又在 
哪里呢？事实上，映射 z h z 2 也能解释它，解答是，万有引力场的轨道不仅可能作 
为吸引的线性力场的轨道之象出现，也可能作为排斥的线性力场 F = - r 的轨道之 
象而出现.后一种场的轨道就是双曲线而其中心（即渐近线的交点）在原点 
则把它们映为以原点为一个焦点的双曲线. 

动力学解释部分几乎不需改变：在原来的排斥性场下的质点的守恒的总能量 
现在为五= \{ v 2 ~ r 2 ), 以 F = -r 代入 (5.35) 立即又得 (5.36). Needham [1993] 
中讲得更为详细，其中还有我们马上要讲的一般情况，其证明则与上面的特例完全 
相同. 

5.10.6 卡斯纳一阿诺尔德定理 

幂法则 F cx r 和歹 ex F - 2 是阿诺尔德所说的对偶力法则的例子，他和卡斯纳 
都发现了，这只是对偶性的许多例子之一.一般结果如下 •• 


①然而我们立刻将看到，这个力场可以是排斥力线性场 F = - r 而不是吸引力场 F = + r . 
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每一个幂法则 F ( xr A 恒有恰好一个幂法则 F ocr ^ 与之对应， 

而称它们在以下意义下为互相对偶：即前者的轨道被 z ^ 

映为后者的轨道，力与映射的关系 如下： 

(A + 3 )(A + 3) = 4 ， m = 々 + 3 . 

2 

对于他们的结果我们还要加上一点以澄清能量的 作用： 

一般说来，正能量轨道不论是对吸引的还是排斥的力场 Focr A 
都被映为象场的吸引轨道，而负能量轨道则被映为排斥轨道.然 
而，若 - 3<乂 < -1( 例如万有引力）则吸引与排斥二者对调.在 
一切情况下，零能量轨道被映为没有外力作用的直线轨道. 

5.11 解析拓展 

5.11.1 引言 

本书全书中我们都强调把函数看成一个几何实体，而不需要（甚至不可以）用 
公式来表示.作为公式表达的局限性的一个例证，考虑 

G{z) = 1 + 之 + z 2 + z 3 + • •. • 

这个幂级数在单位圆周 | z | = 1 的内域中是收敛的，所以它在那里是解析的.图 5-25 
左方在此圆内的细小的正方形网格被伸扭为右图中垂直直线 z = (1/2) 的右侧的 
另一个这样的网格，而此直线就是圆周的象.现在，这个圆周肯定是使用这个公式 
的障碍，因为 G ( z ) 显然在 z = 1处发散，从几何上说，圆周的象（即此直线）一直伸 
向 oo . 然而，这个圆周并不是几何实体的障碍,所以，这个公式不能成功地描绘这 
个实体. 



图 5-25 
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考虑下面的看起来有点不同的以 -1 为中心的幂 级数: 


H { z ) 


2 



它在一个稍大的收敛圆周|^ + 1|= 2( 左图用黑线画的大圆周）的内域为解析.尽管 
H(z) 外貌与 G(z) 不同，它仍然与 G(z) —样，把 ㈤ = 1内的用实线画的网格恰好 
映到 x = (1/2) 右侧与 〆 4之象完全相同的实线网 格上： 就是说，在 | z | = 1内域 
上 F = G . 但是现在网格可以拓展为 ㈤ =1的外域中用虚线画的网格， H(z) 把这 
个虚线网格伸扭为 z = (1/2) 左侧的虚线网格.我们说 H 是 G 在那个较大的圆盘 
中的解析拓展 • 一个明显的问题就是，丑是否为 G 在这个区域中唯一的解析拓展. 
正如我们所希望的，图 5-25 使我们已能触摸到，由于这个拓展也是局部伸扭，这就 
对此映射赋予了一种“刚性”，而使它只能按唯一方式向外生长. 

本章这最后一节的目的就是把这里说的刚性弄得更清楚，同时还讲一种情况， 
那里有一种方法能在映射原来的定义区域之外显式地表出这个映射，这个方法也归 
功于施瓦茨然而在开始做这件事之前，我们先把对于图 5-25 的讨论完成. 

这个图使我们看清了 ，丑 正如 G —样还不是 终结： 它也还可以拓展.但是如果 
我们拘泥于幂级数，则对于映射的描述将受到严格的局限，因为这个映射深处于 G 
与的 i / 的深层.这是因为这种级数只在圆盘内收敛，如果我们想把圆盘扩大，最终 
一定会碰上 z = 1 处的奇点而绕不过去.这样，任何一个幂级数对这个映射的可能 
的域必定至少遗漏一半.另一方面，你可能已经注意到， 1/(1- z ) 作为一个默比乌 
斯变换除在 z = 1处外，处处为解析，而且在 G 和丑各自的收敛圆内等于 G 和丑， 
它这样就构成了此映射的完全的解析拓展.[我们鼓励你用这个事实来检验图 5-25 
的细节 .] 这个例子过于简单，因而可能有误导.通常我们不能希望用一个封闭的表 
达式如 1/(1 - 幻就将整个几何映射纳入囊中. 

如果我们仔细看看图 5-25, 就会开始感觉到，这个映射由于有一个解析的要求， 
即伸展着的小正方形网格一定要被映射到同类的网格上，这个映射是在刚性地生 
长.也就清楚了，这个映射似乎忘记了不同的公式,而我们则试图用这样那样的公 
式来描绘它.其实我们已经看见了，这两个圆周对于幂级数而言是可怕的、不可 
逾越的，但是对于映射本身没有多大的 意义： 它们都会碰上 z = l , 它们的象都伸 
向 oo . 

5.11.2 刚性 


解析刚性的本质特性尽纳于以下结果中: 


① Hermann Amandus Schwarz , 1843—1921, 德国数学家.有许多同名或名字相近的数学家施 
瓦茨.这一位是维尔斯特拉斯的学生.所有学过微积分的大学生都不应忘记以他的名字命名的不等式. 

—— 译者注 
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如果哪怕是任意小一段曲线被一解析映射挤压成为一点，则其 
整个定义域也将坍缩于该点. 

将在后几章讨论的积分理论会对这个事实给出一个令人信服的解释.然而目前我 
们可以从扩展 4.7 节关于临界点的讨论对其真理性获得相当的洞察.这样做可能会 
给出一种幻觉以为可以不要积分理论也能做到这一点，但是在 4.7.1 节中我们就已 
经指出，那个讨 论也会 用到了后面的结果.我们现在扼要地重述一下有关临界点的 
事实. 

在临界点 p 处，伸缩率变为0,这造成了一个印象，以为以临界点为中心的无 
穷小圆盘会被挤压成一点.然而，这只是“光线玩的小把戏”造成的，来自于象平面 
的放大率不够.如果 p 的阶数为 （m - 1), 则此映射局部地像 zm —样，从而; p 处 
的半径为 e 的无穷小圆盘将被 [ m 重地]映到一个半径为的小得不得了的圆盘 
上.用类比于显微镜的语言来说，就是必须用镜头 L m 才能看见象其实不是一个完 
全的点.阶数越高，在 p 点的挤压程度越大，对于第一次就能看出它并非一个点的 
镜头的放大能力也要求越大. 

现在我们注意到，用计算的语言来说，倍数越来越大的仍然不能分辨出象的结 
构的镜头，是指在 p 处为零的阶数越来越高的 导数： 

" 、 m fla ， …，仍然看不出，但是 L m 可以看得出 

\ f ( p ) = 0, /"( p ) = 0, •. • ， / ( m ~ 1 )( p ) = o , 但是 / ㈣ ⑼ #0. 

总之，在 P 点为零的导数阶数越高，在 P 点的挤压程度也越高. 

现在把这种见解用于已给的情况.令 s 为（尽可能小的）被/⑷挤压的曲线 
段 . /在 S 上一点的伸缩率无论从哪个方面来看都是一样的.现在选定沿 S 的方向 
来看，我们就发现/在 S 的每点上伸缩率均为 ◦. 因此，整个曲线段都由/的临界 
点， 即使得尸 = 0的点所构成.现在如图 5-18 那样把尸本身也看作一个解析映 
射.用我们刚才使用的方法就可以看到，这个映射也自动具有与/同样的 性质： 尸 
也把 s 挤压为一点.我们得知它的导数在 s 上也为零.这样做下去显然没有个头, 
/的各阶导数都必在 s 上为0,而以 S 上各点为中心的无穷小圆盘必定被 整个地 
挤压. 

这意味着 s 必定由一个刀鞘一样的区域包围着，而这个区域完全被/挤压到 
一点.但是如果取另一条恒位于此区域中的曲线代替 s ， 重复同样的思路就会看到 
/把一个甚至更大的区域都挤压为一点.函数的坍缩就会继续向外延展（其速度有 
如我们思想的速度！）到/的整个定义域. 

5.11.3 唯一性 


设和 B ( z ) 都是定义在某一区域中的解析函数，而此区域大小与形状都 
与美国加州一样.此外还设4和 B 都在一小段曲线（例如旧金山的我们眼睫毛下 
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面的一段街道）上有完全相同的效果.这个微小一段上的一致性马上就使它们甚至 
在几百英里以外的洛杉矶都完全一致！因为 （ A - B ) 在全加州都是解析的，又因为 
它把眼睛下面这一段街道挤压到0,它必在全州内都是如此. 

我们可以表述得稍有不同些.如果我们对一小段曲线 s 任意地指定象点，一般 
来说，并不一定存在一个解析函数把 s 映到这个象上.然而前一段使我们能断定, 
如果我们能在包含 s 的一个区域上找到这样一个函数，则它必定是唯一的. 

这就是我们前面讲到 P 到复值的推广必为唯一性时说的“不得不信服”的理 
由（见 5. 8节之始).因为如果有一个解析的推广 E ( z ) 存在，则我们 看到# 在哪 
怕是一小段实轴上的值就可以唯一地确定它.当然，知道了这一点对于找出 E ( z ) 
究竟是什么毫无帮助.我们前面关于 E ( z ) 的显式表示的推导之价值并未减少.另 
一方面，新知识也不是没有实际意义的.考虑下面三个形状全然不同的表 达式： 

lim (l + —) ， e x (cosy + isiny ), 1 + z + ( z 2 /2!) + (之 3 /3!) + • • •. 

n—^oo \ fi / 

它们都是解析的，当 Z 为实数 T 时它们全都等于所以，不需进一步计算就知道 
它们必彼此相等，它们只能是表示#的唯一的解析拓展的不同方式. 

然而在考虑仅仅互相部分地重迭而不相同的区域时，就出现了唯一性的新的重 
要的侧面.令 〆 幻和是两个解析函数而各定义是图 5-26 a 的集合 P 与 Q . 
如果它们在 PHQ 中的哪怕是一小段曲线 s 上相等，则它们在整个 PnQ 上都相 
等.我们想象，开始时只在 P 上知道仏则我们可以把/ I 想象为是在一个把 P 扩 
大而终于达到 Q 的区域上描述了和 y 同样的几何映射.我们之所以受到鼓舞采用 
这个观点，是因为 g 将唯一决定其解析拓展这一事实.因为设 M 是 g 在 Q 中的另 
一个解析拓展.则在 s 上我们将得到 h * = g = h , 而这就使得在 h 与 h * 的共同的 
区域 Q 上必定有 / i * = / i . 



图 5-26 


5.11.1 节中讲的 G ⑷和 H ( z ) 为以上所讲的道理提供了例子，这里 P 恰好全 
部落在 Q 内.于是函数 1/(1 - z ) 就是丑 到复平面其余部分的解析拓展. 

9 既然可以由尸拓展到 Q ， 我们就可以沿一串互相部分重迭的集合的链条 
S 把拓展过程继续下去，见图 5-26 b . 这样我们就得到 g 在 S 上唯一的 
解析拓展.但是如果我们选择另一条到达 S 的路径 P ， &总 …又如何？ g 到5 
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上的解析拓展这一次是唯一的， 但它绝没有任何理由要与前一次的拓展一致. 解析 
拓展的思想就这样很自然地导致多值函数的思想. 

考虑图 5- 2 7 .在 P 中我们可以定义 log ^ 的一个单值支为 /( z ) = lnr + 成其 
中 -:r < 0 < JT . 图中画出了 1是怎样被映到0,而 P 又怎样被映为围绕0的区域 
/( P ). 如果我们在左图的区域 (5 上定义 g ( z ) = lnr + i ㊀ ，其中 - 1< ㊀ 彡警 ，则因 
为在 PDQ lg = f，g 就二定是/到 Q 上的解析 g 展.类似于此,它在区域$上的 
解析甲展是歹⑷= lnr + z 0, 其中例如可取 — 警 < § < I . 于是在围绕着 —1 的区域 
( Qn ^) 中，同一个函数/就有了两个解析拓展 g 与 i 它们对于各自的路径均为唯 
—的.但是尽管它们的老祖宗相同，它们却是不一 样的： g (- l ) = in , g (- l ) = - in . 



5.11.4 恒等式的保持 

在这一小节里我们将要证明，任意对实函数成立的恒等式，对它们在复平面 C 
中的解析推广（即解析拓展.但是要假设这种推广确实存在）亦必继续成立.用例 
子来解释它最为容易. 

我们首先考虑一个涉及幂级数的重要例子.设实函数 / Or ) 可以表示为一收敛 
的幂级数 

f ( x ) = a + bx -h cx 2 + dx 3 H - • 


我们因此知道复级数 


F(z) = abz -h cz 2 + dz 3 H - 

也是收剑敛的从而是解析的.但是因为在实轴上 F(x) = f(x), 所以 F 是/到自变 
量取复值处的唯一的解析拓展.换言之，由/到其解析拓展的转移必定保持其公式 
不变（级数就是一种公式). 

作为下一个例子，考虑一个含 两个变 量的实恒等式# • # = 如果你突然 

得了失忆症，完全忘记了复 函数# 和与之相关的几何学，它也能帮助你领会以下 
的论证.设#到复值的解析拓展存在,记作 E{z). 我们现在可以证明 E{z) 也满足 
同样的恒等式，虽然我们完全不知道它究竟是什么函数！ 
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令 F c (z) = E{(：)E{z), M G c (z) = E(C + 2). 首先要注意，对于固定的 C ， F c (z) 
和 G c (z) 都是 z 的解析函数.现在设 C 是实的，所以 = e<. 现在让 z 在一 
段实轴上变动,于是由实恒等式有 F c (z) - G c (z); 但是由上面的结果知此式处处成 
立.如果我们反过来设 z 为固定的，由类似的推理又有巧= G c ， 总之 

E(OE(z) = E(C^z). 

当 2 与 （ 均为复数时也成立.现在就清楚了，这种推理可以推广到任意恒等式，哪 
怕是含有两上以上变量的恒等式也行. 

5.11.5 通过反射作解析拓展 

实 际找出 解析拓展的问题与其存在与唯一性问题颇不相同.以上的概念和结果 
对此问题哑口无言，虽然可以合理地宣称，恒等式的保持是实际有帮助的.我们下 
面要讲解一个对 称原理 (也归功于施瓦茨)，它使我们能很容易地显示地找出一个解 
析拓展，虽然只是在一个很特殊的情况下. 

我们先来讲如何用两次反射从一个老解析函数构造出一个新的解析函数•设 
有一个定义于区域 P 上的解析函数/，它把 P 映为 Q (见图 5-28), 令户与 0 是 
Q 对于实轴的反射.我们现在用/来作出一个映 P 为0的解析映射，作法 如下: 
即令 


f *( z ) 三 /( 芝). 

此图解释了何以广是共形的从而是解析的.以下三个 步骤： a ^ a ^ f ( a )^ M 
都保持 a 处的角的大小：第一个反射会使此角的方向反转，然后，/保持这个已经 
反转的方向，最后，第二个反射又把搞反了的方向搞回来，而在 /*( a ) 处又回到最 
初的情况. 



一般来说，映射 /* 在任何意义上都不是/的拓展，宁可说它是一个全新的映 
射.如果想象把图上的 P 向下移动直到它部分地越过实轴，这时 P 与戶会部分重 
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迭，而 Pn 戶就成了 /与 /* 的共同的域，我们希望你能 看出： 没有任何理由要求 
它们在 PnP 上相等.看下面的例子就更清楚[练 习]: 

f = (旋转一个角 < P ) 今 f * = (旋转一个角 -0). 

r 虽然一般地并不是/的拓展，这个新映射（连同马上要讲的这个新映射对圆周 
的推广）就其本身而言就已经很有用处了.在第12章中我们还要指出，它与静电学 
和流体力学中 的镜像 法密切相关. 

我们现在转到 r 确为/的解析拓展的特殊情况.设/本身是一个实自变量的 
实值函数的复推广，而 P 的边界的一部分 L 是在实轴上，见图 5-29. 因为/在 L 
上是实的，所以 P 的象 Q 也以实轴为边界的一部分.和前面考虑过的一般情况不 
同，/与 r 在公共区域 PHP = L 上自动地相等.这是因为当 z 为实数时， 


r(z) = f(z) = f(z) = f( z ). 



我们现在就可以把/与 /* 看成是 PUP 上的单个解析映射 F 的两部分.事 
实上，把中心在 L 上的无穷小圆盘分成上下两半，并分别考虑这两个半圆盘中发生 
了什么，就很清楚 F 在整个圆盘上是解析的，因为其象是另一个无穷小圆盘.[如 
果在临界点上又会发生什么？]请再次注意这与实函数情况多么不同，因为我们可 
以很容易地把两段图像在连接处扭起来，这两个函数之值在连接处相同，但其导数 
不同. 

当然，如果 /( 除了定义在 P 上以外）已在 P 上有定义，则 /* 只是在 P 上再 
现原来已经有了的映射.例如，正弦函数的复推广 sinz 的公式在复平面上是处处 
成立的，所以这个复推广也应该服从 f *( z ) = f ( z ) 这种对称性.事实上如果我们 
追随 a ^ /* ⑷的三个步骤，我们确实会看到 


2 i 


—2 i 


— sin a . 
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可以把我们的结果用比较对称且稍有推广的形式重述如下[练习].若/映一个 
直线段 L (不一定在实轴上）到另一个直线段 f 上，则我们可以把/从 L 的一侧解 
析映射到其另一侧，这里要利用一个 事实： 对称于 L 的点被映为对称于 Z 的点 • 
这一点听起来令人想到默比乌斯变换之保持对称性，而我们是在第 3 章中发 
现了这一点的，其实把这两个对称原理融合起来，会得到对我们的结果的一个有意 
义的推广.假设/不是把一个特定$的直线映为另一直线，而是把一个圆周的一部 
分 C 映为另一个圆周的一部分用两个默比乌斯变换映就化到 
前一情况.由此可以导出， 对称于 C 的点被映到对称于 6 的点. 

把这两个情况混合起来作为一个新例子，设想/把单位圆周的一部分映为实 
轴的一部分.如果只在圆周的内域知道/,则上面的例子告诉[练习]我们，可以把 
/解析拓展到单位圆周的外域 如下： 

/t ( ㈣ ⑴. 

于是定义一个完全的解析函数 F 使之在内域为/而在外域为 /+. 从这个函数的作 
法可知，这个函数把关于单位圆周的一对对称点映为共轭的象点: ( z ) = F ( z ). 

施瓦茨利用我们现在称为施 瓦茨反 射的方法能够把他的反射原理从直线或圆 
周推广到一般的曲线（见 H. A. Schwarz[1870]). 我们就以描述这个简单然而引人入 
胜的思想想来结束本章.这里的关键就在于用解析函数来冒充共轭. 

我们知道，把每个点反射过实轴 （z h 幻并非解析函数.然而，任给一充分光 
滑®的曲线 X ，可以找到一个解析函数知⑷有 选择地 恰好把 K 上的点映为其共 
轭点： 

z K => Sk { z ) = z . 

Davis and Poliak [1958] 称为 K 的 施瓦茨函数. 我们现在可以定义 z 越过 if 
的施瓦茨反射7 =7^⑷为 

T ^ k { z ) = Sk { z ). 

要想看到这何以是一个好思想，请考虑图 5-30. 首先注意， if 上之点不会受影 
响，这与通常的反射是一样的，即有 

q = s K (q) = (?) = q- 

① 应该强调“特定”二字，因为如果一般的直线都被映为另一直线，则此映射只能是线性的.类似地， 
在新的情况下，如果一般的圆周被映为另一圆周，则此映射必为默比乌斯变换. 

② 该曲线事实上必须是“解析的”.关于这一点请参看 Davis [1974], 其中还包含了施瓦茨函数的许多 
有趣的应用. Shapiro [1992] 则是一本比较高深的书. 
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其次要注意，因为是解析的，一个以 g 为中心的无穷小圆盘被伸扭（而没有反 
射）为以5为中心的圆盘.进一步，再注意孩是如何被映到盡上的，即知在尺上 

伸缩率=1，扭转度= -20 今 S， K = e - 邱， 

这里6是 K 的切线与水平直线的 交角. 现在由图形的对称性就很清楚，若点 a 在 
无穷小圆周上，则确实就是 a 对切线的对称点.于是，至少在很接近 K 处 ， z ^ J 
就是反射概念的一个合理的推广.进一步，对 K 反射两次就得到恒等映射，而且本 
当如此.因为既然況 k 是反共形的， SRkoK / c 就是共形的，即是解析的.但因为函 
数把 K 上每点都映为自身，而一个解析函数又由它在一曲线上所取的值确定，所 
以況 K 。 況 k 必为恒等映射. 



如果 K 是一直线或一圆周， Z 就是通常的反射，即使 z 离 K ： 很远也如此.这 
件事留给你作 练习. 例如，单位圆周 C 可以写作 b = ㈤ 2 = 1 ， 所以在 C 上应有 
乏 = (1/ z ). 这样，它的施瓦茨函数就是 Sc { z ) = (1/ 之)，而 lStc { z ) — (1/ 旬， 它正是对 
C 的反演. 

下面给出一个不那么平凡不足道的例子，即对椭 圆五： ( x / a ) 2 + ( y /6) 2 = 1的 
反射.记 z = |(之+芝 )， y =去(之 - 乏)，则用之来表示出乏，有[练习] 

Se{z) = (a 2 + b 2 )z — 2abyJz 1 + 6 2 - a 2 • 

例如，令 a = 1, 6 = 1，可得施瓦茨反射为 

^e(z) = ^ 5 z — 4\/ z 2 - 3 ， 

见图 5 - 31 . 请用计算机验证一下此图，同时也考查一下对其他图形的效果. 

手上既己有了适当的反射概念，我们现在就能把上面讲的越过直线和圆周作解 
析拓展的方法推广到更一般的曲线.令/是定义于区域 P 中的解析函数，而 P 以 
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曲线 L 为边界的一部分， L 又充分光滑使得存在一个施瓦茨函数, 2 = /( L ) 则表示 
L 在 f 下的象.很像图 5-28 和图 5-29, 我们可以把/解析地拓展过即要求把 
关于 L 对称的点映到关于 Z 对称的点.于是[请自己作一个图！ ], /到戶= ^ l ( P ) 
上的拓展户为 

/^ = o / O ? ft L . 

用与图 5-28 同样的论证，即知它确实在戶中解析，因为它是一个共形映_与两个 
反共形映射的复合.还有，在 L 上户= /• 于是在 P 中由/给出，而在戶中由户 
给出的解析函数 F 服从对称性要求这就 是施瓦茨对称原理. 



我们前面所讲的正是这个作法的特例.例如，若 L 和 f 都是实轴的一段，则 
^ l ( z ) = ^ Z { z ) = z , 所以户=/*，和前面讲的一样.类似地，若 L 是单位圆周的一 
段孤（所以 ^ z ( z ) = l / z ), M L 是一段实轴(所以 R Z ( z ) =旬而 /* = / t ， 也和前面 
一样. 

5.12 习 题 

1. 证明： 若 f = u + iv 是解析的，则 ( Vn )- ( Vv ) = 0,这里 ▽ 是向量计算中的 
“梯度算子”，解释其几何意义. 

2. 证明一个解析函数的实部与虚部都 是调和函数， 即它们都自动地满足拉 普拉斯 
方程 

△伞= 0， 

这里的 △(也 时常写作 V 2 )定义为 A 三劣+ %,并称为拉 普拉斯算子. [我们在 
第12章中将会看到，这个方程表现了解析函数与物理学的至关重要的联系 .] 

3. 用上题（但不是用它的计算）证明以下诸函数均为“调和的”. 

( i ) e x cosy . ( ii ) eW ) cos 2: q /. ( iii ) ln |/( z )|, 这里 f ( z ) 是解析的. 
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4- 什么是最一般的可以作为一解析函数的实部的二次函数 u = ax 2 + by + q / 2 ? 
作出这个函数，并把它用2表示出来. 

5. 以下函数哪些是解析的？ 

( i ) e _3/ (cosx -h isinx ). ( ii ) cosx — isiny . 

( iii ) r 3 H - iS 6. ( iv ) [ re r COS 0] 妒 ( 0 +” s i n 0 ). 

6. 解出表示为汍三 0 的极坐标 CR 方程.把你的解答用熟悉的函数表示出来， 
并用几何解释你所作的一切. 

7. 用笛卡儿坐标 CR 方程来证明，把平行线映为平行线的解析映射仅能是线性映 
射.[提示：从水平直线被映为水平直线的情况开始.这一点如何译为“方程语 
言”？现在来求解 CR ] 

8. 先计算 log(l + %) 的一个可能位置，再画图.在 （1 + i ) 处作一个小图形.用 
log(l + z ) 的伸扭画出它的象.用计算机加以验证. 

9. 用类似导出乘积法则 (5.4.3) 的方法导出商 法则. [提 示： 把的分子分母各 
乘以 (&-〜)•] 

10. 考虑多项式 P ( z ) = (z — ai)(z — a 2 ) • • • ( 2 : — a n ). 

⑴证明 P ( z ) 的临界点是以下方程的解 

1 1 1 

-1- h … H - =0. 

z — di z — q ，2 z — a n 

( ii ) 令 K 为以 p 为中心的圆周.考虑⑴中方程的共轭方程，并导出当且仅当 
V 是反演点 ^ Kiaj ) 的质量中心时，它才是临界 点 ，. 

( iii ) 证明 （ i ) 中的方程等价于 


把此式左方解释为由 z 到 P ( z ) 之根的各个向量的加（正）权和，然后导 
出卢卡斯 定理： C 中多项式的临界点必定位于其零点的凸包中 

11 . 利用 （yy = #来证明所有三角函数的导数都可以用实分析中熟知的法则导 
出. 

12. 证明： 只要适当地解释， ( z^y = / i #- 1 即使当 / x 为复数时仍成立. 

13. ⑴若 a 为任意常数，证明级数 

f(z) = l + az + ^^z 2 + ^^^-z 3 + ... 

①这是一个重要的定理，在文献中常称为高斯-卢卡斯定理.因为高斯在1836年的一本笔记以及给友 
人的信中即已提到其主要思想，而法国数学家 F • 卢卡斯 （ F . Lucas ) 在1897年巴黎科学院院报上 
发表了它.——译者注 
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在单位圆周内收敛. 

( ii ) 证明 （1 + 幻尸 = a /. 

( iii ) 导出 [(l + z)- a f] f = 0. 

( iv ) 给出 结论: f(z) = (1 + z) a . 

14. 我们在第 3 章中指出过，球极射影在绘制共形的世界地图上有很实际的应用. 
一旦有了这个地图，只要对它再施以别的不同的解析映射就可生成一般的共形 
地图 . G . 麦卡托在 1569 年就发现了一个特别有用的共形世界地图（但他用的 
是别的方法).我们把它描述为应用 log ( z ) 于球极地图的结果.（虽然他本人不 
可能这样做 

( i ) 看看用球极射影和用麦卡托投影作的世界全图，确保你可以把你所看到的 
形状的变化与你对复对数的理解结合起来. 

( ii ) 设想在一个麦卡托投影作的地图上画一条直线航线，然后实际在大海上按 
此航线航行.证明在航行中罗盘上的读数不会改变. 

15. ( i ) 注意到对于以原点为中心的圆周，（指向逆时针方向的）单位切线向量可 

以写作 i = i{z/\z\), 证明此圆周的象的曲率公式 (5.23) 可以写成 


1 Rg 

[r J 

1 

1^/1 


( ii ) 如果/(4 = logz , 这个公式给出什么？验证它确实如此. 

( iii ) 如果/⑷=，,这个公式给出什么？验证它确实如此.当 m 为负时，元也 
是负的，此事有何意义？丨提 示：当 z 依逆时针方向绕原来的圆周运行时， 
其象的速度复数向量怎样旋转？] 

16. 如图 5-32 所示，一个区域称为凸的，如果从其内的任一视点都可以看见它的全 
部.设一解析映射/作用在圆周 C 上生成一个简单的 ® 象曲线 /( C ), 设其内 
域是凸的. 




①这里“简单”就是指不自交的. /( C ) 当然是连续的封闭曲线.一个不自交的连续封闭曲线又称约当 
曲线.著名的约当定理指出，一个约当曲线必把平面分为内域与外域.如果这里的“简单”二字不从 
数学上理解，则下文讲到内域就没有根据了.——译者注 
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⑴由 I 5 题的公式 导出： 若/映 C 的内域到 /( C ) 的内域,则下面的不等式 
对 C 上的一切点均 成立： 


Re 



> — 1 . 


⑻如果/把 C 的内域映为 /( C ) 的 外域， 类似的不等式是什么？ [提 示：见 
第4章习题 4]. 

17•令 S 为过 p = x + 的有向直线段. 

⑴令 /( z ) = e ' 不用计算来决定 S 的哪些方向给出在/⑻处有零曲率的象 
f ( S ). 

( ii ) 所以复曲率 / C 必指向两个正交方向之一.哪一个方向？考虑 / C 指向此方 
向时 S 的象，导出 |/ C | 之值,并由此得出 IC ( p ) = ie ~ x . 

( iii ) 用 (5.28) 式验证这个公式. 

( iv ) 在/⑷= log ⑷与/⑷= ( m 为正整数）这两种情况,尽可能多地重 
复上面的 分析. [在这两种情况下，都不能看出 \)C(p)\ 的确切的值 .] 

( v ) 按照第 4 章习题18的几何推理，默比乌斯变换 M ( z ) = ^的伸缩率在 
每一个以 -( d / c ) 为中心的圆周上取常值.于是 M 的复^率应该切于这 
一族同心圆周.通过计算 / C 来验证此事. 

( vi ) 对上面讲的四个映射/(幻= e ^ log ( z ), z ^,^± l 用计算机验证图 5-21. 

18. 令 G 和 C 2 是由 p 发出并指向同一方向的曲线•图 5-33 画出了两个例子.虽 

然二者在 P 处的交角均为0,仍有一种很大的诱惑力让我们说右方的交角“小 

于”左方的交角.这种“角” ㊀ 的任何一种一般会认可的定义（大致）都 是共形 

不$的： 即若它们~被一个保持通常的角不变的映射（即一个解析映射）映为& 

和5 2 ,则新的角§应该等于老的解 e . 




⑴ Newton [1670] 中试图定义0为 G 和 C 2 在 p 点的曲率之差： ㊀ = k !- k 2 , 
利用 （5.30) 证明这个定义不是共形不变的 ： § = e/\f(p)\. 

⑻考虑以 p 为中心（半径为 e ) 的无穷小圆盘 D . 令 Cl 和 c 2 是 G 和 C 2 的 
曲率中心， D 为由 Cl 和 C 2 看 D 的视角大小之差，证明 D 若对 
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C U C 2 和 V 作共形映射/,由此导出 V = V .[ D 当然还不是我们想寻求的 
目标 一 共形不 变量： 因为 （ a ) D 是无穷小 ， （ b ) D 不仅由曲线来定义. 
要想找出真正的共形不变量还要等到 Kasner [1912]，第12章习题 10.] 

19. 在关于默比乌斯变换更高深的著作（例如 Nehari [ I % 2 ]和 Beardon ^ 984 ]) 中 

解析函数 /( 幻对2的施瓦茨导数 {/( z )， z } 起了很大的作用.其实定义是 

{/w> z} 三 (;)-K;) • 

( i ) 证明施瓦茨导数也可以写为 

( ii ) 证明 {az + 6, 2 ;} = 0 = {( l / z )， z }. 

( iii ) 设 / 与 p 都是解析函数，并记切= f ( z ). 证明复合函数 g [ f ( z )] = 咖）的 
施瓦茨导数可由以下的“链法则” 给出： 

切 ㈣ ， z } = [/' ⑷] 2 { g { w ), w } + {/⑵，4 • 

( iv ) 用前两部分证明，所有的默比乌斯变换都具有0施瓦茨导数.[提 示：想 
一下， （ ii ) 中的两个映射可以（借助复合）生成所有默比乌斯变换之集合 .] 
注：第 8章的习题19证明其逆亦 真：若 {/ ⑷，对= 0,则/ =默比乌斯 
变换.这样，默比乌斯变换可以用其施瓦茨导数为0来完全刻划. 

( v ) 用前两部分证明，施瓦茨导数“在默比乌斯变换下不变”，即若 M 是默比 
乌斯变换,/是解析的，则 

{M [ f ( z )\ , z } = {/ ⑷， 4. 

20. 设想实轴即时间*之轴， 令动点 w = /⑷(其中/⑷为解析）画出一条轨道曲 

线 C . 于是速度是 v = w = 

⑴用 (5.23) 式证明 (7 的曲率是 

〜 Im ( v / v ) 

( ii ) 论证这个结果其实并不依赖于 c 是由解析映射所生成这一事实，而对任 
意运动，只要其速度〃与加速度心可适当定义，它都是对的. 

( iii ) 证明此式可以重写为 

〜 Im ( vv ) 
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( iv ) 导出它还可以用向量记号写为 

心 I 


把 C 看成是一条3维空间的曲线的“密切平面”(见 Hilbert [1932]), 我们就看 
到这公式对3维空间曲线也成立. 

2 1 .在3维空间中，令 ( X , Y , Z ) 为一动点的坐标，若 X = acoscjt , Y = asincjt , 
Z = bt ， 则此点所走的路径为一螺线. 

⑴给出 a , a ;， 6的解释. 

( ii ) 若 a 与 W 固定，则螺线在6很小与很大时是什么样子？若 a , 固定而 a ; 
变得很小或很大时又是什么样子？ 

( iii ) 请设想在 （ ii ) 中考虑的极限情况下，螺线曲率的极限值如何？ 

( iv ) 用习题 2 0之 （ iv ) 证明螺线的曲率是 


auj 2 

6 2 + a 2 a ; 2 ’ 


用它来证实你在 （ iii) 中的预测. 

22. 继续习题 20, 取/ ⑷ 为一般的默比乌斯 变换: 


w = f(t) = 


at H - b 
ct-\-d' 


其中 △ 三 （ad - 6c) / 0. 证明这个路径的曲率是 



而与第3章的习题18 —致. 它是一个常数这件事就给象为圆周以新证明，因 
为只有圆周才有常曲率. 

23. 还是习题 2 0之续,我们来看一下习题19中的施瓦茨导数 {f{z\ z} 是如何很 
自然地从曲率的背景中出现的. 

⑴证明 

1 T 、飞 

- = —I m {f(z), z}. 

[这个公式是由皮克$发现的 . Beardon [1987] 中有它的漂亮的应用.关于 
曲率与施瓦茨导数的另一种联系，请参看习题 28( iii )] 

( ii ) 用习题 I 9 的 （ iv ) 导出，若/⑷是一个默比乌斯变换，则 f = 0. 这个结 
果为什么在几何上是自明的？ 


① Georg Alexander Pick, 1859—1942, 奥地利数学家 . 


译者注 
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24. 设 C 中一运动质点在时刻 f 的位置是= r { t ) e ie ^. 

( i ) 证明此质点的加速度是 

z = [r — r 0 2 ] e l ° 4- [2 r 6 + rO ] ie td . 

( ii ) 加速度的径向与横向分量是什么？ 

( iii ) 若此质点在一个有心力场中运动，力的中心在原点，导出其面积速度4 = 
{ r 2 e /2) 为常数.牛顿的原理 ( Newton , [ I 687 , 第 4 0页])中有此事的漂亮 
的几何证明. 

25. 有时一个幂级数的收敛圆周上奇点分布得如此稠密，以至于成为几何映射的一 
个真正的障碍，而越过它向外作解析拓展为不可能.这就称为自 然边界. 下面 
的幂级数 

f ( z ) = Z + z 2 + z 4 + z 8 + z 16 + … 

给出了一个例子，它在单位圆周内是收敛的.证明 H = 1上的点或者其自身 
就是奇点或者奇点任意地接近于它. [提 示： /( I )是什么？现在注意到/(4 = 
Z 而由此导出 d = 1处都是/的奇点.继续这样做下去，证明 V 阶 

单位根都是奇点 .] 

26. 与对于圆周的反演不同，证明对于 椭圆五 的施瓦茨反射并不把五的内域与外 
域互相对换（见图 5-31). 事实上,％⑷当 ㈤ 很大时性态如何？ 

27. ( i ) 若 L 是经过实轴上一点 X 且与水平直线成角 a 的直线，证明它的施瓦茨 

函数是 

S L { z ) = ze~ i2<T + X ( l - e ~ i2<7 ). 

( ii ) 若 C 是以 p 为中心、 r 为半径的圆周，证明其施瓦茨函数为 

_ 7*2 

( iii ) 验证以下命题，即在这两种情况下，即使 z 远离曲线 ， z h 況 ( z ) 都是通常 
的反射. 

28•令 a 是（有向）曲线 K 上一点， K 之施瓦茨函数为 S ( z ). 

( i ) 证明 K 在 a 点的曲率是 


_ ; i S f/ (a) 

K = (p = - • - 

2 [ 义 ⑷] 3/2 

这里4是图 5-30 中的角，符号上方的一点表示对 K 上的距离（按给定方 
向计算) Z 的导数，由此导出 


l«l = l 5, 7 2 l- 
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[提示 ：因为 5是解析的，所以义也是.这样，为了计算5〃 =必7心，我 
们只需找到当 z 有无穷小运动 dz 时义的改变 dy ， dz 可在任意选定方 
向上来取 . 我们现在 a 点沿着 K 取心，所以心= e ^ dZ ,5 / 的相应的变化 
仅由 K 的形状来决定，因 为义在 K 上之值为义= e ~ 2 ^.] 

⑼导出 K 在 a 点的曲率中心是 {a + 2[5 , ( a )/5 ,, ( a )]}. 

(iii) 证明 K 之曲率的变率是由施瓦茨函数的“施瓦茨 导数” (习题 19 ) 给出： 


k = 士 { S ⑻，小 

29. 把习题 28 ⑴的结果用于习题 27 的结果，由此验证习题 28 ⑴. 

30 . 令 a 为曲线 K 上一点，而 K 有施瓦茨函数 S(z). 根据解析函数具有无穷可 
微性（这个结果尚未证明)， 5(4 在 a 的附近可以展开为泰勒 级数： 


S(z) = S(a) + 5, ⑷ ( 名 -a) + ^S ff (a)(z-a) 2 + ^S m {a){z 一 a) 3 + … • 

⑴证明 K 在 a 点的切线之施瓦茨函数由以上级数的前两项给出，这就证实 
了我们在图 5-30 中看见的一 件事： 在很接近于 a 处，对切线的反射是施 
瓦茨反射的很好的近似. 


(ii) 很自然会设想对于 K 在 a 点的曲率圆（记为 C) 的反演是 ^ K ( z ) 更好的 
近似. 现在来验 证它： 用习题 28(H) 和习题 27(ii) 来求而，并证明它可以 


写作 


Sc(z) = a H- 


25 ’ 


2 (5 r ) 2 
S n 


S n 

2S 


7( 之 - a ) 


这里所有导数都是在 a 点取的.证明 < S C 与 S 的二项展开式的前三项 
完全一样，但以后一般地说就不同了.[提 示： 可以用在 if 上 JS f /S n ) = 
- (50 2 /S ff 这件事.请给出其证明 .] 

(iii) 若 K 的曲率为常数，则 K 就是其本身的曲率圆. S 与 S c 在第三项 
以后不同就反映了 k 是变动的.这样就会猜测到， k 变得越快，对与 
对 C 的反演偏离也越大.继续上一部分，并用习题 28 (iii) 来验证这个预 
想，其精确形式是 


S c { z ) - S ( z )^ ( i /3) [ Sfk ( z - a ) 3 . 

31.令 C 与 D 是两个相交的圆周.如果对 C 的反射（即反演）映 D 为其本身，我 
们就说“乃对 C 对 称”. 我们知道，当且仅当 D 与 C 正交时会发生这样的事, 
所以 

D 对 C 对称分 C 对 D 对称. 

所以我们可以简单地就说 “ C 与 D 对 称”， 现在看一下如果把 C 与 D 推广为 
相交的具有施瓦茨函数的弧，并将反演推广为施瓦茨反射，会得到什么. 
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⑴解释为什么说对 C 对称”就是说“若一点 d 在乃上 ，则況 D [ Kc ( d )] = 
^ C { dy \ 这两段弧是否必须正交？ 

( ii ) 若 D 对 C 对称，导出 （5 Rd 。如）与（況 c 。況 D ) 两个映射在 D 上相等 ■ 

( iii ) 利用这两个映射为解析（为什么?）这件事，导出 C 必然也对 D 对称.这 
样，与圆周的情况一样，我们可简单地就说 C 与 D 为对称. 




第 6 章非欧几何学* 

6.1 引 言 

6.1.1 平行线公理 

我们在前面已经略微提到（在19世纪中的）一项了不起的发现，即在欧氏几何 
之外还存在着其他的几何学.本章是供选读用的，我们在这里将开始探讨在这些所 
谓的非欧几何学与复数之间存在着的联系.因为本节是一个引言，其中将要概述一 
些关键性的思想与结果，尽管可能没有时间来读完整个这一章，我们还是希望你读 
一下本节. 

研究欧氏几何的方法之一，是从“点”和“直线”这些东西的定义以及关于它 
们的性质的一些假设 (公理) 开始.从这往后，则只用逻辑来推导出这些对象的进一 
步的性质，而它们是起始的公理的必然推论.这就是欧几里德的名著《几何原本》所 
遵循的道路.那本书成书约在公元前300年. 

当然，欧氏几何不是一下子就突然以完全成形的公理和定理的逻辑体系出现 
的.相反，它只是对物理地构造出来的直线、三角形和圆等进行物理量度的结果的 
理想化的描述，而这种描述是逐步发展起来的.所以尽管古人并不这样想，欧氏几 
何并不仅仅是数学，它是关于空间的物理理论——而且 是精确得如同幻想的 理论. 

但是欧氏几何并不是一个完美的 理论： 现代的实验揭示了，欧氏几何所作的预 
测，和对于物理空间中构造出来的几何图形的几何性质，与人们所作的物理测量有 
极其微小的偏离.现在已经知道，这种对于欧氏几何的偏离，是以一种精确的数学 
方式受到物质与能量在空间中的分布所管辖.这正是爱因斯坦在1915年发现的关 
于引力的革命性理论(广 义相对论) 的实质. 

还发现了，所考查的图形越大，与欧氏几何的预测的偏离也越大.然而重要的 
是要看到，对于合理大小的图形,这种偏差典型地有多么小.举一个例，测量一个半 
径为1米的圆周的周长，尽管我们的测量装置已经可以测出单个物质原子大小那 
样的偏差，仍然测不出与欧氏几何的偏离！所以毫不奇怪，两千多年来的数学家们 
都 被诱惑 深信： 欧氏几何学是唯 一的逻辑上可能的几 何学. 

在爱因斯坦 之前整 整一个世纪，就发现为了说明引力需要非欧几何学，这确实 
是人类的数学思想之强大有力的极伟大的贡献，要想找到这个数学的种子在哪里， 
我们还得回到古希腊去. 

欧几里德从恰好5个公理开始，其前4个从未引起争论.例如第一个公理只 
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是宣称,通过任意给定的两点，只有唯一一条直线.然而第五公理（即所谓平行线公 
理）的状态就不那么清楚，它就变成了研究的主题而最终导致非欧几何学的 发现： 
平行线公理过直线1外任一点 p 只有恰好一条直线 "与 L 不 相交. （6.1) 

图 6- la 画出了平行线公理，同时也解释了何以这个公理，至少是按照上面陈述 
的形式，不能用实验来验证.当直线 M 向 " 旋转时，其交点 L 越走越远.我 
们的几何直觉是以画在平面的有限部分上的图形为基础的，但是要验证 L ' 与 L 不 
相交就需要一个无限的平面.我们当然可以想象无限平面是什么样子,但是我们没 
有任何第一手经验来支持我们的预感. 



我们所表达的只是现代人的疑惑.在历史上数学家们则热烈地相信（6.1)，以 
至于认为它是直线的逻辑上必要的性质.但既然是那样，他们就应该能直接证明它， 
而不必像欧几里德那样只是假设它. 

有许多想由前四个公理来导出 (6.1) 的尝试,萨开里^在1733的卒年才发表的 
尝试可算是最透彻的之一.他的想 法是： 如果 (6.1) 不真，必定会产生矛盾.他把 

(6.1) 的反命题分成两种 情况： 

球面公理没有任何一条过 p 的直线不与 L 相交. (6.2) 

还有 

双曲公理至少有两条过 p 的直线不与 L 相交. (6.3) 

(6.2) 何以称为球面公理马上就会明白，但是把“双曲” 一词与 (6.3) 联系起来，虽然 
是标准的作法，却有些晦涩. 

在 （6.2) 的情况下，如果假设直线有无穷长度，萨开里确实能够得出一个矛盾. 
但是如果放弃这个要求，我们就会得到一种非欧几何，称为球面几何.这是下节的 
主题. 

在 （6.3) 的情况下，萨开里和他以后的数学家可以导出很奇怪的结论，但是无 
法找到矛盾.我们现在知道了，这是由于 (6.3) 给出了另外一种可以自圆其说的非 
欧几何，称为双曲几何.在由 （6.2) 与 (6.3) 得出的两种非欧几何中，双曲几何蕴含 
了多得多的秘密，而且也重要 得多： 它在许多现代研究领域中是必不可少的工具. 


① Girolamo Saccheri, 1667—1733, 意大利数学家 . 


译者注 
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进一步说，在某种意义（这一点下面还要讨论 .） 下，双曲几何包括了欧氏几何与球 
面几何. 

6.1.2 非欧几何的一些事实 

我们先来看一看这些新几何学与欧氏几何有什么不同.欧氏几何的一个非常为 
人熟知的定理说，在任意三角形 r 中，恒有 

{ T 的内角和 )= jr . 

从图 6- lb 就可以看出，这个结果实际上等价于平行线公理.由此可知，在非欧几何 
中，三角形的内角和不等于 JT . 为了量度这个差别，我们引入所谓的角盈广 

5( r ) 三 （ T 的内角和） - JC . 


这样，欧氏几何就由角盈为零来刻划. 

注意，与平行线公理原来的表述不同，这个命题可以用实验来 检验： 作一个三 
角形，测量它的角，看加起来是否为 JI . 高斯是第一个想到物理空间可能不是欧氏 
空间的人，他甚至企图作上述实验，用三个小山头作为三角形的顶点，而用光线作 
为其边.但是在他的实验装置所能容许的精度内，他发现 £ = 0. 然而，高斯十分正 
确地并不断言物理空间的构造肯定是欧几里德的,而是说,如果 它不是 欧几里德的， 
它与欧氏几何的偏离也极为微小. 

我们现在从物理学回到数学.高斯和兰伯特 ® 都用纯粹的逻辑得出了 （6.2) 与 
(6.3) 的种种推论，独立地发现了两种从相反方向偏离欧氏几何的非欧几 何学： 

• 在球面几何中，内角和大于 ji : £： > 0. 

• 在双曲几何中，内角和小于 11 : £ < 0. 

他们还都进而发现一个惊人的事实，即 £( T ) 完全决定了三角形的面积.更确切些 

说， 

GT ) 简单地正比于三角形: T 的面积乂 ( T ) : £( T ) = kA ( T ), 
k 是一个常数，在球面几何中为正，在双曲几何中为负. (6,4) 

有好几件有趣的事都与这个结果 有关： 

• 视正常数 k 之值不同，会有无 穷多种 不同的球面几何学,虽然它们并无定性 
的区别.类似于此，每个不同的负值 k 给出不同的双曲几何. 

• 因为三角形内角和不能为负， 8{ T ) ^ - jt , 所以在双曲几何中没有一个三角 
形面积会大于 |( jr / k )|. 

• 在非欧几何中没有相似三角形一说！这是因为 (6.4) 式告诉我们，两个大小 
不同的三角形不能有相等的角. 

• 与上一点密切相关，在非欧几何中存在 有绝对的长度单位. 例如在球面几何 
中我们可以定义绝对的长度单位为内角和为 l . Oljt 的等边三角形的边长.类 


① Johann Heinrich Lambert, 1728 一 1777, 生于法国死于德国的数学家 . 


译者注 
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似地,在双曲几何中则可定义它为内角和为 0.99 Jt 的等边三角形的边长. 

• 定义绝对长度单位的一个比较自然的方法是利用常数 k . 因为角的弧度值定 
义为长度之比，因此 f 是纯粹的（即无量纲，无单位的）数.另一方面，面积 
A 的单位是长度的平方，所以 k 的单位是 1/( 长度) 2 ,所以在球面几何中 k 
可以用一个长度 i ? 写成： k = +( l / i ? 2 ); 在双曲几何中则为 k = -(1/ R 2 ). ^ 
们以后会看到对这个长度 i ? 可以给出一个非常直观的解释. 

• 三角形越小就越难与欧氏三角形相 区别： 只有当线性尺度是的一个相当 
大的分数倍时，差别才变得明显起来.这就是为什么高斯在他的实验中要选 
取他能得到的最大的三角形.爱因斯坦的理论解释了何以高斯的三角形仍 
然 太小： 在环绕地球的空间中引力场是很微弱的，这相应于 k 的值极其渺小， 
R 的值会极其巨大.如果高斯能在黑洞附近做实验，情况就大为不同了！ 

6 . 1.3 弯曲曲面上的几何学 

本书一开始就讨论过复数如何在开始时遇到了巨大的反对，而在对它给出了具 
体解释 后终于为人们接受.非欧几何的故事也引人注目地与此相似. 

高斯从来没有公开发表他关于非欧几何的革命性思想，而人们通常把这个功绩 
归于两个独立发现双曲几何的人：一是鲍耶 0 于 1832. —是罗巴切夫斯基 @ 于 1829. 
事实上，双曲几何通常称为罗巴切夫斯基几何，可能是因为他的研究多少比鲍耶更 
深入一些.然而,在他们得到发现后的几十年间,鲍耶的工作完全被人们忽视了，罗 
巴切夫斯基的工作也只遭到恶意攻讦. 

在促使人们接受非欧几何方面，决定性 
的人物是贝尔特拉米 ® 他在1868年发现，对 
于双曲几何可以通过微分几何而给出 具体的 
解释. 对于现在读这本书的读者来说，只要 
知道微分几何就是用微积分的思想来研究弯 
曲的曲面就够了.贝尔特拉米发现了，存在 
一个被称为 伪球的 曲面，见图 6 - 2 , 它上面画 
出的图形自动地服从双曲几何的法则®从 
心理学的角度来看，贝尔拉特拉米的伪球对 
于双曲几何的作用，就如同复平面曾经对复 图 6 _ 2 

数理论所起过的作用一样. 

① Janos Bolyai, 1802—1860, 匈牙利数学家.——译者注 

② Nikolai Ivanovich Lobachevsky, 1792—1856, 伟大的俄罗斯数学家.罗巴切夫斯基的一本基本著 
作 《平行线论》 很早就有中文 译本； 齐汝璜译，商务印书馆 1928 年出版.罗巴切夫斯基的名字被译成 
了 “罗巴曲斯奇”.——译者注 

③ Eugenio Beltrami, 1849一1900, 意大利数学家. - 译者注 

④ 这显然是过于简化而低估了贝尔特拉米的成就，本章稍后，我们会看到贝尔特拉米究竟做了什么！ 

——译者注 
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为了解释这句话的意思，我们先来讨论在更一般的曲面，如图 6-3 那样的看来 
怪怪的蔬菜那样的曲面®上，怎样“做几何”.在这种曲面上研究几何的思想，本质上 
来自高斯，（而更广泛地）则要归功于黎曼. 

我们要做的第 一件事 就是用 测地线 的概念来代替直线的概念.正如在平坦的 
平面上直线段可以定义为两点之间的最短路径一样，在弯曲的曲面上，连接两点的 
测地线段也可以（暂时地）定义为在 此曲面 上最短的连接路径.举例来说，如果你 
是一只生活在图 6-3 那样的曲面上的蚂蚁，想尽可能快地由 a 走到6,你当然会沿 
着图上所示的测地线走.图上还画出了连接另一对点 c 和 d 的测地线. 



图 6-3 


下面是一个可以实际做出测地线段的简单 方法： 取一根线连接 a 与6并把它 
在曲面上绷紧.假设这条根线很容易在曲面上滑动，线上的张力就可以保证所得的 
路径是最可能地短,不过要注意，在的情况，我们就必须想象这根线在曲面内侧 
固定.要想用一致的方法来处理所有可能的一对点，最好是设想曲面有相隔极薄的 
夹层，线就放在夹层里. 

我们应该如何定义这种几何学中的距离，现在就很清楚了：（ X , 6两点的距离就 
是连接它们的测地线段的长度.图 6-3 上还画出了例如怎样定义以 p 为中心、 r 为 
半径的圆周，即定义它是离 p 距离为 r 的点的轨迹.要想作这个圆周，取一段长为 
r 的线，把它的一端固定在 p 外，然后（让这段线一直绷紧着）拉着另一端在此曲面 
上转一周. 

给定了曲面上三个点，我们用测地线把它们联成三角形，图 6-3 上画了两个这 
样的三 角形： 和 T 2 . 现在来看的三个内角.很明显 £{ T X ) > 0,如同球面几何 
中的三角形；而 £{ T 2 ) < 0,如同双曲几何中的三角形. 

①欧洲读者可能以为这是幻想的蔬菜，而美国人可以在超市里买到这种蔬菜.（对我国人来说，它简单 
地就是个葫芦，所以我们下面就说葫芦而不说蔬菜了.——译者注） 



6.1.4 内蕴几何与外在几何的对立 
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很清楚，正是曲面的曲率使得£：(7\)和 £{ T 2 ) 不同于其欧几里德值£： = 0.然 
而曲面在空间中的精确的形状在这里不起作用.想要看到这一点，从图 6-3 的葫芦 
上切下一小片包含的皮.因为葫芦皮是相当硬的，把它轻微弯一点不会把它拉 
长！现在我们可以轻轻地把这一小片葫芦皮弯成无穷多种稍有不同的 形状： 由于这 
种无拉伸的弯曲，葫芦皮的外在几何变了.例如构成乃的边缘的空间曲线形状就 
会变了. 

另一方面，如果你是生活在葫芦皮上的有智慧的蚂蚁，在此曲面上作的任何几 
何实验都无法让你知道发生了什么变化.我们就说内蕴几何并没有改变.举例来说， 
的边缘曲线 仍然是 曲面上的最短路径.相应于此 f 之值不受无拉伸弯曲的影 
响：是受内蕴（而非外在）曲率管制的. 

为了概括这个事实，考虑图 6-4. 左方是一片平坦的纸,其上画了一个三顶角为 
( jt /2)、（ jt /6)、（ Jt /3) 的三角形 T . 当然 £{ T ) = 0. 很清楚，我们可以把这一片平坦 
的纸弯成右方两个曲面（这是外在的弯曲)然而，内蕴地来说这些曲面完全没有 
改变——二者都平坦得如一个煎饼一样！它们上面画的三角形（由于对这张纸作 
了无拉伸的弯曲， T 就变成了它们）正是有智慧的蚂蚁用测地线构造出来的，两者 
都有 £： = ().• 这些曲面上的几何学仍是欧氏几何. 



6.1.5 高斯曲率 

高斯在1827年发表了一篇论文，对于内蕴和外在内何作了美丽的 分析' 在其 
中高斯揭示了这两种几何中存在着的惊人的联系.我们在这里只能以最一般的形 
式宣述他的某些最重要的结论.关于这些一般结果的解释,请去读微分几何的专著， 
本章之末推荐了一些文献，然而懂得非欧几何又只需要这些一般结果的某些特例， 
对它们的验证则散见于本章之中. 


① 你能 f 一个矩形弯成最右方的曲面吗？ 

② 此文标题是 “Disqusitiones generales circa su perficies earves” （关于曲面的一般研 究). 原文是拉丁 
文的.文献目录中的 Gauss [1927] 是其英译本.但近年有一个很好读的英译本，见 P. Dambrowski, 

“150 Years After Gauss’ Disquitiones” Asterisque. Vot 62 (1979). 这篇文章的中译文可以在《数 
学译林》杂志 2008 年 1， 2 期中找到.——译者注 
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对于图 6-3 中那样的曲面，很明显它有些地方比其他地方更弯曲，而且，弯曲 
的类型也因地而异.为了把曲面在一点 p 处的弯曲之程度（与类型）加以量化，高 
斯引入了一个量 k ( P ) 称为高斯 曲率' 它的定义我们马上就来讲 . k ( p ) 的量值越大， 
曲面在 P 点就越弯曲 . k ( p ) 的符号则定性地告诉我们,在紧接着 p 的领域中曲面是 
什么样子.见图 6-5 .若 k ( p ) < 0,则 p 点的邻域像一个 马鞍： 在有些方向上向上弯 
曲，而在另一些方向上向下弯曲.若 k ( p ) > 0,则它在各个方向上都同样地弯曲，像 
一片球面. 


k ( p )<0 k ( p )>0 k ( p )=0 



图 6-5 


我们马上就要说明，我们现在用 k 表示高斯曲率，又在前面用相同的记号表示 
(6.4) 中的常数，这决非偶然^ • 它们原是同样的东西！ 

高斯原来是这样定义 k ( p ) 的.作一个平面 n 使它包含曲面在 p 点的法向量 IX ， 
而令 k 为 n 与此曲面相交而成的曲线在 p 点的（有符号的）曲率 . k 之符号视曲率 
中心是在 n 方向还是 - n 方向而定.当 II 绕着 n 旋转时， k 的最小值 k min 与最大值 
k max 称为主 曲率. [附带说一下，欧拉在这以前就有了一个重要发现，即主曲率产生 
在两个互 相垂直 方向上 .] 高斯定义 k 为主曲率 之积： 

k = k m i n k max . 

注意，这个定义用到了曲面在空间中的精确形状（因而属于外在几何).然而高 
斯在上面说的文章 (Gauss [1827]) 向前推进作出了一个惊人发现，就是 k ( p ) 实际上 
度量了曲面的 内蕴的 曲率，就是说 ， k 在弯曲之下 不变！高斯确实有理由为这一结果 
骄傲，并称它为 Theorema Egregium (絶妙文理). 作为这个结果的一个例子，你可以 
可视地使自己信服，在图 6-4 的那几个内蕴地为平坦的曲面上， k =0. 

k 的内蕴的意义展现在下述的基本结果中 ：若^是位于 p 点的无穷小三角形, 
其面积为 <14, 则 

£( A ) = k ( p ) d ^4. (6.5) 

既然 €(△) 与 cU 都是定义在内蕴几何中的， k = {£/ dA ) 当然也是.我们在这里再 
次请你读一读微分几何的专著，去看一下 (6.5) 式的证明. 


①又 称内蕴曲率、 全 曲率， 或者干脆就说是 曲率. 
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由 (6.5) 式可知[见习题 1], 对于非无穷小的三角形 r , 只要把高斯曲率在 T 的 
内域加起来（即进行积分)，就可得到 T 的 角盈： 

£( T ) = |f k { p ) dA . (6.6) 

JUt 

我们下面就要解释，贝尔特拉米认识到，微分几何的这个可爱的结果已经引导我们 
非常接近于非欧几何的具体解释了. 

6 . 1.6 常曲率曲面 

考虑一个 k( ； p) 在各点 p 上均取相同值的曲面，我们称这曲面 为常曲率曲面 .例 
如，平面就是一个常曲率 k =0 的曲面，图 6-4 中其他曲面也是 k =0 的常曲率 曲面; 
球面则是一个具有常正曲率的曲面之例（但不是唯一的常正曲率曲面)；图 6-2 中的 
伪球则是具有常负曲率曲面之例（也非唯一的). 

在常曲率曲面的情况下（也只有在此情况下)， (6.6) 式成为 


S { T ) = k dA = kA ( T ). 


但这正是非欧几何的基本公式 (6.4)! 于是，正如贝尔特拉米已经看到的那样， 

欧氏几何、球面几何和双曲几何都可以具体解释为具有零、正 
或负常曲率的曲面之内蕴几何学. 

图 6-6 用各种类型的最简单的曲面说明了这一点.作为额外的奖励，回忆一下，我 
们以前曾 



通过写出 k = ±( l / R 2 ) 而对各种非欧几何都赋予了一个绝对的长度单位兄我们得 
到的奖励就是， 这个 R 现在有了生动的 含意： 在球面几何中， i ? 只不过就是球面的 
半径； 对于双曲几何，它就是伪球的圆周底边的半径（称为伪球的半径).对这两种 
解释，我们在下面还要加以论证. 

再重新考虑一下第1章末的讨论，就可以更直观地理解常曲率的要求.在第1 
章末，我们已看见欧氏几何的中心思想就是平面上的运 动群： 运动就是保持每一对 
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点的距离的一一映射.例如，两个图形是全等的，当且仅当存在一个运动使前一图 
形与后一图形重合.为使这个相等性的基本观念可以用于非欧几何，我们要求我们 
的曲面也容许有类似的运动群.如果我们在图 6-3 的葫芦表面上取一个三角形，很 
显然不可能把它滑动到一个新位置而仍旧与曲面紧贴，这是因为曲面在新位置上弯 
曲的方式不同：曲率 的变化是对于运动的障碍. 

可以求助于 (6.5) 式把这个的直观的解释弄清楚.然而我们想首先消除一个可 
能的混淆.图 6-6 左方平坦平面上的三角形显然可以自由地滑动和旋转，但是图 6-4 
上那些（外在地）弯曲的曲面上的三角形又如何呢？这些曲面毕竟内蕴地仍是平坦 
的，而贝尔特拉米希望我们相信,对于研究欧氏几何，它们和平面是一样地好，如果 
我们想象这些三角形是完全刚性的,那就很清楚，如果把这些三角形移到曲面它处， 
它们就不再能紧贴曲面了.但是如果这些三角形是从普通的纸（可以弯曲但不能拉 
伸）上剪下来的，它们确实能够自由地滑动与旋转,总是能够完善地紧贴着曲面，这 
一类运动才是我们要与之打交道的. 

为了弄清楚曲率与运动的存在性之间的联系, 考虑 P 处的无穷小（可弯曲但不 
可拉伸的）三角形.如果其角盈是 S 而面积为 cU ，(6.5) 式告诉我们曲面在 p 点的 
高斯曲率是 k ( p ) = {8/ dA ). 现在设有一个运动将此三角形移到曲面的 g 点处.为 
了使它在 g 点仍能紧贴曲面，可能需要将它多弯曲一点，但是因为不许可将它拉伸， 
S 和 cL 4 之值就不会改变.这样 k ( g ) = {£/ dA ) = k ( p ), 而此曲面必须具有常曲率. 

最后，回到图 6-6 所示的球面和双曲几何的特定的模型.很明显，球面上的三 
角形可以自由地滑动与旋转.事实上，在球面上和在平面上一样，根本无须弯曲，因 
为球面不论是内蕴曲率还是外在曲率都是常值的. 

至于伪球面上的双曲几何又如何？肯定远非如此显然,但是伪球面具有常曲率 
将可以保证那个可弯曲但不可拉伸的三角形能够自由地滑动和旋转[这一事实将在 
后面证明],而且总是完全地紧贴着曲面.习题15说明，可以自己做一个伪球面 ，一 
旦做好了，你就可以用实验来验证我们宣布的这个惊人事实了. 

6.1.7 与默比乌斯变换的联系 

正如我们在第1章中已确定的那样，如果把欧氏平面与复平面 C 等同起来，则 
其上的运动（和相似）都可由特别简单的默比乌斯变换 M(z) = m + 6 来表示.我 
们想在本章里解释的主要奇迹之一则是，球面几何与双曲几何中的运动也是默比乌 
斯变换！ 

球面上的最一般的（保向）运动就是绕球心的旋转.把球面映到 C 上的球极射 
影是球面的一个共形映射，而球面的旋转则成为作用在此映射象上（即 C 上）的复 
函数.我们在第3章中已经代数地证明了，这些函数就是以下形状的默比乌斯变换. 

,,,X az + b 
M(z) = 

— bz + CL 
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这首先是由高斯在 1819 左右发现的.我们将在下一节用更有启发性的方式重新导 
出它，还要探讨它与哈密尔顿的“四元数”的关系. 

按照同样的模式，也能构造由伪球面到 C 内的共形映射,从而把伪球面上的运 
动也变成 C 上的复函数.这种共形映射有好几个，最为方便的，一是映射伪球到单 
位圆盘内.双曲几何中的运动于是成了圆盘映射的默比乌斯自 同构： 


w bz-^a 

这个美丽的发现属于庞加莱 a ，见 Poincare [1882]. 

所有这三种2维几何学中的运动都是由特殊的默比乌斯变换来表示的，这已 
经像是魔术了，但还不止于此！我们在第 3 章中已经看到，一般的默比乌斯变换 


在物理学中有深刻的 含意： 它相应于时-空的最一般的洛伦茨变换.它在非欧几何 
中也有深意吗？我们将在本章之末解释，庞加莱有一个惊人发现，即默比乌斯变换 
代表 3 维双曲空间中最一般的（保向）运动，见 Poincare [1883]. 


6.2 球面几何 


6.2.1 球面三角形的角盈 

球面上的测地线是大圆，即过球心的平面与该球面的截口.所以，如果你是生 
活在球面上的蚂蚁，这些大圆就是你将称为“直线”的东西. 

图 6-7a 画出了一个半径为 i? 的球面上，用这种“直线”连接其 3 个点所成的 
一般三角形 T . 不必诉诸 （ 6.6) 式，那是微分几何中的一个深刻结果,我们直接证明 
角盈 £( T ) 服从 （ 6.4), 而且常数 k 确实就是高斯曲率： k= (1/ R 2 ). 通常把下面漂亮 
的论证归于欧拉，事实上它在 1603 年即由哈里奥特 @ 发现了. 




图 6-7 

① Jules Henri Poincare, 1854—1912 ，伟大的法国数学家 .- 译者注 

② Thomas Harriot, 1560—1621 ，英国数学家和天文学家 .- 译者注 






246 第 6 章非欧几何学 * _ 

延长 T 之各边即将球面分成8个三角形，其中标以 : T ,几，, T 7 的4个 
各有一个与之全等的对径三角形.在图 6-7b 上看得更清楚.因为球面面积是 
我们导出 

乂 (T) + A { T a ) + AiTp ) + A ( T y ) = 2 nR 2 . (6.7) 

另一方面，由图 6-7b 又看到 ， T 与 T a 共同构成一个楔形，它的面积是整个球面面 
积的 ( a /2 jt ) 倍，即 

A { T )-^ A ( T ct ) = 2 aR 2 . 

类似于此， 

A ( T ) + A ( T P ) = 20 R 2 , 

A ( T )^ A { T 1 ) = 2^ yR 2 . 

三式相加即有 

3 乂 (T) + A ( T a ) + A ^) + A { T 7 ) = 2 (a + /? + 7 ) i? 2 . (6.8) 

由 (6.8) 减去 (6.7) 即有 

A ( T ) = (a + /? + 7 —丌) 丑 2 . 

换言之， 

£( T ) = kA ( T ), 其中 k = (1/i? 2 ), (6.9) 

这就是我们想要证明的. 

6.2.2 球面上的 运动： 空间旋转和反射 

为了理解球面上的运动（即一一的保持距离的映射)，就要先弄清“ 距离” 的概 
念.若球面上两点 cx 与6不是对径点，则存在唯一的球面上的直线（即大圆，下面 
说到直线时都是这个意义） i 通过这两点， L 被这两点分为长度不等的两个弧.这 
两点的距离现在即可定义为较短的那段弧的长度.但若这两点是对径点，则每一条 
过 a 的直线都自动地通过6,而这两点的距离就是任意的连接它们的半个大圆弧之 
长 jlR . 

我们现在就可以推广第1章末欧氏几何情况下关于运动的论证.在那里我们 
看到，平面上的运动唯一地由任意 3 个非共线的点 a,6,c 决定 •• P 点之象就是到 
a 、 b f ， c ， 之距离与 P 到 a , 6， c 的距离相等的唯一点请验证这个结果在球面 
上也为真（并说明其理由). 

在球面上也和在平面上一样，可以无矛盾地对每个角赋以方向，就是从球面外 
域去看一 个角的方向，若为逆时针方向就规定此方向为正的.和平面上的情况 一样， 
这就使球面上的运动也分成 两类： 保向 (共形）的 与反向 (反共形）的运动. 
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和平面上的情况一样，球面上最简单的反向运动也是对直线 L 的反射況 l •这 
个反射可以想象为球面对含 L 的平面 n 之空间的反射況 n 在球面上的限制.见图 
6-8 a , 其中画出了所画的球面三角形的正角如何在況 l 下反转了方向. 



如果你是一只生活在球面上的有智慧的蚂蚁，则上面的用況 n 的限制来构造 
SR L 的作法对于你是没有意义的.然而，仅用球面本身来内蕴地重新表述也不 
难.见图 6-8 b . 要求出 a 点对 L 的反射，先过 a 点作一直线 M 与 L 垂直①如果 
沿着 M 从 a 爬到 L 的距离为 d , 再爬一个 d 就到了況 L ( a ). M 与 L 实际上交于 
两个对径点，不论从 a 爬到哪一个交点都会得到同一个反射象況 L ( a ) 二 

现在转到保向运动.球面对过其中心的某个轴 V 的旋转是保向运动的一个明 
显的例子.然而说这种旋转是 仅有的 保向运动就不那么明显了，我们马上就来证明 
它.为了避免在描述旋转时产生歧义，我们引入以下的标准的规定.首先注意，确定 
一个旋转轴等价于在给出球面的同时就指定此轴所在的直线与球面的两个对径交 
点之一（设为 P 或 A P 点画在图 6-9 b 上, g 点没有标 出). 现在取定一个（例如取定 
p ), 设此旋转对于从 P 发出的小直线段的效果是使之有一个正的旋转角❸——回忆 
一下，这句话的意思就是，从球 的外域看来，它逆时针旋转了正角 &这时可以无歧 
义地描述这个旋转是“绕 P 旋转了正角0”，见图 6-9 b , 我们记此旋转为•请自 
行验证= 

我们在第1章看到，平面上每一个保向运动都是两个对于直线的反射的 复合： 
若两反射直线相交就得出旋转，平行就得出 平移. 我们会看到，在球面上也有类似 
情况发生，但是因为球面上任意两条直线（即大圆）都相交,两个反射的复合总是旋 
转——球面上没有平移的类似物. 

图 6-9 a 画出了空间的两个反射的复合（況 n 2 。^).这里，平面山与山 
的交线即向量 v , 而由 Ili 到 n 2 的角是 (0/2). 把我们的注意力限制在任一个与 
(3 Jn 2 o 3? ni ) 垂直的（有阴影的）平面上，则由 (5 Rn 2 oK ni ) 在此阴影平面诱导出的变 
换是 doD ， 其中“和〗2分别是山和 n 2 与此阴影平面的交线.因为⑽ 2 。化) 
就是阴影平面上绕〖1和〖2之交点旋转一个角义现在就明白了，（況 n 2 o 況 nj 就是 

①如果把 L 看成赤道时，当 a 为南极或北极时，有无穷多个这样的 M ， 任取其一 均可. 
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空间中绕 v 旋转一 个角义 



图 6-9 b 是把这个思想翻译成了球面的语言.如果贝和 n 2 均过球心，而且与 
球面相交的直线（即大圆）为 A 和 L 2 , 则 

飛 L 2 ° 飛 Li = • 

换言之， 

球面绕其上一点 p 旋转一个角 （9 的旋转7^可以表为对任意两 

条过 p 且成角 (9/2) 的球面直线的反射的复合. (6.10) 

注意，恰好有一条直线 P 被7^映为其 自身. 如果我们在尸上取一个方向使 
之与此旋转一致（见图 6-9 b ), 则我们在球面上有向直线与点之间建立了一个—— 
对应 . P 称为 p 的极线 ，而 p 称为 P 的 极点. 

在平面情况，我们曾用与 (6.10) 类似的结果来 证明： 两个绕不同点的旋转的复 
合，（一般地）等价于绕某第三个点的单个旋转，然而也有例外，两个旋转可能复合 
成为一个平移至于球面，你可能会猜想到，是没有例 外的： 

球面上任意两个旋转的复合都等价于单个旋转.这样，球面上的 
旋转之集合成为一个群. (6.11) 

图 6-10 a 表明了怎样用平面情况的论证方法来证明这一点.为了求出（句。?^)的 
总效应，如图作直线 L ， M , N . 这样 

兄 t 。兄; = 、狄 N 。 況 M ) 0 (況 M 0 況 L ) = O 況心=尺# . 

这个将空间旋转复合起来的美丽的几何方法是罗德里格斯在 1840 年发现的. 

注意，在平面情况下， 旋转 e 和旋转4复合后净旋转量就是和⑺+列，但在 
球面情况下则有更复杂的法则.若图 6-10 a 上的白色球面三角形的面积是八而 
k = (1/ i ? 2 ) 是球面的高斯曲率，则角盈公式给出 
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动把一个已给的球面三角形以0变为一个与之全等的给定的象三角形.图 6 -10 b 可 
以帮助我们把这个结果精确化.利用平面情况上用过的同样逻辑推理，可知[练习] 

恰有一个保向运动 M (和恰好一个反向 运动义 ） 把一个已给的 
直线段映为另一个已给的同样长度的直线段 aW . 进一步还 
有 M = (況 L o « M )， 这里 L 是过 a ' 和的直线. (6- 12 ) 

图 6-10 b 还告诉我们怎样构造 M 过 a 和 Y 作一直线令其极点为 P . 很清 
楚，只要取适当的0，7^就会把直线段 M 沿 P 映为一段由 Y 发出的直线段 ( a f c ). 
再绕 a ， 作一个适当旋转 即可将它最终带到这样=(把◦%)，而由 

(6.11), 它等价于单个旋转.把这一点与 (6.12) 结合起来，又有 

球面上每个保向运动都是一个旋转，而每个反向运动都是一个 
旋转和一个反射的复合. （ 6 _ 13 ) 

作为对这个结果（以及你对此结果的掌握程度）的简单测验,请考虑对径映射, 
即把球面上每点映为其对径点的映射_显然这是一个运动，它是否与上述结果一 
致？ 

6 . 2.3 球面上的一个共形映射 

球面只是为所谓球面几何提供了一个特别简单的模型.明定°在 I 839 年发现， 
任一个 具有常 ® 正高斯曲率 k = (1/ R 2 ) 的曲面都与半径为丑的球面有同样的内蕴 
几何.把一个乒乓球剖为两半，取其中一个半球面并轻轻地把它揉弯曲，就可以得 
到无穷多个内蕴几何与原来的球面完全相同的曲面 • 

① Ernest Ferdinand Adolf Minding, 1806 — 1885, 德国数 学家 . 译者注 

② 如果曲率不是常数，两个曲面可能在对应点有相等曲率，但内蕴几何不同 . 
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图 6 _11 表明，哪怕仅限于旋转曲面，球面也不是唯一的具有常正曲率的曲面. 
尽管它们看起来完全不像球面，生活在一个这样的曲面上的有智慧的蚂蚁，如果不 
准它爬到边缘上，是不会知道它其实并不是生活在球面上的.这个说法差不多已经 
对了： 但是说到头，这只蚂蚁还可能发现这个曲面在有些点上并不光滑，或者它还 
可能从边缘上掉下去了，因此，它并不生活在球面上 • 1899年利伯曼证明了，如果 
一个常正曲率面没有这些毛病，它就只能是一个球面. 


砵囬比有一个阢点，就是口 j 以宥得很清楚，它的内蕴几何容许有运 动群： 而在 
图 6-11 所示的曲面上肯定看不清楚，一个图形是否可以在其上自由地移动和旋转 
而不会有拉伸.然而，前面的讨论也说明，曲面在空间中的真正的形状只是让人分 
心，所以最好是有一个比较抽象的模型来把所有可能的具有同样的内蕴几何的曲面 
的实质概括无余. 

所谓“实质”，我们是指关于其上任意两点的距离的知识，因为这种知识，而且 
只需要这种知识，就决定了内蕴 几何. 事实上只要有了两个相邻点的 无穷小 距离的 

法则就足够了 -注意，这一点是微分几何的最基本的洞察-有了这个法则， 

我们可以把任意曲线的长度定义为把它分成无穷小线段后距离的无穷和 （即 积分< 
结果是我们可以确定这种几何中的“直线，，，就是由一点到另一点的最短的路径角 
度也可以类似地定义[练 习]. 

这就引导到可以包括任意弯曲曲面 5( 不一定要有常曲率）的实质的一个总的 
战略： 为了避免为曲面在空间的形状分心，我们在一张平坦的纸上画出^的地图 
(地理学意义下的地 图). 这就是要建立 S 上之点 S 与平面（设想为复 平面） 上的点 
z 之间的-对应. 

现在考虑将 S 上两个相邻的点5和彳隔开的距离 dJ . 在地图上这两个点可用 
z ^ q = z + dz 来表示，而有（欧氏）距离 ds = |心|把它们 隔开. 一旦我们有了一 
个法则，来由地图上表观的间隔 ds 算出其在 *5 上的真正的间隔⑽，则我们（在原 
则上）就已经知道了关于 *5 的内蕴几何所需要知道的一切事情. 
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用 ds 表出 dS 的法则称为一个“度量”.一般说来既依赖于 dz 的方向，又 
依赖于 dz 的长度 ds , 故若记心= e ^ ds , 则有 

ds =八(之， 0) ds . (6.14) 

按此公式， A ( z ,0) 就是： 我们需要把地图上——位于 A 方向为0的表观为 
ds 的间隔放大这么多倍数才能得到由曲面 S 上真正的间隔 dt 

我们现在要对球面来实行这个战略.由 （6.9) 式可知，要想画出球面的地图，使 
它能忠实地表示其内蕴几何 的每个 方面，这是不可能的[练 习]. 选择什么样的地图 
要看我们希望忠实地表示的是哪些特点.举例来说，如果我们要求球面上的直线 
(大圆）在地图上也表示为直线，就可以使 用中心投影， 把球面上的点从球心投影到 
某一个切平面上,这就是球面的所 谓投影地图或称投影 模型.就是图 6-1 2 所示.在 
这里，保持直线概念是要付出代价的，因为角度不能忠实地表示：球面上两条曲线 
的交角（一般地）不是它们在平面上的象的交角. 



对于绝大多数目的，宁可牺牲直线而求保持角度，从而得到曲面的共 形映射 ，这 
样做好得多.用 （6.14) 来表述,一个映射为共形当且仅当伸缩因子 A 不依赖于由 2 ： 
发出的无穷小向量 dz 的 方向： 

ds = A ( z ) ds . (6.15) 

[回忆一下，我们在第4章中已经证明了这一点 .] 这种映射的一大优点在于曲面上 
一个无穷小图形是由地图上一个相 似的图 形来表示的，二者仅仅大小 有异： 在 *5 上 
的图形恰好大 A 倍. 

在球面情况下我们已经知道了一种构造共形映射的简单方法，即通过球极射 
影. 为简单计， 以后我们总取具有单位半径的球面， 使它可以与第3章的黎曼球面 
S 等同起来.与图 6-12 不同，这个共形的地图上的“直线”，并非我们熟知的平面上 
的“直，，线 . 事实上不难看到， E 上的大圆都被映为 C 上与单位圆周交于一对对径 
点的圆周[练习]. 

公式 (6.15) 可以改述如下：一个映射为共形的，如果 S 上的无穷小圆周是由 
地图上的无穷 小圆周 (而非椭圆）来表示的.球极射影当然满足这个要求，因为它能 
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保持各种大小的圆周.图 6-13 a 用半径为 dS 的 5] 上的空心小圆周被映为 C 上的 
半径为心的空心小圆周来说明这一点.要想完成这个球极射影，就必须找到与之 
相关联的度量函数 A ， 即图 6-13 a 中两个半径之比. 



图 6-13 

考图图 6-13 a 的垂直截面，它画在图 6 -13 b 上记住我们在 3.4.2 节中已经证明 
了，球极射影是反演的一个特例， 

若尺是以 7 V 为中心、力为半径的球面，球极射影就是对尺的 
反演在 C 或 5] 上的限制. 

然后考虑3. 2 .1节中的公式 (3.6), 它描述了反演对于两点的间隔的效果.让这两个 
点趋近而取极限，我们可以用此结果于图 6-13 b 而得到[练习] 

它也可以不用（ 3 . 6 )式而选 dJ 平行于 C 而更直接地得出.最后，用毕达哥拉斯定 
理于三角形 NzO 即可得到 2 

ds = ITNp d5 * ( 6 _ 16 ) 

这个具有度量 （6.16) 的平坦的共形映射就是我们想要求的，所有可能的具有 
常高斯曲率 k = +1的曲面的抽象描述. 

6.2.4 空间旋转也是默比乌斯变换 

我们相当一般地设 S 是一个有常高斯曲率的曲面（从而其上有一个运动群)， 
并作了 S 的一个具有度量 (6.15) 的共形映射， S 上的任一运动将由此共形映射在 
C 上诱导出一个相应的 变换. 因为弯曲的曲面上的保向运动都是共形的，所以映射 
的共形性将使得此运动在 C 上诱导出来的变换（即复函数）也是共形的，从而是解 
析的.纯粹用 C 上的语言来表述，我们可以把一个复函数/卜）与一个运动等同起 
来，只要它是解析的而且保持度量 （6.15). 这就是说,设解析函数 z /⑷把 

间隔为无穷小的两点 z 和 (z + dz ) 映射到 J 和 （ F + dJ ). 则 /( Z ) 是一个运动当且 
仅当象的间隔 ds = \ dz \ 与原来的间隔 cU = I 心 I 之间有以下关系式 存在： 


A ( z)ds = A ⑷ ds . 
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[与此类似，反向运动就相应于 C 上满足上式的反共形映射 .] 因为 d ?= //卜)心，上 
式就等价于/(4满足微分方程 


尸⑷ 


八⑷ 

m^)Y 


回到 5 = E , 而且共形映射为球极射影的特例，则所有可能的具有常高斯曲率 
k =+ l 的曲面上之保向运动的集合应为微分方程 


、— 1 + 1/⑷ I 2 

卜 1 + |之| 2 


(6.17) 


之解的集合.原则上说，我们本来在 C 中就可以找出这些函数而用不着离开 C 到 
E 上去找出其运动.然而回到 I ：上由 （6.10) 与 （6.13) 描述的运动更为简单而且有 
启发.当我们对这些运动施以球极射影时，在 C 上将诱导出什么样的函数呢？ 

很清楚，第一步是要找出 S 上由对直线 I 的反射3^所诱导的函数.考虑图 
6-14 a , 它表示了构造 S 上; g 点的反射象 ^ L ( z ) 的一种新的内蕴的方法，也就是, 
^ L ( z ) 是两个圆心都在 Z 上而且都通过5点的圆周的第二个交点.注意这两个圆 
周都正交于尨图 6-14 b 则画出了在球极射影之下，这种构造法在 C 上是怎样的. 
因为球极射影保持圆周和角度，那两个正交于 t 而且 通过纟 的圆周被映为 C 上两 
个正交于 L 且通过 z 的圆周.它们的第二个交点就是 z 对 L 的反演点 l L ( z )\ 总之 


S 上对于直线的反射诱导出 C 上对此直线的球极射影象的反射（反演). (6.18) 

[(6.18) 还有另一个可能更为自然的证明，请见习题 2.] 作为一个重要的特例，注意， 
若 Z 是 S 与通过实轴的垂直平面的截口，则 S 中对于 f 的反射将诱导出复共轭 

z I ——> z. 



现在来求相应于 I ：上的旋转的复函数.图 6-15 画出了 S 绕一点6旋转一个 
角4的旋转尺 t 令&为 5 的对径点，于是& = -( V 旬[见 3.4.5 节的 （3.22) 式.这 
里 a 与6是6与 S 在球极射影下的象] . a 与 S 都在旋转轴上,所以在这个旋转下不 
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变： 相应于此， a 与 6 是此旋转在 C 上诱导出来的变换的不动点.此外，从几何上 
看得很清楚，诱导出来的变换在 a 的一个无穷小邻域中的效果是绕 a 旋转[练习]， 
而由我们的规定，规定旋转角为负办 



由 （6.10) 

其中 la 和是两条任意的通过 a (因此也通过 S ) 且交角为 (i/j/2) 的直线.因为球 
极射影保持圆周与角度， A 和 Z 2 在 C 中的象就是通过 a 与6而且成角 W /2) 的 
圆周. A 和 L 2 由 (6.18) 可知由7^在 C 上诱导出的变换是 

R t = ^L 2 ° • 

这样就是一个默比乌斯变换！请参看图6-16,其上画出了一个0 = (jt/3) 的旋 
转，再参看 3.8.2 节的 (3.46), 并回忆起“ 乘子” 在紧接着一个不动点的邻域中刻划 
了默比乌斯变换的局部效果，我们就发现了 



图 6-16 
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E 上的旋转经球极射影诱导出 C 上的椭圆默比乌斯变换 
Rt 其不动点是 a 与 -(1/ 旬，而相应于 a 的乘子 m 是 m = e -#. 


式 


以 3.7.3 节的 (3.41) 式为基础作直接的矩阵计算就给出的矩阵的显示表达 


[Ri\ = 


e^/2)| a |2 + e -i(^/2) 2 ia sin (^/2) 

2 iasin (^/2) e — 咐 / 2 )| a| 2 + 


(6.19) 


注意，这与 3.6.4 节的 （3.38) 式是一 致的： S 上的旋转诱导出以下形状的默比乌斯 


变换 


^ a ( z ) = 


Az^-B 

- Bz^tA 


( 6 . 20 ) 


由 (6.13), 这个公式表示了: S 上最一般的保向运动.我们已经注意到 z hi 相应于 
S 的一个反射，所以最一般的反向运动将由以下形状的函数来表示[练 习]: 


( Az^B \ 

z I— > — =-= . 

\- Bz^AJ 

图 6-10 b 上给出了一个很漂亮的作空间旋转的复合的几何方法.上面的分析 
则给出了计算由 o ni ) 生成的净旋转的同样漂亮的计算方法.所需要做的就 
是把相应的默比乌斯变换组合 起来： 


[RpoRt] = [R-][Ri]. 

一个本来看起来有很大技巧性的问题被化成了 2 x2 矩阵的乘法！ 

在实际运算中， 旋转 TZf 通常可以用指向旋转轴方向的单位向量 v 来表示 ， v 
以 a 为其端点（见图 6-15 的箭头).然而 (6.9) 现在是用点 a 的球极射影象 a 来表 
示的.所以我们要将重新用单位向 v 的分量 Z , m ， n 来表示,这里 

v = Zi + mj + nk , I 2 + m 2 ~\-n 2 = 1 . 


回到 3.4.5 节的 （3.19) 式,我们看到 a 与 v 的关系 如下: 

I + im . (9 1 + n 


14 


n 


l_n 7 11 1 

把它们代入 (6.19), 并提出公因子 2/(1- n ), 有[练习]. 




cos(-0/2) -f i nsin( , 0/2) (—m + il) sin ( 嗲 /2) 

(m + il) sin(-0/2) 008(-0/2) — i nsin( , 0/2) 


( 6 . 21 ) 


请自行验算，此矩阵是“规范化”的，即 det [ i ^] = 1. 这样做就使事情容易多了, 
因为把两个这样的矩阵相乘,所得矩阵仍是完全一样的形状.把这个结果与 (6.21) 
比较，就可以立即读出净旋转. 
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例如，设先绕着 i 旋转（ V 2 )，再绕着 j 旋转 W 2)， 净旋转的默比乌斯矩阵应 


1 

" 1 -1 ' 

1 

' 1 %' 

1 

~ 1 -i -1 + z " 

$ 

1 1 

T2 

i 1 

二2 

1+z 1 + i 


与 (6.21) 比较，即知这是绕轴 v = ^( i + j - k ) 旋转 （2 jt /3). 

6 . 2.5 空间旋转与四元数 


( 6 . 22 ) 


所有这一切都是非常漂亮的，但是事实上将空间的旋转复合起来的方法还可以 
进一步梳理光顺.要问怎样作，我们就要把哈密尔顿关 于四元 数的故事再讲下去， 
我们在第1章末尾处已经开了一个头. 

1843年10月16日星期一,这天上午哈密尔顿和他的夫人出去散步.在他的思 
绪深处一直有一个他苦思十年未得其解的问题 寻找复数的3维类似物，使得 

对空间的向量也能作乘除法.我们在第1章中已经指出，哈密尔顿是不可能解决这 
个问题的，原因很 简单： 这样的类似物是不存在的.但是这一天当他正走过勃洛安 
桥 (Brougham Bridge ) 时，他突然认识到，那个在3维空间中一直躲着他的大奖在 
4维空间中真的可以拿到! ® 

在2维复平面上，我们可以把1和 i 想成其“基底’’向量，而任意的一般复数 
可以写成 z = + C 中的代数相 当于： 约定乘法对加法是分 配的； 1是恒等元 

(艮 P lz = zl = z)] 还有 i 2 = —1. 

哈密尔顿在4维空间中引入四个向量1 ,1, J ， K , 而一个一般向量 V (哈密尔 
顿称之为四元数）可以用它们来表示为 


V = t;l + 外 1 + 的 J + v 3 K , (6.23) 

系数全是 实数. 为了定义两个四元数之乘积，哈密尔顿取1为恒等元， I ， J ， K 则为 
-1的三个不 同的平 方根且类似于 h 

I 2 = J 2 = K 2 = -1. (6.24) 

和在通常的代数中一样，哈密尔顿坚持乘法对于加法有分配律，但为了使除法也是 
可能的，他不得不向前大大跃进一步，而在他的时代这是革命性的 一步： 即规定乘 
法是非交换的. 更准确些说，哈密尔顿规定了几个 公设： 

IJ = K = - JI ， JK = I = - KJ ， KI = J = — IK . (6.25) 


①这座桥现在还在爱尔兰首都都伯林 . 不过现在改名为勃洛姆桥 (Broom Bridge —— 扫帚桥).桥头 
镶了一块石牌，刻了此事，并且把下面的公式 （ 6.24) 和 （ 6.25) 也刻在上面，不过 (6.25 ) 改成 
了 IJK = -1, 因为据说哈密尔顿随手把这个公式刻在桥头一块石头上了.——译者注 
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这些关系大体看来是熟 悉的： 它们在形式上与基底向量 i, j , k 的向量积是 
一样的.例如， i x j = k = -j x i. 我们可以用 i ， j , k 与 I ， J ， K 的这一类比来把 
两个四元数之积以特别简单的方式表示出来. 

首先，我们用这个类比来简化记号 (6.23). 和在普通的代数中一样，我们略去 
了第一项中的1而记= %哈密尔顿称这一项为 V 的数量部分.其次我们把其 
余三项合写为 V 三外 I + wJ + t ; 3 K , 哈密尔顿则称这一部分为 V 的向量部分.于 
是 (6.23) 式就成为 

V = u + V. 

在数量部分 r = 0的特殊情况下，哈密尔顿称 v = v 为一纯四元数.从历史上看， 
纯四元数概念是通常的空间向量概念的前身.事实上， “ vector (向量)” 一词是哈密 
尔顿在1846年造出来的，作为“纯四元数”的同义语. 

如果用另一个四元数 W = w + W 去乘 V ，则由 （6.24) 与 (6.25) 可得[练习] 


VW = (^ - V • W) + (vW + ^ V + V x W), (6.26) 

特别是，若 V 与 W 均为纯四元数（即= 0 = w ), 则它化为 

VW = -V-W + Vx W. (6.27) 


从历史上说，点积（数量积）与叉积（向量积）在数学中第一次就是出现在此式中. 
这样,这两种向量运算在一开始是仅被看成是四元数乘法的两个小侧面（数量部分 
和向量部分).但是物理学家们不久以后就认识到数量积和向量积本身就很重要，而 
与它们的起源 四元数没有关系. 

在习题中还会导出四元数的进一步的性质，我们在这里只想解释四元数与空间 
旋转的联系.这种联系其实系于二 元旋转 (即在空间中旋转角度 7 T ) 的概念.“二元” 
一词用得很恰当，因为它“逢二归 元”： 作用两次就相当于恒等元. 

按 （6.21) 式,相应于绕轴 v = /i + mj + nk 的二元旋转的默比乌斯变换是 


K]= 


in 

m + il 


—m + il 
—in 


我们暂时把四元数放在一边，重新定义1为单位矩阵， I ， J ， K 为绕 i , j ， k 的二元 
旋转的矩阵， 


" 1 0 " 

,1 = 

' 0 i ' 

, J = 

' 0 -1 " 

, K = 

_ i 0 

0 1 


i 0 


1 0 


0 -i 


请自己检验一下，相应于 K 的默比乌斯变换是 K ( z ) = - z . 请确信应该是这样. 

现在我们就可以来宣布这些矩阵与四元数之间的惊人联 系了： 这些二元旋转 
的矩阵在矩阵乘法之下服从与哈密尔顿的 I ， J , K 完全同样的法则 (6.24) 和 (6.25) •由 
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此可知，四元数的乘法，与把1， I , J ， K 用上述矩阵取代以后所得的 2 x 2 矩阵的乘 
法,互相是等价的.反过来说， (6.21) 所示的一般旋转矩阵可以表示为以下的 
四元数[练 习]: 

= cos (^/2) + V sin ^^), (6.28) 

这里 V = ZI + mJ + nK . 这个漂亮的公式比 （6.21) 容易记得多！ 

要把两个空间旋转复合起来,只需把相应的四元数乘起来即可.举例来说, (6.22) 
的计算一即先绕 i 旋转 ( V 2), 再绕 j 旋转 ( n / 2 ) ——现在就成了 

+ J )^( 1 + I )=^(1 + I + J - K ). 

我们又一次导出了这就是绕轴 v = ^(i+j-k) 旋转 (271/3), 但是比以前更容易. 

四元数也对在空间的位置向量 p = xi + yj + zk 上的效果给出了很紧凑 
的公式.设对把 P 旋转到戶.如果用纯四元数 P = XI + + ZK 和？分别表 

示代表 P 和戶，则 

P = (6.29) 

这个结果首先是由凯莱 0 在1845年发表的，然而他后来承认哈密尔顿得到此结果 
在前.这个结果不仅漂亮,而且有实际应用.例如，在 S . G . Hoggar [1992] 中就讨论 
了怎样利用 （6.29) 于计算机制作动画时把一个旋转物体的运动弄光滑，而它在 B . 
K . P . Horn [1991] 中又被用于与机器人视觉有关的研究中！ 

下面我们想对 (6.29) 给出一个我们能够想象到的最直观的 解释； 习题7和习 
题8中还有另外两个.首先注意 P @任意倍数都被旋转到戶的相同倍数.所以为 
了一般地证明 （6.29), 只需在 P 与戶均为单位向量的情况下证明它即可.于是可 
以设它们的端点0与貪都在单位球面上.和前面一样，设 a 是向量 v 的端点. 

考虑下面三个旋转的 复合： 它肯定相当于单个旋转，而图 
6-17 可以帮助我们看出它是一个什么样的旋转. 令 C 为14 的经过 P 与每 的不变 
圆周，而 w 是由貪发出的切于 C 的无穷小向量，注意 C 上一点发出的任意向量都 
被映为一个与 C 成同样的角的向量.这就证实了图上画出的三个旋转的效 
果 W It / 加〃 Ti /〃. 净效果 W H u /〃 正 是绕泛 旋转0: 

这个几何事实可以用默比乌斯变换矩阵来表示，或者等价地用四元数来表 示为： 

R e -=R^oR e p o . 

最后，若令 6 = k , 则二元旋转与 Rg 正是纯四元数 P 与证毕. 


① Arthur Cayley, 1821—1895, 英国数学家 .- 译者注 
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进一步的阅读 材料. 关于 (6.29) 的历史意义，可见 Altmann [1989]; 关于哈密 
尔顿如何被引导到四元数的详情，可见 van der Waerden [1985]; 关于它与现代数学 
和物理的联系，可见 Penrose and Rindler [1984], Yaglom [ I 988 ] 和 Stillwell [1992]. 


6.3 双曲几何 


6.3.1 曳物线和伪球面 

在研究了具有常值正高斯曲率的曲面的内蕴几何以后，我们现在转向具有常值 
负高斯曲率的曲面的内蕴几何.正如有无穷多个曲面具有常值的 k 〉0 —样，也有 
无穷多个具有常值 k <0 的 曲面. 贝尔特拉米称后一种曲面为伪球面型曲面.根据 
前面讲过的明定的结果，所有具有相同的常值负高斯曲率的伪球面型曲面都有相同 
的内蕴几何.因此为了理解双曲几何，只要考查任意一个伪球面型曲面就行了•为 
了我们的目的，伪球面是最简单的，所以我们来解释伪球面是怎样构造出来的. 

试一试下面的实验.取一个小小的重物,例如一个镇纸，上面系上一根细绳.把 
镇纸平放在桌面上而让细绳的自由端沿桌面的边缘运动.你会看到，镇纸将沿一条 
像图 6-18 a 中的曲线运动，图中的 F 轴代表桌子的边缘.这条曲线称为曳物线， 

轴（它是曳物线的渐近线）称为其轴.曳物线最早是牛顿在1676年研究过的. 

如果这条细绳之长为丑，由此可知曳物线有以下几何 性质： 它的切线上由切点 
到 y 轴的那一段有定长 兄这就是牛顿给曳物线下的 定义. 还有一个有趣的旁 白：由 
此定义，曳物线也可以如图 6-18 b 那样构造出来，即它是圆心在轴上的一族半径为 
R 的圆周族的正交轨线[练习],这是画曳物线的快速而且相当精确的一个好办法. 

回到图 6-18 a ， 令 a 为沿曳物线的弧长，而起点 a = 0是在 X 二 i ? 处： 即我们 
想去拖曳的物体的初始位置.当这个物体正在通过 （ x ， y ) 点时，令 dX 表示物体沿 
曳物线运动一个无穷小距离 da 时， X 的无穷小变化•由图 6-18 a 上画出的两个有 
阴影的三角形的相似性，我们有 

— =^ X = Re ~ a/R . (6.30) 
dcr R 
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图 6-18 


半径为 i ? 的伪球面 可以定义为曳物线绕其轴旋转而成的旋转曲面，同时也就可 
以这样把它作出来.值得一提的是,这个曲面早在1693年就由惠更斯研究过了，那 
是在曳物线推动人们接受双曲几何中起了催化作用之前的两个世纪了. 


6.3.2 伪球面的常值负曲率 * 

本小节也是供选读的，我们将在这里对于伪球面确有常值高斯曲率给出一个纯 
几何的 证明. 确切地说，我们将利用高斯曲率 k 作为主曲率之积这个 外在的 定义, 
来证明 半径为 i ? 的伪球面有常值曲率 k = -(1/ i ? 2 ). 以后我们还要给出这个事实的 
纯内蕴的证明，所以，如果跳过下面的论证，也不会有太大的损失. 

令 r 与 F 是半径为 i ? 的伪球面的两个主曲率半径.和对任意旋转曲面 一样， 
由对称性可知[练 习]: 

作为母线的曳物线之曲率半径， 
r = 由曲面到轴的法线线段之长. 


由图 6-19 a 可以看见这两件事.于是决定高斯曲率 

k = -i 

rr 

的问题就化成了平面几何问题，其解可由图 6-19 b 看出. 

由定义，图6-1%中曳物线的切线段（由切点 P 到切线与轴的交点 A ) 有定长 
凡图 6-19 b 在相邻两点 P 与 Q 处画出了两个这样的切线段与 QB ， 其间有 
角 •, 所以相应的法线 PO 与 QO 之间也有同样的角 •. 注意，作垂直于 QR 
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现在来看当 Q 与 P 融合（而 P 认为是不动的）时会发生什么.在极限情况下, 
O 的极限位置是曲率圆的中心， PQ 是曲率圆周上的弧，则是以 P 为中心 、 ii 
为半径的圆弧.所以 


7= OP , 


PQ 

OP 


AC AC 


R 


=•= 


R 




PQ 


下一步我们要求助于定义曳物线的性质 PA = R = QB 来导出，在 Q 与 P 融合时 
[练习] 


BC = PQ . 

最后，利用 Q 与 P 融合时，三角形 ABC 最终与三角形 TAP 相似,而知 


r AC AC _R 
R = BC = PQ = 7 


看啦! 



6.3.3 伪球面上的一个共形映射 

下一步是在伪球面上构造一个共形映射来作一个 地图. 回忆一下，在球面情 
况下，构造这样一个地图有两个好处： （1) 它同时描述了所有曲率 k = +1的曲面; 
(2) 它对运动给出了一个漂亮而又实用的描述，即表示为默比乌斯变换.在当前的 
负曲率曲面上，这两个好处仍可以得到保持；特别是，双曲几何中的（保向）运动又 
是默比乌斯变换！ 

为简单计， 以下我们恒取伪球面的半径为 i ? = 1，所以我们的地图应该表示曲 
率让=-1的伪球面型曲面.图 6-20 a 介绍了伪球面上一个相当自然的坐标系 ( x , a ) 
作为构造共形映射的第一步. 
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/ ^TTXdx 

’ 1 / 


图 6-20 

第一个坐标表示绕伪球面的轴的角度，假设它限于0 < z < 2 jt . 第二个坐标度 
量沿曳物线母线（见图 6-18 a ) 的弧长.于是，曲线 : r = const . 就是曳物线母线[注 
意，它们显然是测地线]，曲线 cr = const . 则是伪球面的圆形截口 [注意，这些曲线 
显然不是测地线].因为这样一个圆周的半径就是图 6-18 a 中的 X 坐标，故由 (6.30) 
有 

过点 ( a :， cr ) 的圆周 a = const 的半径 X 由 X = e - CT 给出. 

我们的地图是把伪球面映到 Or ， y ) 平面上（即图 6-20 b ), 其中，取角; r 为横坐 
标,所以伪球面的曳物母线由垂直直线来表示.伪球面上的点 ( x , a ) 在此地图上将 
由笛卡儿坐标为 ( x , y ) 的点来表示,而我们马上就把这个点想象为复数 2 = + 

如果不要求此映射有任何特别之处，我们可以简单地就取 y = y ^ a ) 为$和 
'的任意函数.但是与此成尖锐对比的是，我们要求此映射为共形的，这就对 y 坐 
标的选择（基本上）没有留下自由的余地.我们试着来弄懂这一点. 

首先，曳物母线 x = const . 正交于圆形截口 cr = const ., 所以它们在共形映射 
下的象也应正交.从而 a = const . 之象必由水平直线 y = const . 表示，由此得知^/ 
仅仅是 a 的函 数 ： y = y { a ). 

其次，在伪球面上考虑圆周 a = am # •(半径为 X )上连接 （: z :, a ) 与 (x + dx ,^) 
的圆弧•由: r 的定义，这段圆弧在圆心张一个角 dx , 所以它们在伪球面上的间隔是 
Xdz (见图 6-20 a ). 在映射后，这两点在地图上高度相同，而间隔为如，这样，在由 
伪球面映到其地图时，这个特定线段收缩了一个因子 X . [我们说是“ 收缩” ，是因 
为用 X 去除，但是因所以实际上是“ 膨胀” .] 然而，既然此映射是共形的, 
由 ( x , a ) 发出的任意方向的无穷小线段都应该乘以相同因子 （1/ X ) = e 「 换言之 

ds = Xds . 




最后，考虑图 6-20 a 中那一串小圆盘最上面的一个黑的.设想它是半径为 
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的无穷小圆盘.它在地图上成为图 6-20 b 的一串小圆盘最上面一个黑的，其半径 
为 （ e / X ), 可以把这个半径更生动地解 释为： 站在伪球轴上观看原来的圆盘（即图 
6-20 a 的圆盘）的视角宽度.现在设想这个黑圆盘不断地沿伪球面的曳物线母线向 
边缘走，每一步都移动一个^图 6-20 a 上画出了这样得到的一串相切的同样大小 
的圆盘.但是当圆盘向下移动时，它就远离伪球面的轴，所以从轴上来看它的视角 
就会减小.所以在地图上，即象平面（图 6-20 b ) 上，这一串圆盘越往下移就越缩小. 
在伪球面或是其地图上，每走 8 步就遇到下一个黑圆盘，但在原来伪球面上两个黑 
圆盘距离都是&，而在地图上，相继的黑圆盘的距离就不再相同了. 

现在我们对此映射的作用有了一些感觉了，相应于伪球面上的点地图 
上的点是 ( x ,?/), 让我们来实际计算2/是 多少. 由以上的考虑（或直接由画出的两 
个三角形为相似)，可以得出 

— = ^-= e° r =>y = e <7 4 - const ” 
dcr X 

这个 const . 标准的选取法是取为 0( 即设伪球面边缘 a = 0 之象为2/ = 1)，故 

y = e ^ = ( l / X ). 

这样，整个伪球面的地图就是图 6-20 b 上位于 y = 1( 伪球边缘）以上的有阴影的区 
域,而与此映射相关的度量是 

dj = d , = Vd ^ Td ^ (6.31) 

y y 

为了以后的应用，还请注意在地图上的以 dx 和办为边的无穷小矩形（图 6- 2 0 b 上 
空白的三角形是其一半）代表伪球面上一个以管和 f 为边的相似无穷小矩形.所 
以，在地图上看起来，它的视面积 dxdy 与伪球面上的真面积 cL 4 之关系是 

dxdy (6.32) 

y 2 


6.3.4 贝尔特拉米的双曲平面 

我们在引言中可能造成了一个印象，即贝尔特拉米成功地把双曲几何解释为伪 
球面的内蕴几何.这其实是不可能的，而且贝尔特拉米也不是这样说的 • 

由高斯、鲍耶和罗巴切夫斯基所发现的抽象的双曲几何应理解为发生 在双曲 
平面上，它就是欧几里德平面，只不过其中的直线应满足双曲线公理 (6.3)： 

给定一直线1/以及 L 外一点 p ， 至少有两条过 p 的直线不与1/相交. 

伪球面的常值负曲率保证了它能忠实地表示这个公理的一切只涉及双曲平面的有 
限区域的推论.这种推论的一个例子就是以下 定理： 三角形的角盈是其面积的负倍 
数,在伪球面上确实是这样的. 

但是，伪球面不能作为整个双曲平面的模型，因为它在两个问题上令人无法接 
受地背离了欧几里德 平面： 
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2/=2 


角度 =d ?1 


y=i 


擎1/2 
2 /= 1/4 




伪球边缘 


• 伪球面更接近于柱面而非 平面. 例如平面上的闭环恒可缩为一点，而伪球面 
上包围轴的闭环则不行. 

• 在双曲平面上，和在欧几里德平面上一样，直线段在两个方向上均可无限延 
长.我们已经看到，伪球面的曳物母线明显是测地线，所以我们可能愿意把 
它们解释为双曲直线.但是这样一条曳物线虽然可以沿伪球面无限制地向上 
延伸，而在另一方向上，当它碰到边缘时就必须停下来. 

贝尔特拉米指出，第一个问题可以如下解决.设想用一个可以拉伸的薄膜包 
住伪球面.要想得到图 6-20 b 的映射象，把这个薄膜沿曳物线剪开，并且解开来放 
在有阴影的区域上.当然要把薄膜拉一拉才能弄平，而且成一矩形区域——度量 
(6.31) 告诉我们，在各个部分应作多么大的拉伸.但是现在请你设想，这时塑料薄 
膜把伪球面缠着包了无穷多次' 就好像一卷长为无限的保鲜膜一样.把这张无穷 
长的薄膜松开（一边放松一边拉伸）就可以把 y = 1以上的区域盖满.按照这个解 
释，若一质点在地图上沿水平直线运动，就相应于一个质点（原象）在伪球面上绕圆 
周 a = const . 旋转，在地图上每走 2 jc , 就相应于在伪球面上转了一周. 

我们现在再来解释怎样用这个共形映射解决第二个问题一即伪球面边缘问 
题.从外在几何的角度看，这个边缘是一个不可逾越的 障碍： 我们不能把伪球面光 
滑地拓展过这个边缘而仍然保持常曲率.然而我们关注的只是伪球面的内蕴几何, 
而我们已经看到，如果我们用 ds = ^ - 来量度距离，则伪球面（不含边缘）与图 6-21 
中的区域 y 〉1是完全一样的. 


q 无穷远的天际 线：: 

图 6-21 

假想你是生活在图 6 _ 2 1上的小小的 2 维生物，沿着垂直直线 z 向下 

走和在伪球面上沿一条曳物线向下走是一回事.当然,在伪球面上走到边缘 （a = 0) 
上的某个 f 点处就要突然停步，0在地图上相应于直线^/二1上的某点 p . 但是 
在地图上，这个 p 点与其他点没有什么不同，绝无任何障碍不让你走下去，一直到 
= 0上的某点 g 为止. 


① Stillwell " 6 ] 指出，这可能是现在拓扑学家所说的“万有复盖”在数学中第一次亮相. 


-1— T l- -ogv :… 

«lw 租穿 
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为什么到了 g 就一定要停？答案是，你根本走不了那么远^离 P 有无穷远！假 
设你就是图 6-21 上那个位于直线2/ = 2上的小圆盘，我站在你的双曲世界之外，看 
着你以一个恒定不变的步伐向2/ = ◦ 走去.当然,在你的双曲世界里，你的双曲身裁 
是不变的，但是在我看来你却在越缩越小.在我们画出的欧几里德解释即图 6-21 [练 
习]里，这一点就表现得特别生动，你的双曲身裁正是角心=^: 

中心位于 (x + iy ) 处的无穷小圆盘的双曲直径就是此圆盘在实 

轴上 x 处所张的角. (6.33) 

这样你的表观上的大小，即我所看到的你的大小，一定得缩，这才能始终张同样的 
角，虽然在你看来，你的双曲步伐每步都一样长，但在我看来,你的步子却越来越小， 
在我看来你是越走越慢. 

举例来说，设你是以恒定的速率 ln 2 在走.按我们的解释，将^积分求出所 
需时间[练习],你在1个单位时间后会走到 y = 1,2个单位时间后走到2/ = I 3个 
单位时间后到达 y = l 等等，每一个单位时间只能使你走完到 y = 0的距离的一 

半，所以永远也到不了.[这个现象称为“芝诺的报复”再适当不 过了严 

我们现在有了 双曲平 面的一个具体模型，即图 6-21 上有阴影的整个半平面2/〉 
0,其上规定了度量 dS = #. 实轴上的点离普通的点为无穷远，而（严格说来）并不 
考虑为双曲平面的一部分.这些点称为 理想点或无穷远点. 由无穷远点构成的整个 
直线 = 0将称为 天际线 ® 

用这一幅地图来研究双曲几何就好比用球极射影地图来研究球面几何，哪怕真 
的球面根本没有看见.这并不如人们想象的那么糟.归根结底，人类用天体测量对 
地球表面早已有了很好的理解，这比人类冲进太空俯视大地看见它真正是一个球, 
要早了好多世纪！ 

然而，有一个像地球仪那样的东西总比仅有一张世界地图更好.因伪球面只能 
模拟双曲平面的一部分，那么有没有别的曲面与整个双曲平面等距呢？令人伤感的 
是,希尔伯特在 Hilbert [1901] 中就证明了，每一个伪球面型的曲面都一定有边缘而 
不可能光滑地拓展过它且又同时保持常值负曲率.所以，具有度量 (6.31) 的上半平 
面就是双曲平面的我们可以得到的好的描述了. 


然而，正如一张世界地图可以用不同的投影法来表示地球表面一样，我们也可 
以用不同类型的映射来表示双曲平面.我们刚才得到的地图称 为庞加莱上半平面， 
但是还有一个称为 庞加莱圆盘， 再有一个称为 克莱因圆盘. 前两个模型是庞加莱在 
1882年得到的，第三个则是克莱因在1871年得到的. 

我们不能对这些模型的名称一声不作.任何一个对数学史稍有兴趣的人都知 


① 不过按国人熟悉的程度，应该说是“辩者的报 复”： “一步之遥，日行其半，万世不竭——译者注 

② 原因很快就清楚了，另一个名字是无穷远圆. 
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道，各种数学思想（时常?）会张冠李戴，找错了主.事 实上' 这三个模型都是贝尔 
特拉米发现的！ 我们会看到，贝尔特拉米是以一种漂亮的统一的方式从第四个模型 
中得出它们来的，这个模型是画在一个半球面上的地图.感到迷惑了吗？好，半球 
面模型还是贝尔特拉米的！ 

6.3.5 双曲直线和反射 

在继续往前走之前，我们先要指明我们要到哪里去，于是我们集中注意于保向 
运动.在欧氏几何中，每个保向运动都是对两条直线的反射的复合.我们已经看到， 
对于球面几何这也是真的，而我们马上就来证明，它在双曲几何中仍然为真.因为 
两条欧氏直线或相交或平行，所以恰好有两类保向的欧氏 运动： 旋转与平移.在球 
面上则没有平行线，这蕴含了其上的保向运动只能是旋转.相反地，在双曲平面上 
有过多的平行线，给出了一种比欧氏几何更丰 富的几 何学，其中的保向运动既有旋 
转和平移，还有在欧氏几何中没有对应物的 第三类 运动. 

为了防止混淆，我们用加一个字头 h 来表示双曲概念而与它们在地图中的欧 
氏描述相区别.例如 h 直线就表示一条双曲直线（即测地线)，而“ 直线” 则是指地 
图中的通常的 直线. 我们也定义，勿}为 A 和 Z 2 之间的 (^ ds = f 来量度 
的 ) h 距离.例如，若 dz 是一个无穷小，则 

H{z -\-dz , z } = -1^-. 

Imz 

最后，我们 定义： 以 c 为 h 中心、 p 为 h 半径的 h 圆周就是适合 W { z ， c } = p 的 
点之轨迹. 

因为伪球面上的曳物母线很清楚是测地线，地图上的垂直直线也就应该是测地 
线，就是说,它们是 h 直线的例子.图 6-22 a 将通过证明 

两个垂直分隔的点之间的 （唯一） 最短路径是连接它们的垂直直线段 L . (6.34) 

现在来直接验证这件事, (6.34) 的证明如下，把 L 与任意另一条路径 M 作比较.令 
dsi 为 L 上高度为2/的一点处的无穷小线段， ds 2 是在 M 上由过 d Sl 的两端的水 
平直线截出的元素.因为 

d . i = d £i< d^ =d ^ 
y y 

所以1的总双曲 h 长度小于 m 的总双曲长度.证毕.由此我们还可导出 


, (x + m )} = I ln ( y 1 / y 2 )\ . (6.35) 

①见 Milnor [1982], Stillwell [1996] 中有贝尔特拉米的原著 Beltrami [1868，1868，]的译文. 
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通过伪球面上一点我们显然有指向各个方向的测地线而不只有曳物母线，那么 
这些多出来的 h 直线在地图上是什么样子呢？答案十分美丽而又出人 意料： 

每条 h 直线或者是垂直于天际线的半直线，或者是垂直于天际 
线的半圆周. ( 6 - 36 ) 


天际: 


在证明之前，重要的是认识到下面的事情：如果你是双曲平面上的居民，你就 
完全无法区别半圆 h 直线与垂直的 h 直线： 每一条都和另一条完全相同，只是在 
我们地球人的地图上，它们看起来才不一样.那么，半圆周 h 直线在天际线上有两 
个端点，而垂直 h 直线在天际线上只有一个端点，这件事又该怎么说呢？答案在于， 
在实轴上还要加上一个无穷远点，所有垂直 h 直线都会在那里相遇.按照 （6.31) 式， 
当我们沿两条相邻的垂直的 h 直线向上走时，这两条垂直 h 直线之间的 h 距离将 
如 ( l / y ) 那样消逝 ，这两条 h 直线都将收敛到无穷 远处； 这件事在伪球面上就表现 
得栩栩如生.最后还要提到，甚至就地球人的地图而言，每一条垂直 h 直线也可以 
看成是一个半圆周 h 直线当允许半径趋向无穷大时的特例. 

为了证明 （6.36)， 先来证明一个同样美丽的事实，此事对整个下文都是基 本的： 
对正交于天际线的半圆周的反演是双曲平面上的反向运动. (6.37) 

为了理解此事为何为真，考虑图 6-22 b 中的反演 z ^z = I K ( z ) . 我们要证明对由 
z 发出的任意无穷小线段 cb ， I K ( z ) 不会改变其 h 长度心.然而由于双曲平面的模 
型是共形的，只要对于可以任意选定方向的一个 ds 来证明此事即可.我们选 cb 垂 
直于 K 的半径^(如图)，反演的反共形性蕴含了像 d ? 仍垂直于此半径.这样，利 
用图上画出的相似三角形可知[练习] 


证毕. 

为了证明 （6.36)， 请看图 6-23 a . 首先由图可知两点 a 与 6 [只要 Re ⑷# Re (6)] 
恒可用唯一的垂直于实轴的半圆弧 L 连接 起来： 要想作出此弧的圆心 c ， 只要画出 
ab 的垂直平分线即可.如图所示，令 g 为此半圆弧的一端.现在我们可以证明 L 是 
连接 a 到6的最短（即 h 长度为最小）的路径. 
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我们用反演^ ^ = I K ( Z ) 来证明它，这里 K 是任意的以 g 为中心的圆周. 

这个反演把 L 变为垂直线段 Z ，(6.37) 告诉我们， Z 与 i ： 有相同的 h 长度.更一般 
地说，由 a 到 6 的任意路径 M 必与其反演 W = T K ( M )( M 是由5到6的路径）有 
相同的 h 长度.这样，若 L 不是由 a 到6的最短路径，则 Z 也不是由3到 I 的最 
短路径,这与 （6.34) 矛盾.证毕. 

附带提一下，这种构造方法使我们（从原则上说）能够计算出双曲平面上两点 
的 h 距离，根据 (6.35) 这个距离是 


我们以后还能导出一个更明白的公式. 

垂直于实轴的半圆周是一 h 直线这件事，强有力地向我们建议， （6.37) 可以重 
新解释 如下： 

对正交于天际线的半圆周仄的反演就是对双曲平面上的 h 直 
线尺的反射 (6.38) 


用符号来写就是 ^ k ( z ) = l K ( z ) . 在证明这一点之前，先要弄清，所谓反射是什么 
意思.正如我们在欧氏或球面几何中所采用的作法一样，在构造 I ⑷时，先作一 
个过;2；而且垂直于 K 的直线设 P 与 K 的交点为 m ， 则 ^ K { z ) 就是在 P 上的 
这样一点，它到 m 的 h 距离与2到 m 的 h 距离相同. 

为证 (6.38), 请看图 6-23 b , %± I = l K ( z ). 首先要注意，每一个过 z 与？的 
圆周都自动地垂直于特别是，过 z 与？的 h 直线也一定垂直于因此就是 
我们在上一段要找的 “ P ”. 最后还请回忆起，：匕把 P 映为其自身而且把线段 
与 对换. 这样，由于是一个运动，这两个 h 直线段有相等的 h 长度,这就是 
我们想要证明的. 

反过来，设已知任意两点 z 与 J ， 可以作其垂直 h 平分线 K ， 这样就会将 
z 与？ 对换. 还请注意 z 及其反射 m K ( z ) 离 K 上任一点&的 h 距离都相同，这 
和欧氏几何及球面几何的情况一样.这是很容易证 明的： 因为 h 是一个运动，而 
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k = x K {k) = k , 故知 n{z, k} = n{z,k^ = n{z, k}. 

现在变得很清楚了，双曲几何和欧氏几何有许多共同之处.然而我们既已知道 
h 直线是什么样子，图 6-24 就表明双曲几何确实是非欧几里 德的： 经过 P 点有无 
穷多条 h 直线[图上凡用虚线画的都是]都不与图上的 h 直线 L 相遇.这些 h 直线 
就称为是超平行于 L . 



恰好有两条 h 直线把超平行于 L 的以及与 L 相交的 h 直线分离开,这两条 h 
直线在双曲平面之内不能与 L 相遇而在天际线上才与 L 相遇.这两条 h 直线就称 
为 “渐近于” 或者说是过 p 对 L 的 渐近线 ® 

和在欧氏几何中一样，图 6-24 清楚地显示 出来： 恰有一条 h 直线 M 过 p 点 
且与1的交角为直角（交点即 g 点).事实上[练习]， M 可以作为唯一一条过 p 和 
KiCp ) 的 h 直线而构作出来 . M 的存在，使得 p 与直线 L 的距离可以按通常的方 
式定义，即 M 的线段 W 的 h 长度. 

因为 M 和 L 正交，故必映 L 为其自身，但把 I 在天际线上的两个 
端点对换.由此可知況 m 也把两条渐近于 L 的 h 直线（渐近直线）互相对换，而且 
M 平分两渐近线在 p 点之角 . m 与任一渐近线之角称为平行角，通常记作 n . 当 
把直线 M 绕 P 旋转时， M 与 L 之交点就移向无穷远处，而 n 就告诉你， M 要转 
多么大才完全离开 L . 

最后，图 6-25 只是用来说明与图 6-24 同样的概念与名词的，但这里 h 直线 i 
不是用半圆周而是用垂直半直线来表示的. 

6.3.6 鲍耶一罗巴切夫斯基公式 * 

这一小节很短，也是选读的，它很美妙地说明怎样用前面的思想来解决一个很 
有意义的具体 问题： 求平行角 n . 

在欧氏几何中，两条渐近线的类比就是过 p 的唯一平行于 l 的直线，而且因为 
此直线与 m 垂直， n 的类似物就是直角.另一方面,在双曲几何中，很清楚 n 总是 


①另一个常用的名词是平行. 
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锐角，而且随着 p 到 L 之 h 距离 D 三 W {p , g } 之增加，其值下降.更准确地说，鲍 
耶与罗巴切夫斯基都证明了 



图 6-25 


tan ( II /2) = e — D ， 

他们还由此得到了许多其他结果.我们现在对这个所谓的鲍 耶-罗巴切夫斯基公式 
给出一个简单的几何证明 . Greenberg [1993, 391页]中说它“是全部数学中最值得 
注意的公式之 一，” 然而对于本书它只有附带的意义. 

首先注意，证明这个公式，图 6-25 就已够用了，而不必使用图 6-24. 这是因为, 
只要对以 L 之一个端点为中心的任意半圆周作反演（即双曲反射）就可以把图 6-24 
变为图 6-25. 

图 6-26 中把图 6-25 的要点都画出来了.为了求弧列的 h 长度可作 h 反 
射 z ^ 5 RcW , 这里 C 是图上画的以 M 的端点 c 为中心而且经过 g 点的半圆 
周.这就把弧列变为图上的垂直直线段初.由 （6.35), 只需求出 q 与罗 的纵坐标 
之比，也就是要找出欧氏距离 [ gm ] 与之比. 



图 6-26 


由于半径 pm 正交于圆周 M , 所以角 pmc 等于 II [练习].由此可知角 c 歹 m = 
(n/2), 如图所示[练习].这样 
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D = 




= | lntan ( II /2)| = — lntan ( II /2), 


最后一步改变符号的由来是：因为 II 是锐角，所以 tan ( n /2) < 1. 这样 tan ( n /2) = 
e - D , 是所求证. 


6.3.7 保向运动的三种类型 


我们已经指出，“庞加莱上半平面”是贝尔特拉米首先发现的.使庞加莱应该 
获得名声（肯定是极高的名声!）的，是在于他看到了双曲几何与复分析有密切的联 
系.这种联系的基石就是这样的 事实： 双曲平面上的（保向）运动是默比乌斯变换. 
我们先来概述一下这是怎么一回事. 

若 Za 和 L 2 是两条 h 直线，则关于它们的 h 反射的复合 


M. = 3?l 2 ° ^Li 


将是双曲平面上的保向运动.因为在地图上每一个 h 反射都可用对于一个圆周的 
反演来表示，我们立即导出，每一个形如的保向运动都可用一个（非斜驶的）默 
比乌斯变换 M ( z ) 来表示.下一步我们将要 证明： 每一个保向运动都具有的形 
状，实际上我们甚至还会给出把一个任意的保向运动分解为两个 h 反射的显式的 
几何作法.设这一点已经确立，我们看到，每一个保向运动都由一个（非斜驶的）默 
比乌斯变换来表示. 

反过来说，设 M ( z ) 是一个任意的映上半平面到其自身的默比乌斯变换.则 
M ( z ) 也必映实轴（即天际线）为其自身.但是斜驶型默比乌斯变换不会以天际线 
为其不变 曲线： 它的不变曲线形状很奇怪，可见 3.7.2 节的图 3-32. 因此这种映上 
半平面为其自身的 M ( z ) 不会是斜驶型的，而由 3.8.5 节的 (3.48) 可知 M ( z ) 是对 
于两个正交于实轴的圆周的反演的复合.于是映上半平面到其自身的最一般的默比 


乌斯变换之集合与上面讲的 W 类型的保向双曲运动的集合相等. 

要找出这一类默比乌斯变换的代数形式的方法之一,是应用 3.2.1 节中的 (3.4) 
式： 对于以实轴上的 g 点为中心、况为半径的圆周 K 的反演是 


Ik(z) 


qz + { R 2 - q 2 ) 


Q 


把两个这样的函数复合起来，我们就知道 W 类型的运动相应于下面的默比乌斯变 


换[练 习]: ,, 

M ( z ) = — —— a , 6, c，d 为实数 ， （ad —6 c )〉0. (6.39) 

cz -\- a 

回想一下，在第 3 章的习题 25 中已经证明过，这就是最一般的映上半平面为其自 
身的默比乌斯变换.这样我们的结果与前一段之末的结论完全一致. 

概述到此为止--现在我们要来详细地看一下保向运动 人1 由图 6-24 和图 6- 


25知道,对于 h 直线心与 L 2 的构形恰好有三种可能性,相应于 此，* M 三 SR L 2 oK Ll 
必属于以下三种本质不同的类型 之一： 
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⑴若这两条 h 直线相交， M 就称为双曲旋转. 

( ii ) 若这两条 h 直线是渐近的， 人1 就是一种新类型的运动（而只有双曲几何才 
会有)，称为极限旋转. 

( iii ) 若这两条 h 直线 是超平行的， 人1 就称 为双曲平移. 

我们在第3章中的全部辛苦劳作，现在有了收获了，因为这三种类型的运动正 
是三种不同类型的非斜驶默比乌斯 变换： （ i)h 旋转是“椭圆型”的； （ ii ) 极限旋转是 
“抛物型 ”的； ( iii)h 平移是“双曲型” 的' 这里，如果再读一下第 3 章末关于这些 
默比乌斯变换的讨论，必定大有助益. 

我们已经懂得了这些默比乌斯变换，所以余下要做的事就 只有： 透过双曲眼镜， 
重新审视它们.就是说，假想你属 于庞加莱族这 个物种 就是属于那种小小的， 

生活在双曲平面上的有智慧的2维生物.对于你和你的宠加莱族同胞， h 直 线真正 
是 直线，实轴 真正是 位于无穷遥远之处，以及诸如此类的事.如果对你的世界实行 
上述的运动，你会看见什么呢？ 



图 6-27 


我们先从 h 旋转开始.图 6-27 上画的是一个椭圆默比乌斯变换 我们称 

之为 nt - 它是这样产 生的： 所有的 h 直线都交于 a 点，而由 h 到 L 2 的角为 
(0/2). [此图是就0 = ( n /3) 画的 .] 于是杞有两个不 动点： a 与％与 a 相关的乘 
子为 m = e ， 在第3章里已经说过，图中每个有阴影的“矩形”都被句按箭头所 
指的方向映到下一个有阴影的“矩形”一有的矩形画成黑的是为了强调这一点. 

现在考虑一下，在你和你的庞加莱族同胞看来,这是怎么回事.举例来说,你看 
到的各个黑色矩形形状和大小都一样.为了更好地理解尺纟，我们首先注意到，它对 
a 的无穷小邻域的效果（用地图的语言来说）正是绕 a 点的欧氏旋转,转角为0.但 
因这个地图是共形的，这意味着,站在 a 点的庞加莱族生物也看到紧接着他的邻域 
经历了旋转一个角 0. 

然而，更加引人注目的是， a 点处的庞加莱族生物会发现 整个双 曲平面都经历 


①请勿与双曲几何的“双曲”混淆. 
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了一个完美的旋转私他所作的每一条由 a 发出的 h 直线段 ap 都被映射 = 
nt { z ) 映为另一条 h 长度相同，且与原来的 h 直线段成角4的 h 直线段如果 
庞加莱族生物让4逐渐由0变到 2 jt ， 他就会看见歹画出一个以 a 为中心的 h 圆 
周，而在地图上我们则看见歹奇迹般地画出了一 个欧氏 圆周！这样，图上画的与过 
a 的 h 直线正交的欧氏圆周都是真正的双曲圆周， a 是它们的公共 h 圆心.让我们 
把这个了不起的结果记录下来，中间加了一些不难证明的细节[练 习]: 

每个 h 圆周在地图上都用一个欧氏圆周来表示，其圆心是任意 
两条与它正交的 h 直线之交点.用代数表示，以 a = (:r + iy ) 为 
h 圆心， p 为 h 半径的 h 圆周，就是以 (x H- iy cosh p ) 为 中心， 
y sinh p 为半径的欧氏圆周. 

图 6-28 作为引向极限旋转的垫脚石，在双曲平面上引入了一种新类型的曲线. 
在欧氏几何的眼光看来，就是作一条直线 L , 在其上取一定点 p ， 而 a 则为其上的一 
动点， 令 C 为以 a 为中心而且过 p 的圆周.如果我们让 a 沿 L 趋向无穷远， C 的 
极限形状将是一 条直线 (经过 p 而与 L 垂直).图 6-28a 表明，在双曲平面上我们看 
见的则是另外一种情况.当 a 趋向实轴上的无穷远点4时， （7 的极限形状是一个 
在 A 点与实轴相切的（欧氏）圆周.它既不是通常的 h 圆周，也不是 h 直线； 这是 
一类新的曲线，称为 极限圆 •图 6-28b 则表明，水平的（欧氏）直线也是极限圆.注 
意，若 K 是以 A 为中心的任意圆周，则 h 反射 U K =1 K 把图 6-28a 变为图 6-28b. 
所以宠加莱族生物无法区分这两类极限圆. 



图 6-28 


现在考虑图 6-29, 它画的是对于在 4 点互相渐近的两条 h 直线 h 和 L 2 作 
h 反射所产生的默比乌斯变换.参看图 6-27 和图 6-28, 现在就懂得了为什么称它为 
极限 旋转： 它可以看作是 h 旋转 Tit 当 a 趋向天际线上一点 A 时的极限.请注意 
这个图上一些有趣的 地方： 不变曲线是在4点相切的极 限圆； 每个这样的极限圆 
都正交于以 A 为端点任一 h 直线； 每两个这样的极限圆均在每条以 A 为端点的 h 
直线上截出相同的 h 长度. 

用地图上的语言来说，当渐近的 h 直线 A 和 L 2 是由垂直的（其相隔的欧 
氏距离设为 ( a /2)) 欧氏直线来表示时，就会得到最简单的极限旋转.这时， X 三 
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3? L2 0 ? R Ll 在地图上是关于平行直线的两个欧氏反射的复合. 这样人 1就是上半平 
面的欧氏平移 z ^ (z + a ), 不变曲线是水平直线,也就是图 6-28 b 上的那种极限圆. 
不过这个欧氏平 移不是 h 平移.只要看一看 >1 在伪球面上的效果就清楚了，在伪 
球面上它是伪球面绕轴旋转 a . 



图 6-29 


图 6-30 画出了第三种也就是最后一种 运动： h 平移（双曲型默比乌斯变换)，它 
是由对两个超平行的 h 直线的反射生成的.首先要注意，能够同时正交于 h 和 L 2 
的 h 直线只有一条.与欧氏平移不同，这个 h 直线是唯一的被映为自身的 h 直线， 
称为 h 平移的轴.尽管有这一点差别， “ h 平移”这个名词还是恰当的，因为 h 直线 
L 上每一点都被沿着 L 移动了相同距离（记为 5). 如果在 L 上再赋以一个方向，则 
可以无歧义地记此 h 平移为了1. 



图 6-30 


在欧氏几何中，平移的不变曲线是平移方向的平行线.然而图 6-30 表明 ，丁 1 
的不变曲线并非 h 直线，而是连接 L 两端 61 和 e 2 的欧氏圆弧.它们称为 L 的等 
距曲线， 因为在这样一条欧氏圆弧上，每一点距 h 直线 L 都有相同的 h 距离.请自 
行弄清这一点. 

用地图来解释，当超平行 h 直线 h 和 L 2 用同心欧氏半圆周来表示时会生成 
最简单的 h 平移.为方便计，设圆心为原点.这里,两个 h 反射（即反演）给出一个 
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中心伸缩^ h fcz ， 其中 fc 是一个实数伸缩因子.这个 h 平移的轴是过原点的垂 
直直线 （2/ 轴)，而其他的经过原点的（欧氏）直线都是等距曲线（参看图 6-20 和图 
6-21). 注意，在地图上这个欧氏伸缩是一个相似变换，而在双曲平面上则不是相似 
变换 在双曲平面上根本就没有相似变换. 

现在我们已完成了对于这三类保向运动的概述，重要的是要注意，它们不仅在 
地图上看来效果很不相同，而且用内蕴的双曲几何来说，它们又各有独特的指纹. 
换句话说， 庞加莱生物能够区分这些运动. 例如，在三类之中只有 h 旋转有不变的 
h 圆周，只有 h 平移有一条不变 h 直线. 

6.3.8 把任意保向运动分解为两个反射 

我们现在要证明双曲平面上的保向运动仅有 h 旋转、极限旋转与 h 平移.即是 
说任一个保向运动 W 可写为两个 h 反射的 复合： A 4 三況 L 2 。於 Ll . 

证明的第一步是一个熟知的 引理： 任意双曲运动(不一定是保向的)可由它 
对三个非共线点上的效果而唯一确定.和 在欧氏几何中一样，要证明这一点只需证 
明点 P 的位置可以由它到任意3个非共线点 a ，6， c 的 h 距离唯一决定.看一看 
图 6-31 a , 其中我们（为简单计）已设过 a , 6的 h 直线 L 由地图上的垂直直线表 
示.分别作以 a , ?>， c 为中心而且经过 p 点的 h 圆周.因为由假设 c 不在 L 上，我 
们看到 P 就是这三个圆周 的唯一 交点.证毕. 



现在设已有一个运动将 a ，6两点分别送到图 6-31 b 中的 Y 点和1/点.由以 
上所述，只要知道任一个不在过 a 和6的 h 直线 L 上的 p 点的象，这个运动就唯 
一地决定了.现在以 Y 和?/为 h 圆心，， p } 和为 h 半径作两个 h 
圆周如图 6-31 b , 我们知道只有它们的两个交点 〆 与歹才可能是 p 的象此外，因 
为过 Y 和 6' 的 h 直线1/ 一定与以这两点为中心的 h 圆周正交，我们知道 〆 与 P 
关于//对称，即 p = l Lf ( p f ) = 於 这样我们证 明了: 


恰好有一个保向运动(以及恰好一个反向运动乂 f ) 把一已知 
的 h 直线段 M 映为另一已知的具有同样 h 长度的 h 直线段 (6.40) 
a r b f . 此外 ，义= (3 ? L /o M ), V 是过 Y 和的 h 直线. 
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我们将要给出把任一保向运动 X 分解为两个 h 反射的显式的几何作法.首 
先注意，由（6. 4 0) 得知* M 可由它在任意两点上的效果所决定， 不论这两点多么接 
近.虽然这并不是本质的，但若令这两点间隔为无穷小，下面的作法就特别清楚了. 

所以，我们取这两点为 z 和 (z + dz ), 它们在下的象则为 it ; = W ⑷和 
w + ch /; = « M(z + dz ) •图6-3 2 是为了说明这里的思想.我们的工作是要找出两个 h 
反射使得同时能把 z 变为变为 dw . [附带说一下，因为 X 必为共形的，它就 
可以看成一个解析函数，而有 chx ; = M \ z ) dz .] 

先用一个 h 平移疗把 z 映到切，其中5 = ，扣}, L 是由2到切的唯一 

h 直线.因为： T / 是共形的，它必保持长度与角度,所以 它把心 映为一个 h 长度与 
心相同的无穷小向量必，而且 d ? 与 L 的角度等于 dz 与 L 的角度.令 d ? 到 cku 
的角度为0，再作一次 h 旋转，则 w 位置未动，而 dJ 转成了 dw 这样两次运 
动的总效果就是既把 z 变成 m 又把心变为 d % 所以它就是我们需要的 X : 

M = n e w oT [. 

其实这里已把分解为 4 个 h 反射，因为了/与各可分解为两个 h 反 
射. 然而，图 6 _ 32 表明，我们总能安排得使4个 h 反射中有两个互相抵消.令 m 
为 h 直线段的 h 中点，作两条 h 直线4和 B 分别过 m 与 w 而且都与 I 正 
交.这样,了/ =(仏。〜).如果过切再作一条 h 直线 C 使它与 B 成角 （0/2), 则 
K = (^ co 5 R s ). 这样我们就会得到开始时想要证 明的： 每个保向运动 At 可以分 
解为两个 h 反射： 

M. = (3?c o Kjg) o o o . 



在我们画出的例子中， A 和 C 这两条 h 直线恰好交于一点 a , 设交角为（0/2)， 
则上面求出的恰好是一个 h 旋转： M = Ut . 然而也很清楚，这样的做法也很 
容易给出渐近的或超平行的4与 C ， 这时就会是极限旋转或 h 平移. 

总结我们已经证明的，并且回忆（6.39)， 即有： 
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双曲平面上的每个保向运动都是两个 h 反射的复合，因此是 h 
旋转，或极限旋转，或 h 平移.在庞加莱上半平面中，所有这些 
运动都可以用以下形状的默比乌斯变换表示： 

= 其中 ( X , 6, C ,d 为实数，且 ( ad - bc )>0. 

cz -\- a 

最后，再回到图 6-32, 并且借助于 (6.40), 即知唯一地同时映 z 和 dz 为出和 
dw 的反向运动义必由三个 h 反射 给出： 

M. = ° ° - 

这里 V 就是图上画的经过 w 与… + dw ) 的 h 直线，也就是按 dw 方向经 过加的 
h 直线.然而这个分解并没有给出乂？的最简单的几何解释；习题 24 中就有这种几 
何解释以及描述一般反向运动的公式. 

6.3.9 双曲二角形的角盈 

在双曲平面上用 h 直线段把三个点连接起来就给出一 个双曲三角形 (这就是其 
定义).我们的目标是要证明，这样一个双曲三角形 T 的角盈 £：( T ) 是 

S { T ) = (- IM ( T ) • (6.41) 

我们在引言中已经指出，这个式子表明 T 的内角和恒小于 Ji , 而最大的 r 的面积 
也不会超过 Jt (当然还有其他的事).参照微分几何中的结果（即前面的 （6.6) 式)，我 
们还看见，这个公式的证明过程,还能对双曲平面具有常值负曲率 k = - l 这一事 
实给出一 个内蕴 的证明 ® 

我们还曾指出，惠更斯早在1693年就研究过伪球面，在我们熟悉了双曲面积 
以后，现在就可以证实他的一个惊人 结果： 伪球面具有有限面积•图 6-20 表明，伪 
球面可以用上半平面中的有阴影的区域 {0^ x <2 n , y ^ l } 来表示， (6.32) 式则表 
示,这个欧氏面积为无穷大的区域，其双曲面积其实是有 限的： 

4( 伪球面 )= f f cU = 广「雙 = 广 cb 厂与 = 2n, 

J J Jx=0 Jy=l y Jx=0 Jy=l V 

而惠更斯已经发现了它. 

图 6-33 a 上画了一个伪球面上的三角形（空白三角 形). 如果它的最上面的顶 
点沿伪球面无限地向上运动，则在此顶点处的角趋向零，相交于这个顶点的两边趋 
向渐近的直线，即伪球面的两条曳物母线，它们相交于无穷远点.这样一个两边为 
渐近的极限三角形称为 渐近三角形. 为了对通常的三角形证明（6. 4 1)式，我们先对 
渐近三角形来证明此式.图 6-33 b 在上半平面画出了这样一个三角形，两个曳物母 


①请回忆一下，我们前面曾用伪球面给出了一个外在的证明. 
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线的边变成了垂直半射线.由惠更斯的结果， T 很清楚具有有限面积 A ( T ), 因为渐 
进的边交角为零，我们想要证明的结果就是 A ( T ) = { n - a -(3). 



为了简化这个结果的导出，图 6-33 b 假设了： T 的有限边是一段单位圆弧.这并 
不导致丧失一般性，因为一个以 x = X 为中心、 r 为半径的圆弧，只要先作极限旋 
转（前面说了，它在复平面上就是 ( z - X )), 再继以一个 h 平移（在复平面上 
就是 z ^ ( z / r )), 就可以变成单位圆弧.由图 6-33 b , 我们现在就可导出 


聲) 


•cos/3 


'x=cos(jc— a) 


°° dy 

y—s/X—x 2 


dx 


cos (3 


dx 


: cos(jc— a) — 


令 z = cos (9, 就给出所求证的结果 


A(T) 



- sin 6 
sin 6 


d6 


71 — a 



图 6-3 4 的左图是一个一般三角形（空白三角形)，设其面积为乂对它的一个 
顶点（现在是 a ) 作一个适当的 h 旋转 n e a , 就可以把它的一边（现在是由 a 到顶角 
为7的顶点的边）变到垂直位置,如图 6-34 右图所示.这就很清楚了，面积 j 是两 
个渐近三角形面积 之差： 其一具有顶角 a 和(/3 + 0)；另一个（深色阴影）具有顶角 
(：r - r ) 和最后再应用上面关于渐近三角形的结果，即得 （6.41) 式： 



图 6-34 
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A = [jt - a — (^ + 0)] — [jt - (jr - 7 ) — 0] 

= jt — a — /3 — 7 
=— S. 


6.3.10 庞加莱圆盘 

贝尔特拉米除了上述半平面模型外，还在 Beltrami [1868 , ] 中构造了双曲平面 
的另一个极有用的共形地图，这一次是作在单位圆盘内 . 14 年后，庞加莱重新发现 
了这个地图，所以现在普遍地（然而张冠李戴地） 把 它叫做 庞加莱圆盘. 

图 6-35 a 画出了这个构造过程的第一步，即用反演 


z z = Ik (z) 

映整个上半平面到单位圆盘内， K 就是图上画的以为中心并经过士 1的圆周. 
为了使这个圆盘能代表双曲平面， f 的度量必须是从+半平面继承而来的.这就是 
说我们必须定义圆盘内两点3和1的 h 间隔 W 即为它们在上半平面中的 

原象 a 和6的 h 间隔 H { a , b }. 注意，这就意味着[练习]圆盘中的 h 直线应定 
义 ® 为上半平面中的 h 直线之象. 



在往下读之前请先仔细考虑图 6-35 a , 直到把以下细节都弄清楚 为止： （ i ) 士 1 为 
不动点， i 被映到 0; ( ii ) 上半平面的整个有阴影的区域被映为有阴影的下半单位圆 
盘； （ iii ) 上半平面的其余部分 （即空 白的上半单位圆盘）被映为其 自身； （ iv ) 圆盘内 
的 h 直线是上半平面的 h 直线之象，它们是与单位圆周正交的 圆弧； （ v ) 双曲平面 
的整个天际线用单位圆周代表，上半平面的垂直 h 直线在无穷远处的公共点现在 
用 - i 表不. 

至此我们已经得到了双曲平面在单位圆盘内的地图.然而，因为: Ik ⑷是反共 
形的，所以这个地图也是反共 形的： 上半平面中的角现在用圆盘内相等但是 反号的 
角来表示.如果我们再作把圆盘对实轴反射为其自身，则角的符号将再反转 
一次,我们就得到了共形的庞加莱圆盘. 

① “应定义为”这几个字是译者加的，似乎有助于读者理解.事实上后文讲到了这一点.——译者注 
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这样，从庞加莱半平面到庞加莱圆盘的净变换就是 z h 1 K ( Z ) 和 z b 芝的复 
合，这就是一个默比乌斯变换，设记之为 D ( z ). 因为 D ( z ) 把 i 映到0而把- i 映 
到 oo , 很显然 D{z) 应该与成比例.最后再回忆一下，默比乌斯变换 
应由其在三个点上的效果决定，再注意到土 1是不动点，我们就得到了 [练习] 

= ( 6 . 42 ) 

用另一种办法，即用3. 2 .1节的反射公式 （3.4) 硬算，也会得到这个结果[练习]. 

因为 D(z) 保持角度和圆周，很容易把双曲平面上的基本的曲线类型从庞加莱 
上半平面转移到庞加莱圆盘上来图 6 . 3 5 b 表明，庞加莱圆盘中的 h 直线现在用正 
交于单位圆周的圆弧（诸如 L , A ， [/) 来表示,其中也包括单位圆盘的直径例如 J . 
附带说一下，因为天际线现在是用单位圆周来表示，所以你就可以理解，为什么天 
际线也叫做 无穷远圆周. 

关于 h 直线的一些术语仍与以前 一样： I 与 L 相交, A 渐近于 L ， U 与 L 超平 
行，而连接 L 的两个端点的欧几里德圆弧五则是 L 的等距曲线.很容易看到，严 
格 位于单位圆盘内的欧氏圆周 C 表示一个 h 圆周，但是其 h 圆心与其欧氏圆心并 
不 重合. 最后，图 6- 2 8 a 与图 6-28 b 中的极限圆在庞加莱圆盘内是由丑那样的切于 
单位圆周的圆周来表示的. 

我们现在来求庞加莱圆盘中的度量.习题19说明怎样把它硬算出来，但是下 
面的几何方法 ® 更有启发性，也更省力得多.首先，图 6-36 a 使我们想起了前面得到 
的 (6.33)： 若 d S 是由 z 发出的水平直线元素，它具有无穷小欧几里德长度，则 L 与 
E 之角就是其双曲长度⑹= [ds/Im(z)}. 

注意，若用纯粹的双曲几何的语言来说， L 就是正交于“的 h 直线， 而五是 
L 的一条等距曲线，若作 h 旋转7^,则 L 变成了另一条 h 直线 V ， E 变成了 P 
的一条等距曲线 F ， 而 L ' 与五/ 间的角与原来 L 与 E 之间的角一样.这样我们就 
得到了以下的一般的 作法： 

过 ds 之一端作正交于 ds 的 h 直线 Z ， 过其另一端则作等距曲 
线 e. 这时 cb 的 h 长度 心 就是 Z 与 e (在天际线上）的交角. （6.43) 

这样把心解释成一个角，其美丽之处在于把复平面映到庞加莱圆盘的默比乌斯变 
换 D 是共形的，所以在庞加莱圆盘中上述构造 M 的方法也适用！ 

图 6-36 b 画出了一个中心在庞加莱圆盘的 z = r # 处，而有半径 cb 的无穷小 
圆盘.因为映射是共形的，所以 ds 的 h 长度以与心的方向无关，我们由此可取 
ds 正交于过;2；点的直径 Z ， 从而简化构造 （6.43). 等距曲线 e 就是在图上画的过 Z 
两端的欧氏圆弧. 

①我们相信这个方法来自 Thurston [1997], 我们只不过是重新发现了它.但我们对此方法的应用多少 
有别于 Thurston [1997]. 
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图 6-36 

为把这一个关于心的图形转变为一公式，我们先要注意到，若 P 是包含圆弧 
e 的圆周的半径，则（请画一个图！） 


pds = 1 . 

然后，请回忆一下（或重新证明一下）图 6-36 c 所画出的关于圆周的一个熟知的性 
质： 对于所有过一固定内点的弦，此内点把弦所分剖成的两部分乘积相等，即图上 
的把这个结果用于图 6-36 d (它其实是图 6-36 b 的放大)，即有[练习] 

2 pds = (1 — r)(l + r) = 1 — \z \ 2 . 

所以，庞加莱圆盘中的度量是 

ds =——-~ ^ ds . (6.44) 

i-kl 


请注意它与 (6.16) 惊人地相似！ 

因为连接0到 z 的欧氏直线段也是一个 h 直线段，沿它积分就可以得出这两 
点的 h 间隔： 


n{o, z} 


，卜 1 2dr 


「 1 之 1 

「1 1 1 

.0 1 _ 〆 


0 

| 

1 + r* 1 — r 


dr , 


所以 

W {0, = . (6.45) 

此公式有一个简单的验证法，当 z 趋向单位圆周（天际线）时， W {0 ， z } 趋向无穷 
大，而它本来就应该如此. 
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6.3.11 庞加莱圆盘中的运动 

在上半平面中我们发 现了： 每个保向运动都是两个 h 反射的复合,而每个反向 
运动则是三个 h 反射的复合.因为庞加莱圆盘的内蕴几何与上半平面的内蕴几何 
完全相同，这个结果就必然也成立，余下的只是要找出在庞加莱圆盘中， h 反射是什 
么意思.在上半平面中我们已经看到，对于 h 直线瓦的 h 反射就是对 K 的几何 
反演，在庞加莱圆盘中也是这样！ 

这是很容易理解的，在上半平面中，说 g 是 p 点对 K 的 h 反射，就是说 p 与 
W 在反演意义下） 关于 K 对称. 为使庞加莱圆盘等距于上半平面,我们一直坚持要 
求映射 z H ? = D ( z ) 保持双曲 距离. 特别是，7是乒对 X 的反射,但是 ， D ⑷是默 
比乌斯变换，所以对称原理 [3.5.1 节的第三款]蕴含着歹和^关于 X 对称，这就是 
我们要证明的. 

这样，庞加莱圆盘中的每个保向运动都可写为 


M = 3?l 2 0 sr Li = J La o l Ll , 

这里 h 和 i 2 是 h 直线，即正交于单位圆周的圆弧.和在上半平面中一样，每个保 
向运动都是一个非斜驶型默比乌斯变换.我们已经看到保向运动恰好有三种双曲地 
可以区分的类型，而其区别如果用&和 L 2 来讲,和前面是一 样的： 相交时可得一 
个 h 旋转,渐近时可得极限旋转，超平行时为 h 平移.我们马上就来讨论这些默比 
乌斯变换的公式,但是我们先来画一下图. 

图 6-37 a 是一个典型的 h 旋转,请注意其中出现了有公共 h 圆心的 h 圆周.图 
6-37 b 则画出了一个令人愉快的 事实： 若 A 和在原点相交（这时它们都是欧氏 
直径)，则所得的 h 旋转看起来和欧氏旋转一样. 




图 6-37 


在这一点上，要讲几句警告的话.我们作为欧几里德族生物，总受到一种不可 
抑制的诱惑，以为庞加莱圆盘的圆心有什么特殊之外.所以必须时时提醒自 己：对 
于住在这个圆盘中的庞加莱族生物，每一点与其他的点都无区别.特别是，庞加莱 
族生物看不出图 6-37 a 和图 6-37 b 有什么不同. 
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图 6-38 a 画出了一个典型的极限旋转，它是由 k 以及一个与它在天际线上4 
点处渐近的 L 2 生成的.请再次注意，不变曲线都是切于4点的极限圆，而它们与 
所有在 A 点渐近的 h 直线都正交. 



图 6-38 


最后，图 6-38 上画了一个典型的 h 平移.再一次请注意，这时恰好有一条不变 
h 直线[即图上的粗黑线]，而不变的等距曲线则是通过它的端点的圆弧. 

从我们在上半平面的工作中可以知道,上面画的三类运动就是庞加莱圆盘中仅 
有的保向运动，现在我们就转来寻找描述它们的公式.我们知道每一个保向运动都 
是一个映单位圆盘为其自身的默比乌斯变换，在第3章末，我们曾以一种令人厌烦 
的先见之明研究过单位圆盘的这些“默比乌斯自同构”.我们还看到了 [3.9.2 节的 
(3.51)], 其最一般的一个 Mf ⑷是 

M ^( z ) = e ^ M a ( z ), 其中 M a { z ) = . 

这样，就是 M a 与绕原点旋转0的复合. 

注意， M a 把 a 和0 对换： M a ⑷= 0 , MJO ) = a . 更一般地说， M a 把每一 
对点 z 和 M a { z ) 都 对换： 这个变换是对合的.这可由图 6-39 a 来解释，此图让我们 
回忆起 3.9.3 节的图 3-39 所表示的结果： 

M a =1 b ol A ^ 

其中 S 是过 a 的直径,而 A 是以 (1/ a ) 为中心且正交于单位圆周的圆周 • 

双曲几何为这个结果提供了一个新的 视角： 4和 S 的交点 m 就是0与 a 的 
h 中点，而 A 则是 h 直线段 Oa 的 h 垂直平分线.此外，对 A 和 B 的反演都是 h 
反射.这样， M a 就是对两条过 m 且互相正交的 h 直线的 h 反射的复合，所以 

将 a 与0对换的唯一的默比乌斯自同构就是绕 h 直线段 Oa 的 
h 中点旋转 : t 的 h 旋转 

这种新的洞察的直接的好处就是，我们现在可以很容易地找到任意两点 a 与^ 
的 h 间隔的公式. h 旋转 M a 把 a 带到原点，而我们早已知道由一点到原点的 h 距 
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离的公式 (6.45)： 




所以 


H {a , z} = In 


\az — 1| + — a| 

\az — 1| — |z — a| 


(6.46) 


现在我们再继续关于的讨论并把它完成.正如图 6-37 b 所示，欧氏旋转 
e i ( f > z 就是 h 旋转《 • 所以圆盘的最一般的默比乌斯自同构可以解释为两个 h 
旋转的 复合： 




Mt = ntoni l . 

图 6-39b 说明这两个 h 旋转的复合法，用的正是欧氏几何和球面几何中同样 
的思想 . h 旋转对 是对任意两条经过 0 而且交角为 (0/2) 的两条 h 直线（即直径) 
所作 h 反射的复合.如果取第一条 h 直线为 B ， 第二条则记为 C ， 我们得到 

M a = (^c ° ^b) ° (3?b ° 3?a) = 3?c ° 3 ?a • 

所以是 h 旋转、极限旋转或 h 平移，视 4 与 C 为相交、渐近或超平行而定. 

如果视 a 为固定的而0变动，则0有一个临界值$ = $把 h 旋转与 h 平移 
分开,在这个临界值处， C 的位置成为 C f [m 6-39 b 上的虚线]，它与 A 在 p 点渐近. 
不难看到,三角形 paO 是直角三角形[练习]，故 cos (巾/2)=卜|，亦即 


少= 2 cos -1 | a | . 

这就解释了 3.9.3 节的结果 （3.53), 这个结果已在第3章的习题27中用代数方法证 
明过了.总结起来,我们有 

圆盘的最一般的默比乌斯自同构是一个保向双曲运动，而 
⑴当0 < $时，它是一个 h 旋转； （ ii ) 当多=伞时为极限 旋转； 

( iii ) 当$〉少时为 h 平移. 
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最后，回想一下，第3章的习题20告诉我们,形如 Mf 的默比乌斯变换的集合 
即是以下形式的 M ( z ) 之 集合： 


Az^r B 


其中 | A | > \ B \. 


rJL j - • 

Bz A 

将此式与 (6.20) 比较， 即知： 在球面与双曲平面之间，不仅其度量的形状，还有表示 
保向运动的默比乌斯变换的形状，都有令人注目的相似性. 

6.3.12 半球面模型与双曲空间 


图 6-40 画出了我们怎样得出双曲平面的两个新模型.我们按照 Beltrami [1868 , ], 
把庞加莱圆盘从黎曼球面的南极 S 用球极射影投影到北半球面.对北半球面上的 
两点，我们定义其 h 间隔就是它们的原象在庞加莱圆盘中的 h 间隔，这样，我们就 
得出了双曲平面的一个新 的共形 地图，称为其 半球面模型. 这个模型中的 h 直线就 
是庞加莱圆盘中的 h 直线的象，因为球极射影保持圆周和角，我们可以 导出： 半球 
面模型中的 h 直线就是半球面上的垂直（半 圆） 截口 [练习].等距曲线和极限圆现在 
是什么样子呢？ 



其实，半球面才是贝尔特拉米的双曲平面的原始的模型，再对这个半球面施以 
上述的球极射影，他才得到了庞加莱圆盘.事实上，贝尔特拉米用不同的方法对此 
半球面作投影，他就（以一种统一的方式）得到了几乎所有的现在使用的模型. 

例如，他把此半球面垂直投影到复平面上（见图 6-40 a ), 就在单位圆盘内得出 
了双曲平面的一个新模型.现在称之 为克莱因模型或投影模型. 因为半球面上的小 
圆周清楚地被投影为圆盘中的椭圆，所以克莱因的模型 不是共 形的.这是一个严重 
的缺点，但是由于半球的垂直部分都投影为（欧氏）直线这个事实，这一点也得到了 
补偿： 克莱因模型中的 h 直线是单位圆周内的直的欧氏弦. 请注意此事与图 6-12 的 
类比，在那个图中球面上的测地线是由地图上的直线来表示的，习题14将会揭示 
出这个类比并非表面的. 


克莱因模型的其他性质将在习题中探讨，但是现在我们已经钓上了一条大鱼! 
迄今为止我们都是专注于发展双 曲平面上的几 何学，这个平面乃是欧氏平面的负向 
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弯曲（意指为负曲率）的对应物.而欧氏平面的几何又可以认为是由3维欧氏空间 
的几何学继承而来的.这就是说，若（ X ， y ， z ) 是这个空间的笛卡儿坐标，则此空 
间中两个无穷小间隔的点之距离心是 


dX 2 + dY 2 


把这个公式限制在通常平面的点上，就得到2维欧氏几何， 

所以这就产生了一个 问题： 是否也存在一个负向弯曲（先不管这话是什么意 
思）的3维欧氏空间的对应物，使得由此对应物在它的“平面”上诱导出来的几何 
学自动地就是双曲平面的几何学呢？我们要证明，这种3 维双曲空间确 实是存在的. 

为了做这件事，我们先来求半球面模型的度量，因为由庞加莱圆盘到半球面的 
球极射影是共形的， 可知心 又一次可由构造 （6.43) 给出，又因 M 与半球面上的 
d 5 的方向无关，我们可以通过为 d S 选一个吉利的方向来简化我们的构作.对于庞 
加莱圆盘, ds 的方向最好是选取正交于过所研究的点的直径，所以在半球面上的最 
佳选择就是这个构形的球极射影. 

这样，在图 6-40 b 中我们选 h 直线 Z 为半球面的垂直截口，此截口要通过 7 V 点 
与如的出发点.这样一来， Z 与 e 都成了半个 大圆： Z 的平面是垂直的， e 的平面与 
垂直平面的倾角是 d 5, 这两个平面的交线就是图上所画的笔直在 Z 下方的单位圆 
周的直径. 

现在令我们画的 ds 的出发点坐标是 （X , y ， Z )， 其中 X 和 y 的方向恰好是 
C 的实轴与虚轴方向，所以 Z 就表示一点离 C 的高度.由于 ds 正交于 Z ， Z 的垂直 
平面又正交于半球面， 所以心 是 水平的 .而心在笔直下方的 (X , F , 0) 点所张 
的角就是 ( ds / Z ). 但是这个角就是 Z 与 e 的夹角！这样，半球面模型的度量就是 

= ( 6 . 47 ) 

这个公式只描述了半球面上的点的 h 间隔,但是我们完全可以用它 来定义 3维 
区域 Z > 0 中 任意两 个无穷小间隔的点的 h 间隔.这个位于 C 之上方的区域，在 
有了 （6.47) 所 定义的 h 距离后，就称为3维双 曲空间的半空间模型 .由 （6.47) 即 
知， C 中的点距严格位于 C 的上方的点之 h 距离是无穷大，对此我们不来详细讨 
论.总之, C 就表示双曲空间的2维天 际面或 称为其 无穷远球面. 

至此为止，说由 (6.47) 式诱导出来的半球面上的几何学就是双曲平面的几何 
学，似乎就只不过是同义语的反复而已了.为了进而看到这个思想里还真正有点东 
西，我们先从考虑双曲空间中的一些简单的运动开始 . 心很明显不会因 平行于 C 的 
平移而 改变，所以这是一个运动.它也不会因以原点为中心的伸缩 （X ， y ， Z ) ^ 
(kX , kY , kZ ) 而 改变. 更为一般地说， 以 C 之任意点为中心的伸缩都 会保持啦 
所以这也是一个运动. 

把这两种运动都用于我们正在研究的以原点为中心的半球面，就会 看到： 
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在半空间模型中，每个正交于 C 的半球面都是双曲平面. (6.48) 

在欧氏几何中两个平面的交线都是直线，这就暗示我们，一条 h 直线应该是两个双 
曲 平面的交线.这样，我们就能预期到， 每个正交于 C 的半圆周都是 h 直线， 这是因为 
每个这样的半圆周都是两个正交于 C 的半球面的交线.注意，这与一件我们已知的 
事是一 致的： 半球面模型中的 h 直 线就是 正交于 C 的半圆周. 

让我们暂时回到2维几何.图 6-41 画出了贝尔特拉米是怎样从他的半球面模 
型得到上半平面模型的.令 g 为半球面边缘上的一点，用球极射影把这个半球面投 
影到它在 g 之对径点（图 6-41 上的黑点）处的切平面上一-其实任意切平面都可 
以.因为球极射影保持圆周和角，所以半球面上一个典型的 h 直线被映为此切平面 
的上半平面的正交于底边的半圆周，而过 g 的 h 直线被映为垂直直线. 



因为这些象都是 h 直线， 看起来 我们已得出了庞加莱的上半平面，但是，为了 
确定这一点，我们还要检验一下这个半平面上是否因此而真正赋有了由 （6.31) 给 
出的度量.因为球极射影是共形的，我们可以再用一次 （6.43) .取丨为一过 g 的 h 
直线之象,从图上立即可以看 到⑹二 ( ds / Z ). 其实这就是 （6.31) 式,只不过记号不 
同而已. 

我们就这样回到了我们的出发点半平面，但是重回故地时我们已经比出发时聪 
明多了.再看一下（6.47)，我们就认出了这个正交于 C 的半平面就是双曲空间里的 
双曲平面.这也揭露出了球极射影在图 6-41 中的真正作用. 

我们知道，由 g 出发的球极射影就是对于以 g 为中心的球面火之反演在 
此半球面上的限制.用与平面情况相同的论证（见图 6-22 b ), 我们看到 k 保持度 
量（6.47)，所以它是双曲空间的一个运动，而将 h 直线变为 h 直线，将 h 平面变为 
h 平面.此外， (6.48) 还告诉我们 K 也是这个双曲空间中的双曲平面，因此我们就 
怀疑: Ik 就是对这个 h 平面的反射.只要推广图 6-23 b 的论证就可以证实这一点 
_习].所以我们就有了 (6.38) 的如下 推广： 


对于正交于天际面的半球面尺的反演就是双曲空间对 h 平面 K 的反射 
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探讨双曲空间中的运动已经超过了本书的 范围' 然而，让我们至少描述一下 
一个特别美丽的结果. 

正如一个 h 平面上的任意保向运动都是对其中两条 h 直线的反射的复合，双 
曲空间中的任意保向运动也是对其中的 h 平面的四个反射的复合.这样在以 C 为 
天际面的上半空间模型中，这样一个运动就是对球心在 C 上的球面作的四个反演 
的 复合. 如果我们限制在 C 上之点，则对这样一个球面 K 的反演就成了 C 上对于 
一个圆周的 2 维反演，这个圆周就是 K 与 C 相交而成的赤道圆周.反之， C 上对 
一个圆周 fc 的反演也一定可以唯一地拓展为空间的 反演： 只要作一个球面以 fc 为 
赤道就行了. 

这样，双曲空间的每一个保向运动最终都可以用天际面（即 C ) 上的东西表示 
为对四个圆周反演的复合，而 这正是复平面 C 上的最一般的默比乌斯变换 


z I ~> M ( z ) = 


az-\-b 
cz d 


庞加莱在 1883 年发现了这个奇特的事实. 

我们已经 看见： 双曲平面、欧氏平面和球面上的保向运动之群，都是这个一般 
的默比乌斯变换的群之子群.我们马上就会看到，这个事实有一个十分引人注目的 
几何解释. 

希尔伯特关于常值负曲率曲面的结果表明, 3维欧氏几何不可能为双曲平面提 
供一个模型.然而,令人惊奇的是, 3维双曲空间确实包含了一些曲面,其内蕴几何 
正是欧氏几何！ 事实上， 极限球面 (它们是极限圆的推广）就是这种曲面.与图 6-28 
相类似，切于 C 的欧氏球面以及平行于 C 的平面 Z = const . 都 是极限球面. 

在我们的双曲空间模型中，正交于 C 的垂直平面看起来是平坦的,而其实是内 
蕴地为弯曲的双曲 平面. 但是,一个极限球面 Z = const . 不仅看起来是平坦的，而 
且真的是平坦的.因为它从围绕着它的空间的度量 （6.47) 继承来的度量是 

ds = ( const .) ds : 


而这就是欧氏平面的度量！ 

于是欧氏平面几何中的运动现在可以看作是双曲空间中那些把这个内蕴地平 
坦的极限球面映为其自身的运动.很清楚，这些运动就是对垂直平面的反射（也就 
是对正交于这些极限球面的 h 平面的 h 反射）的复合.这样，欧氏平面的保向运动 
群，在天际面 C 上就表现为默比乌斯变换的子群. 

至于球面几何，我们是从把 h 球面定义为到一个定点（即 h 球心）有等 h 距离 
的点的 集合. 不难看到，这些 h 球面，在半空间模型中是由欧氏球面来表示的,虽然 
它们的 h 球心不一定就是欧几里得球心. 


① Thurston [1997] 是关于这些运动的极佳的信息来源. 
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虽然在这个模型中并不是马上就可以明显地看到，这样一个 h 球面的内蕴几 
何,就是欧氏空间中的通常的球面（但半径不同）的内蕴几何，但是这是可以证明的 
丨见习题 27]. 这个 h 球面的运动，和极限球面一样，可以看作是双曲空间中映此 h 
球面为其自身的运动.它们也是对正交于此 h 球面的 h 平面的 h 反射之复合，而 
我们又一次达到默比乌斯变换的一个子群. 

显然，双曲平面的运动也可以这样来看，所以现在我们就可以用一个合适的高 
潮来结束 本章： 2 维的双曲几何、欧氏几何和球面几何都被包括在 3 维的双曲几何 
中. 

进一步阅读的材料. Penrose [19 T 8] 是关于微分几何的大师式的概述;关于微分 
几何的具体材料，可见 McCleary [1994], do Carmo [1994] 或 O’Neill [1996]. 如果想 
知道更多关于双曲几何的材料，可见 Stillwell [1989,1992,1996] 以及 Thurston [1997] 
这些杰出的著作. 


6.4 习 题 

1. 在一个适当的瓜果表面上画一个测地三角形△，从它的一个顶点到对边的任一 
点联一条测地线.这就把 A 分成了两个测地三角形，记为 At 和 A 2 . 证明角盈 
函数 f 是 可加的 ，即 S(A) = £( A !) + £(A 2 ) . 把这个分剖过程继续下去，由此 
导出： (6.5) 式蕴含 (6.6) 式. 

2. 推广 3.4.3 节中得出特例 (3.17) 的论证，这样来解释 （6.18). 就是说，把对球面 
的反射用对空间中的平面 II 的反射来看待，如 6.2.2 节的图 6-8 那样，又把球 
极射影看成3维反演 h 在球面上的限制，这里 K 是以 E 之北极为中心、力 
为半径的球面（见图 6-13 b ), 现令 a 为 I ：上一点， 考虑: T K 对于 a ， n 和況 n ⑷ 
的效果. 

3. 令 C 为 C 上一个圆周，6是它在 E 上的球极射影象.若6是一个大圆，则 
(6.18) 指出 2 c 球极地诱导出5：上对6的反射，但若 C 是任意 圆周，又会诱导 
出什么变换？推广图 6-14 的论证来证明 变成由 r 的射影，这里 r 是沿 6 与 E 相 
切的圆锥顶点， 即是说，若 w = Z c ( z ) ，则 A 是一空间直线与 S 的第二个交点， 
此直线经过顶点〃和点解释 (6.18) 如何可以看作是这个更一般结果的极限 
状况. 

4 . 用 3.7.3 节的 （3.41) 式来证明，若默比乌斯变换 M ㈤有不动 点匕， 而且与& 
相关的乘子是则 


m = 

1 七 " 


0 

_ 1 _ 

• 1 • 


0 l/\/m 

_ 1 —I ■ 


令心= a , m = e -^, e . = -(1/ a ), 导出 6.2.4 节的 (6.19) 式， [提 示： 对于默比 
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乌斯矩阵可以自由地以一个常数去乘」 

5. 证明默比乌斯变换 (6.20) 确实适合微分方程 (6.17). 

6. ⑴定义四元数 V = r + V 的共扼 V 为相应矩阵之转置共轭 V *. 证明¥三 

= 由此导出当且仅当 ▽ = — V 时, V 才是一个纯四元数（纯虚复 

数的类比物). 

( ii ) 类比于复数的长度，定义 V 之长度 | V | 为 | V | 2 = 证明 | V | 2 = V 2 + 
| V | 2 = | V | 2 . 

( iii ) 若 | V | = 1,则称 V 为 单位四元数. 验证[见 (6.28)] 是一单位四元数且 

Rt = 网 * = 

( iv ) 证明 ： ¥W = W V ,并导出 | VW | = |¥|| W |, 这样，例如，两个单位四元数之 
积仍是一个单位四元数. 

( v ) 证明： 当且仅当 A 2 = -1 时, A 才是一个纯的单位四元数. 

( vi ) 证明： 对于任意四元数 Q 都可以找到 v 和分把 Q 表示为 Q = | Q|Mt 

( vii ) 设将变换 (6.29) 推广为 = QPQ ,其中 Q 是任意四元数.在此解释 
下，导出 Q 表示 空间中的伸缩 旋转，而两个四元数乘积表示相应伸缩旋转 
之复合.[这与第1章末尾所说的视四元数为4维向量互相一致」 

7. [作此题前需先作上题]. (6.29) 式的以下证明是基于柯克斯特的一篇 论文： H . S . 
M . Coxter [1946]. 

⑴用 （6.27) 来证明纯四元数 P 与 A 正交当且仅当 PA + AP = ◦. 

( ii ) 若 A 有单位长，使 A 2 = -1，证明以上方程可写当 P = APA . 

( iii ) 现将纯的单位四元数 A 固定，但令 P 表示任 意的纯 四元数.令 IU 表示 
以 A 为法向量而且过原点的平面（它的方程为 P . A = 0)，考虑变换 

P ^ P 7 = APA . (6.49) 

证明： ⑷ P 自动地为纯四元数，且 | P '| = | P |， 这样 (6.49) 表示空间中的运 
动； ( b ) U A 上的每点均 不动； （ c ) 每个正交于 n A 的向量均被反向.由此导 
出： （6.49) 表示空间对 n A 的反射 K nA . 

( iv ) 推导： 若由到第二个平面 n s 之角为（4/2)，而沿此两平面的交线之 
单位向量为 V , 则旋转初= { R Ua o 3? n B ) 可写为 

F ^ F = ( BA ) P ( AB ) = (- BA ) P (- BA ). 

( v ) 用 (6.27) 证明 ： -BA = cos (分 /2) + VsinW /2)， 由此同时证明 （6.29) 与 
(6.28). 

8. 下面是 （6.29) 之另证.如正文中所设, P 是端点为单位球面上 一点# 的单位向 
量，若把#与貪的球极射影象 p 与歹用齐次坐标向量即 C 2 中的 p 与 f 来表 

①这里增加一个 提示： 中的 V 适合 |V| 2 = 1. ^ 译者注 



6.4 习 题 291 


示，则我们知道由 p 到？的旋转可以表示为 

p h> p = M^p. 


这里看作 2 x 2 矩阵 

( i ) 证明在齐次坐标下， 3.4.5 节的 (3.20) 式成为 

v - V 2 PlP2 rj — IPlI 2 - |P2| 2 

+ 2 Ipi | 2 + Ip 2 | 25 Ipi | 2 + Ip 2 | 2 ■ 

( ii ) 为了简化此式，记住 p 的倍数仍表示 c 上的同一点 p , 因此可选 p 之“长 
度”恰好为 

(i3,p) = |pi| 2 + |p 2 | 2 = 2. 

这样选定 P 后，⑴中的式子可以写为 


i + z 
X-iY 


X-hiY 

1-Z 


_ 

plpl 

PlP 2 

— 

Pi 

Pi P 2 


. P2P1 

P2P2 


_ P 2 



= PP" 


( iii ) 验证 

[ 1 + Z X + —, 

X-iY 1 -Z 

( iv ) 由此导出 

l-iF = K ^( l - iP ) «]* = 1 - 
(6.29) 也就立即得出. 

9. ( i ) 图 6-40 a 画的是把庞加莱圆盘的一点 z 变为克莱因模型的相应点/的两 
步过程,解释为什么由圆盘到其自身的净映射 〆 可用下面的图 6-42 a 
来表示，其中 C 是经过 z 点而且与单位圆周 C / 正交的任意圆周. 

( ii ) 下面的图 6-42 b 则是图 6-40 a 的过 z 与 z / 的垂直截面.由此导出 


| 之 ’| 1 a 2 

a b ’ \z\ b 


将此二式相乘，导出/ = 

[这样我们又得出 3.4.5 节的 (3.20) 式的一个几何解释 .] 

( iii ) 这个公式也可由图 6-42 a 直接导出，而不需半球面之助.重画此图而使 C 
与 k 正交.用几何解释为什么 C 的中心既可认为是 Tu { z f ), 又可认为是 
z 与 Xu ( z ) 的中点.由此得出 

l/i 7 = J t /(z , ) = ^ [z-hlu(z)] = ^[z-\- {l/z)\ , 


由此立即可得 （ ii ) 中的结果. 
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10. 把球面看作由半圆周旋转而成的旋转曲面.严格类比于图 6-20 中作伪球面的 
地图的方法作出球面的共形地图.证明这就是在第 5 章习题 14 中得到的麦卡 
托地图. 

11. ⑴证明双曲平面上以 p 为 h 半径的 h 圆周的 h 周长是 2 jtsinhp . [提 示：把 

h 圆周表示为庞加莱圆盘中以原点为中心的欧氏圆周」 

( ii ) 让半径为 i ? 的球面上的居民画一个以 p 为（内蕴）半径的圆周.用初等几 
何证明其周长为 2nRsm{p/R). 证明： 若取此球面的半径为 R = i 、 即得 
⑴中的公式![与习题 14 比较 •] 

I 2 •令 L 与 M 为单位圆周的两条相交的弦, Z 与 m 则分别为 L 与 M 两端的一对 
切线之交点，见图 6-43 a . 在克莱因模型中， 证明： 当且仅当 Z 在 M (之延线）上, 
m 在 L (之延线）上时， L 与 M 才是正交的 h 直线 



13.= 为双曲平面的克莱因模型的一点. 

⑴在位于克莱因模型上方的半球面上画出一些圆周 r = const . 与一些射线 
0 = const . 的垂直向上的投影.虽然一般来说在克莱因模型中角会被改变, 
证明这些圆周和射线却是正交的，与它们看起来也正交是一致的.也请注 
意欧氏圆周 r = const . 也是 h 圆周. 

( ii ) 图 6-43 b 画出了半球面模型与克莱因模型过射线0 = const . 的垂直截口. 
若点 z 沿此射线向外移动 dr ， 用 ds 记其在半球面上的垂直射影的运动, 
解释为什么图上两个阴影三角形相似，并导出 ds = ( dr / Z ). 

( iii ) 用半球面上的度量 （6.47) 证明： 克莱因模型中极坐标为 （ r ，6>) 和 (r + dr , 9) 





的两点的 h 间隔 d ^， 由下式 给出: 
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ds r = 


dr 



[值得注意的是,这表示， z } 的公式与庞加莱圆盘的公式 （6.45) 只相 
差一个因子 2!] 

( iv ) 用同样方法（即向半球面作投影）证 明：点 ( r ， e ) 与 ( r ，0 + d 0) 的 h 间隔 
物为 

j . rd 6 
dse = 


(v) 


由此导出点 （ r ， 0) 与 （r + dr，0 + d0) 的 h 间隔 dS 由以下公式（见 Beltrami 
[1868]) 给出: 


dr 2 r 2 d 6 2 
(1 — r* 2 ) 2 + 1 — r 2 


(6.50) 


14. (i) 图 6-44 是把单位球面上一个大圆的球极射影象与射影象[见图 6-12] 迭合 

而成的.令与 ％ 为球坐标 (0,0) 之点的球极射影象与射影象.由第 3 
章的 （ 3.21) 式 ，= cot(0/2)e i6> . 证明 z p = [- tan ( j )] e ie , 并由此导出 


z p = 


2 z s 


请与习题 9 比较! 



( ii ) 在半球面上作如下曲线的草图，使它们被中心投影为圆周|%| = cor ^.， 以 
及射线 arg z p = const .. 虽然在射影模型中，角度一般都会被改变，但这些 
圆周和射线确实是正交的，与它们的表观形象相同. 

( iii ) 现在令球面半径为 i ?, 而把点 （0,0) 的射影象写为= re t 0 . 于是 r == 
- i ? tan (/). 证明：若沿射线0 = const . 移动 dr , 则球面上的相应点移动 
的距离 dJr •是 

dr 

d5r= TT VJW ■ 
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( iv ) 与此类似，证明球面上相应于地图上的 （ r ,0) 与 ( r ,0 + d 0) 的两点的间隔 
d 知为 

rd 6 

ase =— - =====. 

Vl + ( r / i ?) 2 

( v ) 导出球面上相应于 （ r , 0) 和 (r + dr , 0 -h d 6) 的两点的球面间隔 dS 为 

d ^2 = d ” 2 , ㈣ 2 
— (1 + { t / R ) 2 ) 2 l + ( r / i ?) 2 * 

( vi ) 下面是一个“狂 想”： 说不定只要许可球面的半径 i ? 取虚值 ii ?， 就可以得 
到具有 常值负 曲率 k = -(1/ i ? 2 ) = + l /( ii ?) 2 的曲面.请验证，若在上式中 
♦ R = i , 就会得到双曲平面的贝尔特拉米度量 （6.50)! [要想这个狂想真正 
有意义，就必须转到爱因斯坦的相对论；见 Thurston [1997].] 

15. 取一迭10张纸，并且沿着其三个边用订书订钉好.用圆规在最上面一张纸上画 

一个能宽松地容纳于纸内的圆.在圆心把10张纸穿孔订透.用剪刀把它们剪 

下来成10个完全一样的半径为 i ? 的圆盘.然后再用20张纸这样做，使圆盘 

数加倍. 

( i ) 在第一张圆盘中剪去一个扇形，把它的两边联起来做成一个圆锥,对其他 
圆盘也这样做，但剪去的扇形顶角越来越大，于是得到的圆锥越来越尖越 
高.请保证做到最后一个圆锥时，只留下不到$圆盘.这样作出一个很尖 
的锥，把所有的锥的锥顶都放在同一个固定点处. 

( ii ) 把这些圆锥依次套在一起使它们有共同的轴，好像一朵纸花一样.解释这 
就做出了一个半径为 i ? 的伪球面的部分模型. 把你做的这朵纸花的顶抓 
住舞动，这样就可以造成新的奇形怪状（外观上不对称）的常值负曲率曲 
面！ 

( iii ) 按同样的思想作一个像圆盘形状的“双曲纸”，例如，只要从你的伪球面上 
切下一个圆盘就行，验证一下，总可以把它贴在伪球面上而让它自由滑动 
或旋转. 

16. 用一根相当短的线，在上题中的玩具伪球面上拉紧，画出一个典型的测地线段. 

把它从两端向两个方向延长，但每次都用原来那一段线来延长.请注意测地线 

围绕伪球面的奇特 方式： 向上只要走了有限距离，它就会向下环绕. 

( i ) 用上半平面来从数学上验证，曳物母线是仅有的可以延伸到顶的测地线. 

( ii ) 令 L 为一典型的测地线，在 L 碰到边缘 a = ◦ 处， L 与曳物母线所成的 
角记为 a . 证明： L 可以沿伪球面上行的最大距离为 a max = | lnsina |. 

17. 设在仰平面上有一曲面的共形地图，其度量是由 (6.15) 给 出的： 


ds = Ads = A(x, y) dx 2 + dy 2 . 
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微分几何中有一个漂亮的结果说，此曲面上任一点的高斯曲率为 

k = — ^ jA ( lnA ) ， 

其中 △三 {dl + d 2 y ) 为拉普拉斯算子.用球面的球极射影地图的度量 （6.16) 以 
及双曲平面的半平面模型和圆盘模型的度量 （6.31) 和 (6.44) 来试验一下这个 
结果. 

18. 用庞加莱圆盘重新导出平行角公式 tan ( n /2) = e ~ D . [提示：令一条 h 直线为 
直径」 

19. 为导出度量（6.44)，考虑由上半平面到庞加莱圆盘的映射 (6.42)： z ^ w = 

由 z 点发出的一个无穷小向量 cb 被伸扭为由 w 发出的无穷小向量 
dw = 乃/⑷心,而（由定义 ) dw 的 h 长度 dS 就是心的 h 长度.证明下式，从而 
验证 (6.44)： 

^\ dw \ _ \ dz \_ _ 

1 — \ w \ 2 Imz S 

20. 考虑由庞加莱圆盘到其自身的映射 z h w = Mt { z ). 用上题通过计算的方法 
来证明 Z ㈠ W 是一个双曲运动，即保持 度量： 

2| diu | _ 2\ dz \ 

1-H 2 = i-kl 2 . 

21. 在上半平面，绕点 i 旋转角度4的 h 旋转由以下默比乌斯变换 给出： 

TZf { z ) — s ，其中 c = cos (0/2)， s = sin (0/2). 

SZ C 

用以下的三种方法证明 此式： / 

⑴证明 nf { i ) =《，而且 = 为什么这样就证明了所需的结 

果？ 

( ii ) 用反演公式[见 3.2.1 节的 (3.4)] 计算出咒 f =(知 ◦ 況 A )， 这里4和 B 是 
过 < 而且成角 （0/2) 的 h 直线.[提 示：取 4为虚轴，画个草图来说明半圆 
周 B 的中心是 c / s , 半径是 1/5.] 

( iii ) 描述并解释 [D 0吨 O D -、 对于庞加莱圆盘的效果，这里 D 是由上半平 
面到庞加莱圆盘的映射 (6.42). 证明 

{DoUf oD ~ 1 )( z ) = e i(f> z . 


把它用默比乌斯矩阵之积表示出来，并解出矩阵[尺 f 

22.⑴对图 6-44 a , 证明上半平面两点的 h 间隔可以用交比来 表示: 


if { a , 6} = ln [ a , J 5, 6, A ]. 

[提 示： 作一个以 a 为中心的 h 旋转把6映到在 a 的垂直上方的位置」 
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( ii ) 证明此公式也可以用于图 6-45 b 中的庞加莱圆盘. 



图 6-45 


23. ⑴令6和 i 是 I ：上的两点， a 和^是它们在 C 上的球极射影象.若 S { a , z } 

是 a 和#在球面上）的距离，证明 

5{ a , z } = 2 tan -1 ———— . 

1 J az-\-l 

[提 示：用 (6.20) 式把 a 映到原点 .] 

( ii ) 证明庞加莱圆盘上的 h 距离公式 （6.46) 可以重写为 

= 2 tanh - 1 ^——— . 

az — 1 

24. ( i ) 用一个简单的草图证明 z ^ /(幻=是庞加莱上半平面的一个反向运 

动. 

( ii ) 令义为任意反向运动.通过构造 ( foM ) 来证明 

• M ⑷ = 其中 a ，6, C ， d 为实数，而且 ( ad - bc )>0. 

( iii ) 用此公式证明乂 f 在天际线（即 实轴) J ： 有两个不动点.若 L 是以这两点 
为端_ h 直线，解释为什么 L 在义下不变. 

( iv ) 证明乂 {恒 为滑动 反射： 即沿 L 作一个 h 平移，再继以对 L 之 h 反射（或 
者先作 h 反射). 

25. 已知一点 p 不在 h 直线 L 上，作一个以 p 为中心、 p 为 h 半径的 h 圆周 C . 
再过 P 作正交于 I 的 h 直线，使之与 L 相交于 t 再以 g 为中心、 p 为 h 半径 
作一 h 圆周 C ， 令 〆 为它与 L 的一个交点.过/再作一正交于 L 的 h 直线， 
交 C 于 a 和6.证明 ：连接 P 到 a 和6的两条 h 直线是互相渐近的![提 示：取 
L 为上半平面中的垂直直线 .] 如果在欧氏平面上作此图，会发生什么事？ 

26. 作一双曲三角形 △ 的草图，使其顶点（逆时针方向）为 ci ，6， c . 令 《是由 a 发 
出的， 方向为边 ab 的无穷小向量.用沿此边方向的 h 平移把《移到6,再沿方 
向把它移到 c ， 最后又沿 m 方向把它移回到 a . 在欧氏几何中这三个平移 
会互相 抵消“ 会原样不动地回来 • 用你的草图证明，在双曲几何中 这三个 h 平 
移的复合是绕顶点 a 旋转 S ( A ) 的 h 旋转. 
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[设 △ 是一 个任意 的变曲率曲面 S 上的测地三角形.如果 S 上的一个居 
民想沿“ 直线” (即测地线）平移 f 他就只需保持$的长度以及其与“直线”的 
交角不变.这在微分几何中称 为平行移动. 这时，上面的论证仍成立，所以当 （ 
被平行移动绕过△时，回到原处就旋转了一个角 €(△).* (6.6)，这个旋转角 
就是 △ 内部的总曲率 .] 

27. 推广由上半平面到庞加莱圆盘的变换以得出双曲空间在单位球面内的一个模 
型.描述 h 直线， h 平面、 h 球面以及极限球面在此模型中的模样，并解释为什 
么一个 h 球面内蕴地与一个不同半径的欧氏球面相同. 




第 7 章环绕数与拓扑学 

在本章中我们将要研究一个简单但非常强大的概念一即一个环路绕一个 
点的次数.我们在第2章里已经看到，在理解多值函数时需要这个概念，下一章中 
我们还会看见，它在理解复积分时也会起同样关键的作用.然而，只有前两节（到 
(7.2) 式为止）才真正是研究复积分的前提条件，其余部分什么时候读都可以.如果 
急于要学积分学，完全可以跳过本章其余部分，以后再回来学习 ® 

7.1 环绕数 

7.1.1 定义 

顾名思义， 环绕数 v ( L ，0) 就是当点 z 沿一闭环路 L ， 按照其上已给定的方向， 
绕过原点一周时，由0到 z 的向量旋转的总次数，螺柱上的螺母可以很好地说明 
“净旋转”的 含意： 把螺母向这边拧几圈又反过来拧几圈，螺母最终离出发点的距 
离就可以度量它们的“净旋转 

图 7-1 画了 6个闭环，并且写出了相应的环绕数.可以从每条曲线上的随意一 
点开始,并用手指沿着曲线 移动： 先把环绕的圈数定为0,当此向量沿正向（逆时针 
方向）转了一圈就加1，沿负向（顺时针方向）转了一圈就减 1. 回到起点时的最终 
读数就是此环路的环绕数. 



图 7-1 


考虑环路绕一点 p 而不是原点旋转的环绕数时常是有用的，此数相应地记作 
v ( L , p ). 这时不考虑 z 的旋转周数而对 ( z - p ) 计算旋转周数.例如，图 7-1 下排中 

①但这不等于说前两节以后的材料不属于复分析的基本内容，而只是说它们对于理解积分理论并非不 
可少的前提，本书序言中“如何教这本书”里讲得很 清楚： 它们仍然是传统复分析课程不可少的部 
分.一译者注 
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图的阴影区域就是使 v ( L ， P ) # 0的 p 点所成的区域.请画出图中其他环路的阴影 
区域. 


7.1.2 “内”是什么意思？ 

如果一环路不自交，它就 是简单 环路，例如圆周、椭圆和三角形都是简单环路. 
然而简单环路实际上可以非常复杂[见习题 1]. 简单环路把平面分成两个集合，即 
其内部和外部，这件事看起来是清楚的，证明却很难.然而当环路并非简单时，例如 
图 7-2 那样，哪些点在其内，哪些在其外，却不是很明显的.环绕数的概念使我们能 
清晰地进行期望的区分. 



一个典型的环路，如图 7 -2上的 L ， 把平面分成好几个集合图上是4个). 
如果一点 P 在某一个集合中游荡，则认为环绕数 v(L,p) 恒为常数似乎是合情合理 
的.现在来验证一下. 

集中注意于 L 的一小段.当 2 沿它运行时， (z-p) 的旋转是连续依赖于 P 的， 
除非 p 穿过 L ®. 换句话说，当 p 稍微移动一点时，旋转角也只有少许变动.因为 L 
的环绕数就是在所有各段上的旋转角之和除以 2: r ， 所以它也连续依赖于 p 的 位置: 
若 P 稍微移动一下到汉则环绕数只会有微小的变动 [v(L,p)~ v(L,p)}. 但是环绕 
数的变动又一定是 整数,所 以它就必须为 0. 证毕. 

因为 L 绕中的每一点的周数都相同，所以对整个集合就可以指定一个 
环绕数％请验证图 7-2 中给出的％值是否正确. 

这样我们就可以定义所谓“内”就是那些使巧# 0的巧，而其余的巧则构成 
“外，，•故在图 7-2 上， A U D 3 是内 ， JD 2 U 是外. 

这个定义的“正确性”在下一章就可以看得很清楚. 

7.1.3 快速地求出环绕数 

在图 7-2 中我们是直接由定义来求出环绕 数的： 费劲地用手指（或眼睛）沿着 
曲线来计算旋转的周数.对于一个真正复杂的环路，这确实叫人头疼，我们现在要 
导出一个更快速更漂亮的方法来可视地算出环绕数. 


①考虑当 p 穿过 L 的一小段时旋转的性态. 
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如果一个点 r 在移动但不穿过环路则 v { K , t ) 为常数，但当此点确实穿过 
K 时会发生什么事？请看图 7-3. 最左方是一个点 r ， 它靠近环路 K ， K 还有一部 
分在图外没有画出来，设它绕过 r 的次数是〃(反 r ). 图 7-3 是一串分时图形，它表 
明 r 在接近 K ， 而 X 则变形以使点 r 不穿过自己，最后 r * 走到了 s , 而 K 继续变 
形把左方的缺口又封了起来. 



图 7-3 


因为这个动点一直没有穿过 X 环路，环绕数在整个过程中不会变化.但在最 
右方，重新封口的新环路可以看成是环路 K 和一个新的圆周 L 之并， L 上的方向 
也如图 7-3 所示.于是 

v(K ， r ) = v(K , s ) + v(L , s ) = v(K , 5 ) — 1 
=>v(K , s ) = v(K , r ) + 1 . 

假想我们在 r 处，而且在接近它时一直看着可以把这个结果表述为非常有用的 
穿越法则. 


如果尺上的方向是当穿越 K 时我们是从 K 的左侧走向右侧 
[从尺的右侧走向左侧]，则环绕数增加 1( 减少 1). (7.1) 

利用这个结果，哪怕是对最复杂的环路,要 找出％ 也变得难以置信地快捷、容 
易.请用图 7-2 试 一下. 从明显为 L 外的地方开始，然后利用（7.1)，每穿过 L 一次 
就加1或减 1. 

这个思想有一个直接的推论，即 
n = v { K , p ) 同由 p 发出的射线与 K 
的交点的数目之间有一种联系.设射线 
位于一般位置，即它不经过 K 的自交 
点，也不切于如果射线上的 g 点 
离 P 充分远，则 K 显然不会绕过 g ; 
当我们沿射线由 p 走到 g ， 环绕数应改 
变 n . 但环绕数只有在穿过 K 时才会 变化； 每穿过一次就变一个单位 （ B 卩+1或 
- 1). 所以射线与 K 至少相交 | n | 次.然而除了必然会有的 | n | 次穿越外，还可能有 

成对的穿越被抵消了.所以交点数一般应为 | n |，| n | + 2, | n | +4,等等.图 7-4 上对 
n = 2的情形画出了种种可能性，每一个交点上画了一个小圆圈 ㊉ 或©，视环绕数 
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为增或减而定. 

7.2 霍普夫映射度定理 

7.2.1 结果 

我们讨论了这样一个事实，固定一个环路而让点连续运动，则只在点穿越环路 
时环绕数才会改变.其实很清楚，对于固定的点和连续运动的环路同样的结果也必 
为真： 只有在演变中的环路穿过此点时环绕数才会变，而且仍按同样的穿越法则 
士 1. 这样，如果环路 K 连续变形为另一环路 L 而不穿过点 p ， 则 X 和 L 绕 p 的环 
绕数必相等. 

很自然地会问，其逆是否也 为真： 若 K 和 L 绕 p 相同多次，是否一定能把 K 
变形为 I 而不穿过 p ? 这肯定是一个更微妙的问题，但是画一画图，你就会被引导 
着相信它是真的.我们在本节中将要证实这一猜测，即证明以下 结论： 

环路 X 可以连续变形为另一环路 L 而不穿过点 p ， 

当且仅当 K 与 L 有同样的绕 p 的环绕数. （7.2) 

在下一章末尾，这将是理解复分析的中心结果之一的关键. 

(7.2) 中的结果是一个了不起的拓扑学事实的最简单的例子，这个事实称为霍 
普夫 ® 映射度定理， 它对任意维数空间都成立.在2维复平面上，点可以用封闭的 
1维曲线（即环路）来包围.在3维空间中，点则可以用封闭的2维曲面来包围.正 
如平面上的圆周只围绕圆心一次，空间中的球面也只围绕球心一次.比较一般的情 
况是，平面上的自交环路可以围绕某一点若干次，〃就是用来计算这个次数的.类 
似地, 可以定义一个一般的概念 （度 或映 射度） 来计算曲面围绕空间中某点的次数. 
霍普夫定理则指出，当且仅当这两个封闭曲面围绕 p 点同样多次时，一个封闭的曲 
面可以连续变形为另一个封闭的曲面，而不穿越点 p . 事实上，霍普夫定理更进一 
步指出，对于封闭的 n 维曲面围绕 （ n +1) 维空间中的点，这也是成立的！ 

7.2.2 环路作为圆周的映射* 

作为理解 (7.2) 的第一步，我们用一个新方法来看待环路.令 C 为一个单位圆 
周形状的橡皮圈.现在把 C 变形为我们希望的任意形状的环路 L . 在变形过程终 
结后， C 上每点都变成 L 上的某确定的点叫所以 L 就可以看作是 C 在一连续映 
射 L 下的象：切= L ( z ). 见图 7-5. 

当0由0变到 2: t 时 ， z = #在 C 上转了一周， w 则在 L 上转了一周， w 的长 
度 i ? 和角度屯都随0连续变动，写作 

w = C(e ie ) ^ R(0)e^ e \ 

① Heinz Hopf, 1894—1971, 瑞士数学家.——译者注 
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其中 R ( e ) 与 少( 0 )是 0 的连续函数.如有必要，可以将 L 旋转一下，以保证 C { e ie ) 
是一个正实数，所以可以设$(0) = 0. w 在回到出发点卜=之象）时经过的总 
旋转 ^>(2 jc ) = 2 nv . 

很清楚， w 的长度虽然在变动，但对于理解环绕数是不相干的，所以我们把 L 
上的每一点 w 都径向移到单位圆周上的 A 二点，这样摆脱了 w 的长度，而 
得到 L 的标准表示我们甚至可以把 L 逐渐变形为 f 上的目的地6的过程明 
显地表示出来.见图 7-6 a . 因为 ㈤ _是由 L 上的点 w 到其在 Z 上的目的地 A 
的复数，取分数&则此路径上相当于总行程的 s (0< s < 1) 处的点为 

C s { z ) = w -\- s(w — w ). (7.3) 

当 s 由0变到1时, C S { C ) 就逐渐地（而且可逆地）由 L 变成了 L 图 7-6 b 上对接 
近于1的一个 S 值画出了 C S ( C ). 最后还要注意一件显然的 事实： 在把 L 逐渐地 
径向拉到 Z 的过程中并未穿过原点 w = 0. 



这样抛开了 w 的长度，我们就来处理由单位圆周到标准化了的环路 Z 的映射 
£ 如下： 


^ = £( e ^) = e ^ (0) . (7.4) 

在此背景下，通常就去讨论产生 Z 的映射 Z 的度,而不去说 Z (或 L ) 的“环绕数” 
了.单个实函数 ^(6) 就完全地描述了映射 A 而图 7-7 表明怎样由 m 的图像直 
接读出无的度（即 t ;). 请费一点劲，确保自己已经很明白此图的意思.例如，当 z 
以单位速度绕 C 运行时，图像的斜率（包括符号）代表什么？ 
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7.2.3 解释 * 

Jv(z) = z v 是度为 V 的映射的原型，这时 翊= V0. 它的图像就是图 7-7 上 
的直线.当 z 以单位速度绕 C 一周时， A 也以速率卜 | 绕过上（即绕过 J v {z) 之象) 
整数圈，即绕单位圆周|叫次 [〃 〉0时为逆时针方向，^ < 0时为顺时针方向]. 

为了要弄清一个典型的环绕数为 r 的标准环路 Z 如何与原型环路又相联系， 
回到图 7-6 b , 那条环路的环绕数 v = 2. 把单位圆周设想为立体圆柱的边缘，再回 
想一下，环路其实是一条会自动收紧的橡皮圈，那么如果把让^放开时，它会怎么 
样？松弛的地方会被拉紧而 Z 会被自动地收缩为原型环路 J 2 . 可以把这个有说服 
力的想象的橡皮圈收缩为九的过程形式化，而证明 


任意的环绕数为 v 的 L 都可以连续变形为原型环 路上， 反过来也对. 

“拉紧松弛”的过程可以用描述£的0的图像来显式地加以描述.当 f 由0变 
到1时， 

= - $( 0 )] 

的图像会连续而且可逆地由一般的$之图像演变为原型的直线图像.图 7-7 中的 
虚线就是对某个接近于1的〖值的％之图像.定义 


C t ( e ie ) = e ^ e \ (7.5) 

则当 f 由0变到1时 4( C ) 连续而且可逆地由 i 演变为夂. 

上面给出的显式的两步变形[先作 （7.3) 再作 (7.5)] 就使我们能把任意的环绕 
数为 r 的环路变形为原型环路尤，而且不穿过原点.反过来，把这两步反过来作, 
也可把尤变形为任意的环绕数为1；的环路.这就可以证明 （7.2) 了， 因为如果 K 
与 L 有相同环绕数％我们可以把 X 变形为夂， 再把尤 变形为 L . 


7.3 多项式与辐角原理 

令 A，C 为由定点 a ， 6, C 到动点 2 的复数.图 7-8 画了一个圆周 r 及其在 
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三次映射 


f ( z ) = (z — a)(z — b)(z — c ) = ABC 

下的象 /( r ). 注意， r 包围了映射的三个零点中的两个，而 /( r ) 关于 o 的环绕数 
也是 2. 这并非偶然的.因为当我们把复数相乘时，其角度会相加，所以 ABC 所转 
过的周数等于 a ， b 与 c 分别转过的周数之和.但当 z 绕 r 一周后，4和 b 都各 
自转了一整周，而 c 的方向只是摆动了一下，而没有转整周，这样 v[f(r),o}=2. 



如果我们把 r 放大，使得也把 c 点围起来，则 c 也会转一整周，所以环绕数会 
增加到 3. 从而 r 之内被映到0的点数再次等于象绕过0的环绕数. 

显然这个结果与 r 是一个圆周并无关系，而且它可以推广到任意次多项式 
P{z), 而有： 若一简单环路 r 一次包围了 P(z) 的 m 个根，则 v[P{T) : 0}=m. 

根只不过是0的原象，而从几何观点看来，0作为特定的象点也没有特殊之处. 
所以我们以下会关注一般点 P 的原象，而称之为此映射的 p - 点. 

辐角原理是 以上结果的一个极为广泛的推广，它不仅可以用于一般的解析映 
射，而且还包含了环绕数可以给出原象点的数目这样的逆 命题： 

若 f{z) 在一个简单环路 r 的内域即在 r 上均为解析， 而 n 为 
r 内域 中的尹 点数目[按重数计]，则 iv = i / [/( r ) ， 外 (7.6) 

“ 均按重数计” 这句话的意思将在下一节解释. 

我们想要强调 的是： 这个结果与本书前面的思考中起中心作用的共形性，只是 
在外表上有关.事实上，辐角原理是一个更广泛的 拓扑学 事实的推论，而这个事实 
只要是连续的映射都可以应用.因此,我们的主要精力将用于理解这个一般的结果 
(归功于庞加莱)，辐角原理只是它的特例而已. 

7.4 _个拓扑辐角原理* 

7.4.1 用代数方法来数原象个数 

甚至在图 7-8 那种最简单的情况我们就已看到，在计算原象个数时需要小心. 
如果我们把根6移动趋向根 a 时, 0在 r 之内仍有两个原象， r 之象仍然绕0两周. 
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然而，当 ㈣达 a 时,看起来就只有一个0点在 r 之内了（即 a 点)，尽管 /(r) 仍然 
绕 0 两周.所以，如果希望 (7.6) 式仍成立， a 就必须算两次. 

从代数上说，解决的方法 在于： 现在 a 是一个“二重根”， /( Z ) 的因式分解形式 
f ( z ) = ABC = A 2 C 含有 A = ( z - a ) 的 平方. 更一 般地, 若一多项式的因式分解含 
有(但不含 A 的更高次幂）为因子，我们就说 a 是代数重数为 n 的根,而在 (7.6) 
中 a 要按此重数算作 n 个 0 点. 

当 n 〉1时, a 还有进一步的含意，即它为多项式的临界点.在三次映射/(0 = 
ABC 中，令 a , 6, c 为实数,从而/ ㈤ 在实轴上取实值.图 7-9 的左图就是这时/的 
通常的图像.当6趋向 a 时, ci 处的斜率被迫减少，而最后当6到达 a 时变为零. 



一般来说，当多项式有两个或多个根重合时，导数（现在是伸扭）为零的情况一 
定会发生.再看图 7-9, 若 f \ a ) ^ 0,图像在 a 处不是平坦的，而 a 附近没有其他点 
会被映到0;但是当6在接近于 a 的时候，我们仍然坚持这一点.当我们进到复平 
面 C 以后，仍然会有基本上相同的事发生，因为若 f ( a ) ^ 0,则以 a 为中心的无穷 
小圆盘将被伸扭为以0为中心的无穷小圆盘，使得接近于 a 的所有其他点都不会 
被映到 0. 

这个结论可以加以精确化.若多项式 P(z) 的根 a 之重数为 n ， 则 P 可以因式 
分解为而 0( a ) ^ 0. 由简单的计算可知 P 的前 （n - 1) 阶导数均在 a 为 
零，但 n 阶导数不然[练习]，所以 a 至少是 ( n -1) 阶临界点.我们马上就会看到阶 
数确为 ( n -1). 

我们下一步要设法把“按代数重数”来计算原象个数的想法推广到一般的解析 
映射.设 a 为解析映射/⑷的一个 p •点，即为 f(z)-p 的一个0点，那么 a 这个 
“根”的代数重数是什么？ /⑷恒可在一个非奇异点的邻域用收敛的泰勒级数来表 
示' 正是因为这个事实，这个问题完全可以回答.故若 △ = (z - a ) 是由 a 到一个 
邻近的 z 点的复数，可以写出 

/(z)-p = /(a + A)-/(a) = ^A + ^A 2 + .... 

右方第一个非零项就是决定 f{z) - p 的局部性态的一项，同时也就决定了 a 的重 
数应该是什么.典型的情况 是：若 a 不是临界点 [ f ( a ) ^ 0], 这时 f(z)-p 的局部 


①这是 9.2.2 节的主要结论.——译者注 
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性态应与 △ 的一次幂一样，这时我们就说 a 是 /( z ) -p 的单根 (简单0点或/(^) 
的简单 P - 点)，其重数为 1. 

现在考虑 a 为临界点这个比较少见的情况，如果临界点的阶数为 （ n - 1)， 则 
/ ( n ) 是第一个在 a 点不为零的导数，这时起决定作用的第1项与成比例，我们 
就相应地定义 a 的代 数重数 ^为 n . 当 / ㈤ ⑷ 是第一个在 a 点不为 0 的导数时，如 
果记 


这个定义与对于多项式的代数重数的定义之类比就跳到台面上来了.前面的等式 
现在可以写为“已分解为因式”的 形式： 


f ( z ) -p = n ( z ) A n , (7.7) 

其中 fi ( a ) ^ 0. 从这个观点来看，一个一般的解析映射和多项式之间仅有的区别就 
在于，后者有一个“处处管用”的分解，而前者则在每一个尹点的邻域中各有互不 
相同的 （7.7) 那样的因式分解. 

7.4.2 用几何方法来数原象个数 

回想一下，我们是希望把 （7.6) 解释为一个一般结果的特例，而这个结果讨论 
的是仅为连续的映射.但是因为代数重数概念本身对这种一般映射没有意义，哪怕 
只是给出 （7.6) 那种类型命题的框架，又怎么能做到呢？ 

现在需要的是一种计数原象点数的几何途径，而且在限于解析映射时要与前面 
的代数定义一_致.所以要想找到一个适当的定义，就需要回到解析映射去，而且问 
一问：“一个具有已给代数重数的 p •点的 几何指 纹是什 么？” 

考虑解析的/在一个 以简单 p - 点( X 为中心的无穷小圆周 C a 上的效果.因为 
f ，( a ) 妾 Q ， C a 就被伸扭为以 p 为中心的无穷小圆周.我们看到，这时象点绕 p 的环 
绕数 （+1) 正是 a 的代数重数.其实，一般 地有： 若代数重数为 n ， 则象点的环绕数 
也是 n . 环绕数就是我们想要 的几何 指纹. 

为了证明这个命题，请记住/在 a 附近的局部性态是由 （7.7) 式给出的： 

fi z ) = /(« + △) = p + f 2(2：) A n , 

这里叫 a ) # 0. 因此基本的解释就在于， 当 A 沿 C a 转一周时，的旋转要快到 
n 倍，所以/卜）绕 p 转了 n 周.如果^是一常数，这样处理自然无可指责，而现在 
只要稍作计算就可证明，即使令 f ] 是变动的，也不会干扰这个 结论： 

^[f(C a ),p] = v[f(C a ) —P ， 0] = V[A n n(C a ) ， 0] 

= 7W[A ， 0] + v[fi(C a ) ， 0]. (7.8) 


①也称为 a 的阶或价. 
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当把 C a 向 a 压缩时 ft { C a ) 也向 D ⑷压缩，但因 D ⑷# 0,这就意味着一个充分 
小的 C a 的象总不会绕着0 转： Wf2(C a ),0] = 0. 因为 ^[A,0] = 1, 我们就可以得出 
r[/(C a ),p] = n. 证毕. 

现在我们可以扩大视野并用上面的想法来定义映射 /i(z) 的“重数”，现在的 
h ( z ) 不一定是解析的，但至少是连续的.如若 /ib) 是连续的，而且其^点是孤立 
的，则以下的作法是成立的$令 r a 是绕过 a 的简单环路，但其内没有其他 p •点. 
图 7-lop 出了这样一个环路以及其他的 p •点，如 6， c , 等等.如果我们让 r a 连续 
变形为 f a (而且在此过程中不越过 d 和其他点)，则 h ( T a ) 也会连续变形为 h ( T a ) 
而且不越过 p 点，这样 

v [ h ( f a ), p ] = v [ h ( T a ), p ]. 

于是我们不需进一步弄清 r a 是什么而可以无疑义地定义 a 的拓扑重数 ® 为 

v ( a ) = v [ h ( T a ), p \. 

对于图 7-10 上的映射，我们看到 < a ) = -2. 如果/^恰好又是解析的, a 就应该还有 
代数重数 n, 但是通过把 r a 变形为无穷小圆周 C a , 这两种重数是相 同的： = n . 



图 7-10 


7.4.3 解析函数在拓扑上有何特殊 

从几何观点来看，共形映射（解析映射）比起仅为连续的映射，在构造上要无比 
丰富.然而从拓扑重数的观点来看，则只有很少的区别，下面是最引人注目的区别 
之一： 

对于解析函数，恒正，而对非解析函数，它还可能为负. 

例如图 7-10 中的映射就不可能是解析的.对于解析 函数以 a) 为正已经得证，所以 
我们只需要仔细地看一下非解析函数具有负重数的可能性. 

① 这一段与原书有区别.实际上，若仅要求/I⑷连续则下面讲的 r a 与 f a 都可能作不出来.例如， 

令 h(z) = — 1， P 为0,它当然是连续的，但它 p 0点集合是圆周 \z\ = l . Z = 1 是它的一个 

0点，但是不是孤立的，容易 看到. 这时 r 0 和 f 0 只要比较小，一定与某个0点相遇，因而 
下面的作法不能用，作者也意识到这一点，因此在讨论下面的 （7.10) 式时规定了 r 内只有有限 
个 p •点.-译者注 

② 也称为/I在 a 点的局部拓扑度. 
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因为一般的连续映射的性态可以非常狂野，所以我们仅限于在实意义下可微的 
非解析函数.例如， 考虑 h ( z ) = z , p 的唯一原象是 a = p , 而任一个绕 a 的简单环 
路 r a 都被/1反射为按反方向绕 p —周的环路,所以〃 ( a ) 二 -1. 

一般地说，回忆一下，我们已说过[见 4.8.2 节]包含这样一个可微的非解析映 
射在内的线性映射在 P 点 a 的附近的 性态： （在经平移到 p 后）是在某个方向上按 
因子伸缩，再在与此方向垂直的方向上按 因子％ 伸缩，最后再旋转一个角 0 a . 
例如,对上述共轭映射，^ = +1( 第一个方向取为水平方向)，％ = - l ,0 a = O . 当然， 
只是因为 h{x + iy ) = x — iy 是线性映射,所以这些值才与 a 无关，对于绝大多数映 
射,它们都依赖于 a . 

一个以 a 为中心的无穷小圆周一般地被变形为一个以 p 为中心的无穷小椭圆 
E p , 如果两个伸缩因子^与 r ? a 符号相同，这个映射将 要保持方向， 而象点走过五 p 
的方向与原象点走过 C a 的方向相同，而〃 ( a ) = +1. 但若 U 与 Va 符号相反，则此 
映 射反转方向， t ;( a ) = -1. 前面的共轭映射即属此种类型.总之，我们有 

以⑷= (€ a r / a ) 的符号. 


在 a 点的局部线性变换是由雅可比矩阵 J ( a ) 来记录其信息的，我们可以用它 
的行列式 det [ J ( a )] 来给拓扑重数一个更实用的公式.从线性代数我们知道，一个 
常数元的2 x 2矩阵的行列式给出了被伸缩的图形的面积伸缩的因子（其符号表示 
方向是否改变).与此相似， det [ J ⑷]则表示在 a 点的面积的局部伸缩因子，而且它 
正是这样 

⑷= det [ J ( a )] 的符号. （7.9) 

当然，若 det [ J ⑷= 0]，这个公式就是“空的”.在几何上这表示在 a 点有局部 
的坍缩，和在解析映射情况一样，这个地方称为临界点.然而,一个解析函数在临界 
点上的局部坍缩在各个方向上都是对称的，对于现在考虑的更一般的映射就不一样 
了. 例如，若 /(x +❼）= x - ❼ 3 ,贝 lj det [*/] = -3 y 2 [练习]，所以，虽然/把点在水 
平方向上的间隔保留不动，由于垂直方向的坍缩的结果，却使实轴上的所有点都是 
临界点. 

还可以用这个例子来说明另一个 区别： 

一个解析映射的临界点可以纯粹用其拓扑重数为基础而加以区 
别，非解析映射的临界点则不可能这样作. 

对于解析函数我们已看到= +1当且仅当 a 不是临界点.对于非解析情况，当 
a 非临界点时幻⑷=±1，但当 a 是临界点时，仍然可能 r ⑷=+1或 -1. 事实上， 
可以用上例来验证，对于临界点或非临界点都有= -1 [练 习]. 

最后还有一个 区别： 


对于解析映射， v { a ) 从不为零,但对于非解析映射，它可以为零. 
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我们将在下一小节给出一个具有零拓扑重数的非解析映射之例.你能自己想出一 
个例子吗？ 

7.4.4 拓扑辐角原理 

令 r 为一简单环路，为一连续映射且在 r 之内域仅有有限多个 p ■点.我 
们要证明 


在 r 的内域的 p •点的总数（每个 p - 点均按其拓扑重数计算）等 
于 h{T ) 绕 p 的环绕数. (7.10) 

如果^是解析的， (7.10) 就变成了 (7.6), 本章其余部分就致力于挖掘并且拓展这个 
简单然而很深刻的结果 ® 

在解释 （7.10) 的意义之前，我们先来介绍它的一个直接推论.正如图 7-2 所示， 
h ( T ) 一 般会把 W 平面分成几个集合，而 （7.10) 指出， A 中各个点的位于 r 内的原 
象点的数目都是相同的，例如说记为心.比方说，如果 / i ( r ) 是一简单环路，则它把 
w 平面恰好分成两个集合,即其“内”与“外”.如果 P 在“内”，则此结果指出，在 r 
内的 p 点的数目为 1. 但若 ft 是解析的，这些^•点必有严格为正的重数，所以 / i ( r ) 
之每个内点，恰有1个原象，换言之，我们证明了所 谓达布 ® 定理： 

若一解析函数 / i ( z ) 把 r ——地映为 / i ( r ), 则它也把 r 的内域 
一一地映到 h{Y) 的整个内域中. 



点 a ， b ， c . 其余 P 点则分散在 r 的外域中.基本的思想是，可以逐渐地把 r 变形为 
在/?，7两点连 g 起来的环路 a 0 7 5 7 /3 a (图 7-11 上用虚线表示，请注意其箭头)，我 
们称此环路为 f . 因为在变形过程中没有碰到任何一个点，所以转到 p 所在的 w 
平面上， wn 绕过 p 的次数和 / i ( r ) 绕过 p 的次数一样.余下要做的事就几乎是显 

① 若用向量场来解释（第10章将做这件事)，这个结果是理解一个非常惊人非常美丽的结果的关键， 
这个结果称为庞 加莱-霍普夫定理. 

② Jean Gaston Darboux , 1842 一 1917，法国数学家. - 译者注 
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然的了 ： f 是由 r a = a /3 a ， r b = /?7/3和 r c = 7 5 7 构成的，它们的象绕 p 的次数 
按定义正是 a , fc , c 的拓扑重数. 

我们还是把这个细节像念经似地念上一番，尽管这可能是不必 要的： 令 K 为 
一路径，它可能不是闭的，用 n { K ) 来记当2沿 K 走一圈时/ I ⑷绕 p 旋转的总角 
度.举例来说，如果 if 是封闭的，则 7 Z ( K ) = 2 jw [ h ( K ) , p}. 于是 

2 m ; [h ( r ) , p ] = 2nv /i ( r ) , p = TZ (ap^ySjPa) 

= 尺 ( a /3) + n { Pi )^ n { 1 5) + n {5 1 ) + n ( 7 /?) + n ( pa ) 

=TZ (a/3a) + TZ (/? 7 / 3 ) + TZ ( 7 ^ 7 ) 

= TZ(T a )^n(T b ) + n(T c ) 

= 2 jt [v (a) + v (b) -h v (c)]. 

这个思想显然可以推广到 r 内有任意多个 R 点 a 1? a 2 等的 情况： 

( r ), p ] = Y ^ v ( a j )^ (对 r 内的 p •点 ％求 和). (7.11) 

7.4.5 两个例子 

我们立刻就用两个具体例子来说明以上的结果 ： 

h{x + iy) = x + i\y\ . 

同前面擀面片的类比[见 4.8.1] 来说,这个映射就相当于把一张面皮沿实轴打折 ，把 
下半张翻过来放到上半张的上面，若 lm ( p ) > 0,这个 p 就有两个原象 ： ai = p , a 2 = 
负图 7-12 表明 v { ai ) = + l ， t ；( a2 ) = — 1，而若 r 包含了 句和 2 ,则 v ( h ( T ), p ) = 0, 均 
与 (7.11) 一致. 


X 


图 7-12 

一般说来， v [ h ( r ), p ] = 0 只不过表示， 或者 p 在 r 内没有原象， 或者虽 有原象 
但它们的重数互相抵消，如本例就是.然而，若/为解析的且 〃[/( r )， P ] = 0 ,结论是 
很确定的，只有一个可能性••在 r 内没有原象.我们以后还要回到很重要的这一点. 

回到本例，注意， 若 P = x 为实，则只有一个原象，即 X ，而且 v ( X ) = 0 . 我们 
可以用一个巧妙的方法来看待它：当我们把 P 移动向 x 时，它的两个原象^和 2 
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也移向 X ,当它们最终在 X 处融合时，它们的反号的重数就抵消了.我们在前面已 
经指出， 只有对 非解析映射，才会有这种为零的重数. 

图 7-13 是一个更精巧的 例子： 对一单位圆盘的面片作三阶段的变换丑，而总 
使其边缘 r (单位圆周） 不变： H(T) = T. 三个阶段如下 ： （ A) 把位于左上图圆盘中 
用虚线圆周画出的浅灰色一片拉起来成一顶“帽子”的帽顶，虚线外取一部分（环 
形，深灰色）竖起来成圆柱形的帽沿（右上 图)； （ B) 把“帽”顶部分径向拉伸成一个 
半径大于1的的圆盘（右下 图)； （ C ) 把它压平，即把每一点都垂直投影到平面上（左 
下图). 



图 7-13 


如果在左下图的象平面上取一点，则在原来的圆盘中的原象点的个数（质朴而 
不加修饰地看)，就是在 p 的上方面片的层数，并在左下图用深浅不同的颜色来表 
示 层数： 浅灰色即帽顶靠内的一部分是 一层； 深灰色即帽顶超过半径1的部分是 
二层 (有一层来自帽沿)，黑环 是三层 (分别来自帽顶、帽沿和原来没有被竖起来的部 
分).务必把这一点看清楚. 

现在来验证 （7.11) 式.例如，若 p 在深灰色的外环中，[丑 ( r )， p ] = v[T,p]=0, 
可以看到这些点的原象点之重数之和为 ◦. 在左上平面上围着这两个原象点各作一 
个小环路,看一下在映射之下这两个小环路方向是否变化就能 证实： 一个原象点之 
重数为1，另一个则为 -1. 

对于位于内部浅灰色圆盘与中间黑色圆环中的 p 点，请自行验证 （7.11) 仍成 
立. 

7.5 鲁歇定理 

T .5.1 结果 

假想你在公园围绕一棵树蹓狗，你和狗最后都回到了原地.再想象你用一根系 
狗绳拉着狗，而这根系狗绳的长度可以改变（好像一个有弹簧的钢卷尺那样).如果 
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在这样一次蹓狗时,你把系狗绳弄短一点，让狗紧跟着你，这时很清楚，你绕树走了 
多少圈，狗一定也绕树走那么多圈.下一次蹓狗时,你把系狗绳放长一点,狗就可以 
又跑又跳，甚至绕着你打转.然而只 要系狗绳仍然够短,使狗走不到树跟前， 狗绕树 
的圈数仍然和你绕树的圈数一样. 

令树为 c 的原点，并令你走的路径是当 z 绕一闭环路 r 时的某个映射/的象 
/( r )， 所以你的位置就是/⑷.同样，由你到狗的复数（即向量）也由 2 决定而为 2 
在另一映射9下之象咖) • 这样,狗的位置（即由原点到狗的向量）应为 
系狗绳的长度让狗走不到树跟前这个要求 就是： 在 r 上 

I 咖 )1 < I/WI. 

在这些条件下，由前一段的结果有 

W (/ + ")( r )， o ]= W /( r ) ， 0 ]. 

而由辐角原理即有 

若在 r 上|分(4 < |/⑷|,则在 r 内（/ +分）与/零点个数相同. 

这就是鲁歇 ® 定理. 

请注意 \ g ( z )\ < \ f ( z )\ 是 f + g 与 f 有相同个数的根的充分条件，但不是必要 
条件. 考虑 g ( z ) = 2 f ( z ) 就得到一个例子. 

7.5.2 代数的基本定理 

代数的基定本定理是鲁歇定理的一个经典的例证.这定理指出 n 次多项式 
P ( z ) = z n -h Az n ~ x + Bz n ~ 2 + . • • + 五 

恒有 n 个根.基本的解释很简 单：若 ㈤ 很大， P ⑷的第一项在决定 P ⑷的性态 
上占优，因此一个充分大的以原点为中心的圆周 C 之象必定绕原点 n 周； 由辐角 
原理即知 P ( z ) 在 C 之内域必有 n 个根. 

鲁歇定理只不过是把上述的基本解释精确化了.记的首项为 /(2 ) = ”, 
p { z ) 的其余各项之和为 g ( z ), 于是 f g = P . 令 C 为圆周 | z | = 1 + \ A \ + \ B \ -H 
• • _ + I 五 |. 利用在 (7 上有 | Z | > 1这一事实，不难证明在 C 上有 \ g ( z )\ < 1/001 [练 
习]，又因/⑷在 C 内有 n 个根（全在原点处)，鲁歇定理说 P 在 C 内也有 n 个根. 

注意，我们不仅是证实了有 n 个根存在，而且也把它们的位置范围圈定 了：它 
们一定都在 C 内，在习题中还会看到鲁歇定理是如何常用于获取方程的根的位置 
的更精确的信息. 

① Eugene Rouche , 1832 一 1910,法国数学家.-译者注. 
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7.5.3 布劳威尔不动点定理 * 

在一杯咖啡上面洒一些滑石粉然后轻轻搅动.滑石粉的小白点就会旋转起来而 
最终又停下来了，原来在 ％ 处的一小粒滑石粉停下来的位置记作 g ( z ). 如果用一种 
很匀称的方式轻轻搅动咖啡，那么，位于杯子中心的滑石粉颗粒是不动的，它的最 
终的位置也就是它的最初的位置.像这种使得 z 的地方就叫做〃的 不动点 • 
现在用一种真正很复杂的方式去搅动咖啡，然后又让它停下，有一件事看来 
令人难以 相信： 那就是至少有一个小颗粒恰好停在它出发的位置！这就是 布劳威 
尔®不动点定理 的一个例子，这定理断言， 由一圆盘到其自身的连续映射必有不动 
点.习题 15中将要证明它成立，而当前我们则只证明一个稍有不同的、条件稍强 
的 结果： 若一圆盘被一连续映射映入其内域，则必有不动点，而且最多有有限多 
个不动点. 

令此圆盘为 D :\ z \^ l , 所谓“映入其内域”这个条件就是，对 D 中一切 z 点， 
|^)| < 1，令 m ( z ) 表示 z 点在此映射下的运动，即连接 z 到的 复数： 

m ( z ) = g ( z ) - 2 ：. 

不动点就是“没有运 动”： m { z ) = 0.令 /( z ) 二 - z . 在 D 的边缘（即单位圆周）上， 
有 

| 咖 )| <1 = |/⑷|, 

故鲁歇定理指出， m ( z ) = g { z ) + f ( z ) 4 D 之内域的根的数目与/在 D 内的根的 
数目一样，即只有一个. 

如果9仅为连续的，其实可以有几个不动点，其中有一些重数必定为负，而若 
g 为解析的，则容易确定根的 数目： 只有一个. 

7.6 最大值与最小值 

7.6.1 最大模原理 

再看一下图 7-13 中的非解析映射丑，并请注意圆盘的象“溢出” 了边缘 之象: 
即原来在 r 内域的点停止在 F ( r ) 外域的深灰色环中.本小节的中心关注点 是：在 
解析映射情况下，这种溢出是不可 能的： 

若/在一简单环路 r 上为解析的，则 /( r ) 之外的点均不可能 
在 r 内域有原象. （7.12) 

现在来问为什么.辐角原理告诉我们，位于 r 内的&点的重数 v ( aj ) 的和是 
v [ f ( r )^ p \. 若 p 在 /( r ) 之夕卜，则由定义 v [ f ( r ), p \ = o . 但是因为对于解析函数, 

① Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881 — 1996, 荷兰数学家. - 译者注 
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+ j ) 严格为正，由此可知 /( r ) 之外的点不可能在 r 内有原象.另一方面， 若 p 位 
于 /( r ) 之内，则 〃[/( r )， P ] # 0 ,所以在 r 内至少有一个原象.[与 （ 7 . 12 ) 只讲解析映 
射不同，这一点对于非解析映射也成立 .j 

图 7 - 1 4 画出了一个解析的/把 r 内的有阴影的内域严格地映到 /( r ) 的有阴 
影的内域中，因为 /( r ) 绕颜色较深的区域 2 次,其中之点必在 r 内域有两个原象， 
我们可以设想这是由于两个浅色阴影区域（每个浅色阴影区域中各有一个原象）互 
相重迭而来. 

由图 7 -13中映射丑造成的“溢出”现象还有一个方面，即被映到离原点最远 
处的4即使模 \ h ( z )\ 最大的 z 点）位于 r 内，反过来说，对于解析的/不发生溢 
出就意味着 

若/在一区域内解析 '则 \ f ( z )\ 之最大值®必在区域的边界点 
上达到，而不可能在内点达到. 

这就是 最大模原理， 在图 7-1 4 中画出 了它： \ f ( z )\ 的最大值 | r | = 1 / ⑷ I ，这里 f 在 
r 上. 



图 7-14 


这个结果说明了，唯一的“例外，，情况是平凡的解析映射^ ^ const., 因为它把 
所有点都映到同样的单一 象点. 把这件事用比较正面的话来说 就是： 若我们知道解 
析映射/的|/|在一内点达到最大值，则/(幻 = const. 

作为一个简单例子，考虑以下问题.令 B(z) 为由 z 到某个正方形的 4 个顶点 
ci ， fc ， c,d 的距离之积.若 2 ：在正方形内部或边上， B(z) 在何处达到最大值？如果猜 
想在正方形中心达到最大值，这个想法肯定是诱人的，但是错了，这是因为= 
\(z - a)(z - b)(z - c){z - d)\ 是一个解析映射的模，其最大值必在正方形边上某点 
达到. 其确切的位置只需用一点普通的微积分即可求出[练 习]. 

回到理论问题上，回忆一下第 2 章的知识，只要把 z 点从复平面垂直向上提升 
到高度 1/⑷ I 处就可以得到/的“模曲面”了.看一看这个曲面在 r 及其内域的 

① 且不恒为一常数.——译者注 

② 如果有最大值存在的话.——译者注 
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上方的那一部分，上面的结果说的就是：最高点总在边界上方而不会在 r 的内域某 
点的上方. 

虽然高度的绝对最大值总是在边界上出现，但是在内点 a 处，|/|会不会有局 
部的最大值（即通常微积分教本中讲的极大值)，就是说模曲面会不会在 a 点有一 
个山峰？不会！因为如果我们围绕着 a 点作一个小的环路7,并且把模曲面在7内 
域上方的那一部分切下来，则最髙点就不在这一部分的边界7上了.这样，模曲面 
连山峰也不会有.在习题中还研究了模曲面的其他方面. 

可以用图 7-14 来重新解释局部极大也不会出现.辐角原理告诉我们，7既然 
包围了 a 点，/(7)至少要绕过 A = /( a ) —次.这就使我们清楚地看到7上一定有 
这样的点，其象点（在/( 7 )上）离原点比4离原点更远.更加形式地说（请参看图 
7-4), 由4点（即图 7-4 上的 p 点）发出的任意射线，必与/(7)相交.我们就选由 
A 点发出的直接背离原点的射线,它与/(7)的交点可以保证离原点比 A 离原点更 
远.所以|/|也不会有局部最大值. 

7.6.2 相关的结果 

正如图 7-14 所画的那样，最大模原理仅是可以由 （7.12) 得出的几个结果之一. 
例如，如果在 r 内域没有 0 点，即没有使 \ f { z )\=0 之点，则在右图的 W 平面上离 
原点最近的 Q 点（即 \ f ( z )\ 取最小值的点）也必定是边界 r 上某点 g 之象.这很 
自然地称为 最小模定理. 

所以，如果我们把模曲面在 r 及其内域上方的一块切下来,最低点也总在边界 
上，除非此曲面在/的一个内域0点处真正触到了复平面.用同样方法,此曲面除 
在0点处以外，不会再有凹点[即|/|的局部最小值]. 

和前面一样,所有这些事唯一的“例外”是映射 z H const ； 因为这时每一点都 
给1/1以最小值（其实是它的唯一值).这样，如果我们知道如果1/1在一个内点达 
到了正的最小值，则 /( Z ) = const . 

如果/ = u +如 是解析的，则由第5章习题已知， w 和 t ; 自动为 “调 和的”，我 
们将在第11章看到，这意味着这些函数将与众多物理现象有密切 联系： 稍微举几 
个,如热流、静电学和流体动力学等.所以，非常值得注意的是，图 7-14 还 表明 ： u 
和 r 也服从这样的原理，即它们的最大值和最小值只能在 r 上达到，而决不能在 r 
内达到. 和前面一样，如果一个调和函数在一内点处达到最大值或最小值,它必定 
为常数. 


7.7 施瓦茨-皮克 引理# 

7.7.1 施瓦茨引理 


想一下非欧几何的庞加莱模型，我们在第6章就已看到以下形式的默比乌斯 
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变换 


Mt{z) = e^M a (z) (7.13) 

az — 1 v y 

所起的特殊的作用，这里 a 是单位圆盘内的一点.单位圆盘的这些一一映射是刚性 
运动，因为它们保持非欧距离. 

本节中除了给出刘维尔@定理的一个插曲以外，还将把第6章里开始的工作继 
续下去，即展示在非欧几何和共形映射之间的美丽的先天存在的和谐性.这两个学 
科似乎有“灵犀一点”之通的第一个新证据就是下面的 命题： 

双曲平面的刚性运动仅有单位圆盘到其自身的解析映射一种. （ 7.14) 

从单位圆盘到其自身的其他解析映射当然有许多种，但是由 （7.14) 知，它们都 
不会是一对一的.举例来说，映单位圆盘为其自身但是它是三对一的. 

注意， 这个结果可以证明我们以前在讲到黎曼映射定理（见第 3 章 3.9.4 节） 时 
宣布了的一 件事. 那里我们说，单位圆盘的自同构有多少，则由一个区域到另一个 
区域的解析映射就有 多少. 我们已经知道，单位圆盘的自同构中包含了默比乌斯映 
射的一个 3 参数族，现在 （ 7.14) 则告诉我们，除此以外再也没有其他自同构了. 

为了验证 （ 7.14 )， 我们要先证明一个有重要意义的引理，这个引理归功于施瓦 
茨，称为施瓦茨引理. 

若单位圆盘到其自身的解析映射保持中心不动，则或者每个内 
点都移得更靠近中心，或者此映射就是简单的旋转. 

f(z) = z 2 这个例子表明，即使令边界点到圆心的距离不变，该映射也会是旋转.但 
是对此映射，内点 z , 即 ㈤ < 1，使 \f(z)\ = |^| 2 < |^|,即内点的象点离圆心更近，而 
与此结果相符合，施瓦茨引理的证明如下. 

令/为将单位圆盘映到其自身且保持中心不动的解析映射，所以在单位圆盘 
上，|/⑷ | < 1且/⑼二0 • 我们希望证明，或者在内点 >| < 1处|/⑷ | < |4或者 

f(z) = e 坤 z. 为了证明这一点，考虑 F(z) = 我们已经在 5.5.2 节中指出，幂级 
数必定是可微的，因而一定是解析的.反过来,那里还指出，解析函数一定可以展开 
为幂级数，这样，解析性与可以展开为幂级数是等价的.虽然最后这一步将在 9.2.2 
节中证明，但我们现在就先来应用它，并且知道 /( Z ) 必可在单位圆盘 >| < 1中写 
成一个收敛的幂级数 /( z ) = c 0 + Cl z + c 2 z 2 +…，而由/(0) = 0知道 c 0 = 0 .从而 
至少在0 < | z | < 1处 F(z) = Cl + c 2 z + c 3 z 2 + … ，但是，此式右方作为一个幂级 
数，其收敛半径至少是 1. 所以从表面上看 f{z)/z 似乎在 z = 0 处无定义，实际上 
正如微积分中的“定未定式” 一样,可以用此幂级数作为 /( z )/ Z 在整个单位圆盘上 


① Joseph Liouville, 1809 一 1882, 法国数学家 . 


译者注 
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的定义而知 F(z) = f{z)/z 在 M < 1中为解析函数' 而且 F (0) = Cl = f (0) .现 
在，在 | Z | < r < 1中对 F{z) 应用上面讲的最大模原理，即有 

|F(z)| <max|F(z)| = ma^[^^ N ] =^. 

\ z\=r \ z\=r V I z l / r 


令 r -> 1 就有： 在 H 彡 1 中 F { z ) = f ( z )/ z 适合 




如果在这里等号不成立，就有 

\ F ( z )\ < | z |, 如果 ◦ < 卜| < 1; 

\Fm = \rm<i. 

如果在这里等号成立了，则说明在 Z 这个内点 F ( z ) 达到了最大值，而有 


F(z) — c. 

很明显 | c | < 1. 因为若 | c | 〉1,则当 Z 兴0时有/⑻= C Z 且一定可以使 |/卜)| 
在某点大于1，这就违背了 /映单位圆盘到其自身的假设.若 | c | < 1，则又回到 
了上面的情况，即 | F ( z )| = 1，而 | F | 在 z 达到了最大值.所以一定有 | c | = 1 ,即 
f ( z ) = e ^ z . 总之我们有两个可 能性： 

(i) |/(z)|<|4 如果 0<M<1; |尸⑼ |<1. 

(ii) f(z) = e^z. 

于是，施瓦茨引理得证. 

图 7-15 是对这个结果的解释.如果/不是一个旋转，则像 K 这样的圆周上的 
每一点 z 都被扭曲到严格位于 K 之内部的 w = /(4点，而有阴影的区域就被压 
缩，如右图所示.如果把 K 向原点压缩，/将把 K 伸扭为另一个较小的以原点为中 
心的无穷小圆周.所以/在原点的伸缩比必小于 1. 只是在旋转的情况下， | f (0)| 才 
会等于 1. 

现在可以回到命题 (7.14) 的证明.如同施瓦茨引理的情况一样，先设/使圆心 
不动，但取/为一对一的，使它有一个合理定义的解析逆/- 1 ,也把单位圆盘映为 
自身而且使圆心不动.由施瓦茨引理，/把内点 p 映射到一点使其到圆心的距离 
不比 p 到圆心更远.但是广 1 也要服从施瓦茨引理,所以 : p = r 1 ⑷离圆心的距离 
不比 g 离圆心更远.这两个要求只有当 kl = l /( p)l = \ p \ 时才能相容.这样/必须 
是一个旋转，这是 (7.13) 类型的刚性运动. 


①这里需要做较多的说明，问题在于，正文中实际上是在 z = 0处补充定义了 F (0) = 尸⑼ 后得到 
F ( z ) = f ( z )/ z 在 ㈤ < 1中为解析函数.从形式上看，这与微积分中常用的洛比达法则一样，但在 
复分析中还要证明补充定义所得的 F ( z ) 不仅连续而且解析，这是一个十分重要的 定理： 可去奇点 
定理.本 书还有不少地方也用了这个定理.所以我们将在 9.4.2 节的第一个译者注中详细讨论它.这 
一部分译者作了较大改动.——译者注 
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图 7-15 

最后，设一对一的映射/并不使圆心不动，而把它变为 c . 我们现在可以把/ 
与一个把 C 映回到0的刚性运动 M c 复合起来.这样就得到一个把单位圆盘映为 
自身而且保持圆心不动的一对一映射 （ M c 。/)， 它一定是一个旋转 Mf . 但是这就 
意味着[练习] 

f = M c oM 含 

是两个刚性运动的复合，所以它本身也是一个刚性运动.证毕. 

7.7.2 刘维尔定理 

常值映射/(4 = c 把整个平面压缩成单个象点 C . 我们现在要问，有无可能一 
个解析映射把整个平面压到一个位于有限圆内的区域，而不那么极端地完全压成一 
点. 


如果只要求映射是连续的，这是可能的.例如 


把全平面映为单位圆盘.回到解析映射，我们则注意到，复反演= ( I ") 能 
够把 z 平面的单位圆周以外的无限区域共形地映到 w 平面的单位圆盘中.看来有 
点 希望： 原来的平面只剩下一个小小的单位圆盘还有待于映射过去. 

这样想问题，就是完全忘记了解析映射的刚性.既已决定用复反演来映射单位 
圆盘外的区域，那么到映射余下的单位圆盘时就不能改用其他的规则来作映 射：在 
外域的映射 z H ( l / z ) 只能以一种方式解析拓展为内域的映射，即仍为 z H (1/ z ). 
解析性的要求就逼得那个“小小的单位圆盘”炸开来产生一个无穷大的象. 

我们现在要 证明： 

若不把全平面一直压成一个点，解析映射就不能把全平面压成 
位于一个有限半径的圆盘内的区域. 

这就是 刘维尔定理. 为了理解它，我们必须稍微推广施瓦茨引理如下.设一解析函 
数 w = /(4使原点不动而把圆盘 H < iV 压成一个位于圆盘卜| < M 内的区域. 
仍用前面的推理，令 F ( z ) = f { z )/ z , 即知若 p 位于原来的圆盘（其边界圆周记作 











X ) 内，则 
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\ F ( p )\ < max | F ( z )| = max (|/( z )|/ AT ) ^ . 


所以 


\m\ < 


M|p| 

N 


但若 f 把整个 z 平面都压缩到位于半径为 M 的圆盘之内的某区域，则上式不论 
N 取多么大都应成立.所以对所有的 p 都有 /( p ) = 0. 证毕. 

最后，若/并不使原点不动而把它映为 c ， 我们可以把前面的论证用于函数 
这个函数是/与把 c 映回到0的平移 - C 之复合.因为 Z 平面在映射/ 
下的象位于 w 平面的圆盘 H 彡 M 之内 ，一 c = -/(0)当然也在此圆盘内，所以/ 
之象再经过平移 - c 会生成一个位于< 2 M 之内的区域.上面的不等式就变成 



\ f ( p ) _ c | < 


2M\p\ 

N 


再一次令 iV 趋向无穷大，即知对于一切 p 有 /( p ) = c . 证毕. 


7 . 7.3 皮克的结果 

我们现在就对非欧几何与共形映射有紧密联系这件事给出一个很美丽的证据. 
重新考査图 7-15. 施瓦茨引理告诉我们，内点到原点的距离在此解析映射之下将会 
变小（除非此映射为旋转).这个结果尚有两个瑕疵，而均与过分强调原点的作用有 
关：⑴ 我们要求此映射让原点 不动； （ ii ) 只证明了到原点的距离在变小. 

先考虑 （ ii ) 而暂时还容忍⑴，仍设此解析映射让原点不动.虽然我们还没有证 
明过，但是我们怀疑，是否可能还有一个更加对称的结果也成立^除非映射是 
旋转，否则该映射自动地让任意一对内点的距离也变小？ 

很遗憾,不行.考虑映射/⑷= /( 它也保持原点不动）在两点 a = (3/4) 与6 = 
(1/2) 上的效果.两点原来的间隔 | a -6| < 0.25,但是其象的间隔是 |/( a ) — f ( b )\ = 
0.312 5. 两点的距离不减反增. 

但是现在从庞加莱族 ® 的观点来看，同样是这个映射对同样是这两个点的效果 
如何.当他们测量 a , 6两点的距离时,他们得到的是（见第6章 （6.46) 式)= 
0.847 3,而象的距离是 《{/ ⑷,/(6)} = 0.762 1. 双曲距离确实在减小.请你自己选 
两个点并且考查一下映射对它们的双曲间隔的效果. 

皮克的光辉的发现在于，甚至当我们抛弃原点为不动点的要求时，双曲距离的 
减少仍是一个普遍 现象： 

一个由圆盘到其自身的解析映射，除非是一刚性运动，否则必使 
每一对内点的双曲距离减小. ( 7 * 15 ) 

①回忆一下第6章，庞加莱族就是居住在双曲平面的庞加莱模型上的生物. 
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因为这个结果包含了施瓦茨引理为其特例[这一点我们马上就会讲清楚]，所以有时 
称它为施瓦茨-皮克引理.尽管这个结果的本性惊人，我们却可以很简单地懂得它 
的实质；我们只需问一个 问题： “庞加莱族怎样看图 7-15?” 

因为庞加莱族对角的观念与我们是一样的，他们对解析函数的观念也就与我们 
是一样的 /对于我们和对于他们都是共形的.此外，我们和他们都同意，由原 
点发出的射线就是我们可以沿着它测量距离的直线.所以庞加莱族也心甘情愿地承 
认 w 比 z 更靠近0,虽然在定量性地确定到底靠近了多少上面，他们与我们大不相 
同.现在还要回忆起庞加莱模型有一个小毛病： 0对于我们是很特殊的，因为它是 
圆盘的中心，但是对于居住在无限的均匀的平面上的庞加莱族而言，0与他们的世 
界的任意其他点根本没法加以区别. 

图 7-16 把这个解释形式化了.在左上图中我们看见庞加莱族标定了一个任意 
点 a, 以 a 为中心作了几个同心圆周，而在最外面的圆周上又标定了第二点6.他 
们（还有我们）现在都要考虑一个映他们的世界为其自身的解析映射的效果 .a 点 
被映到象点 A = /⑷[右上 图]， 6点类似地被映到 B = /⑻.为了把 A 与 B 的间 
隔和 a 与 fc 的间隔加以比较，庞加莱族要作一个刚性运动把以 a 为中心的圆周都 
映成以4为中心的圆周，但双曲大小不变的圆周（用刚性运动 M A oM a 即可).结 
果， a 与6的双曲间隔将因/而减少[或增加]，视 B 在这些圆周的最外一个的内域 
[或外域]中而定.因为我们期待着皮克的结果，所以把 B 被画在内域，从而双曲间 
隔会减少.然而，由前面的数值结果,通过比较 |a - 与|/⑷- f ( b ) l 却发现这个 
间隔是在增加. 



图 7-16 


庞加莱族为了让我们这些可怜的欧几里德盲人能够看清，以 a 为中心和以 A 为 
中心的圆周确实是同心的而且是一样大的（这样 B 就真正更接近了)，他们就分别作 
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了图上所画的刚性运动 M a (其实 6.3.11 节中已经显示地写出了 M a (z) =㈣ 与 

M a , 分别把 a 和 A 映到原点[这就是左下图和右下图]，于是这些圆周在我们看来 
是同心的，而在庞加莱族看来，如左上图和右上图所示，本来就是同心的 . M a 把6 
映到 z = M a (6), 而 M a 则把 B 映到[右上图到右下图] 

w = M a (B) = (M a o f)(b) = (M A ofo M a )(z). 

[请注意 M a 是自 逆的： M a = M-\] 简记 [M A ofoM a ) 为 F\ 即有加 = F ( z ). 
我们现在可以看到，以下诸式是等 价的： 

n{A,B}<n{a,b}^n{o,w}<n{o,z}^\w\ = \f{z)\ < |z| . 


但是 F 是把单位圆盘映为自身的解析映射，而且使原点不动，所以它服从施瓦茨引 
理. 这样，除非 F 是一个旋转 -一 ■这时/ = ( M A ◦ F ◦ M a ) 也是刚性运动——我 
们必有 M = \ F ( z )\ < | z |, 这就是图上画的.证毕. 

最后我们把施瓦茨-皮克引理用式子写出来.若/不是刚性运动，则 | F (^)| < 
|外它可以显示地写为 

|(MAo/oM a )(2)| < |冰 

上式又可写为 

|(M A o/)(6)|<|M a (6)|. 


所以 


B-A 


b — a 

AB -1 


ab -1 


如果我们让6越来越靠近 a , 而 da = (6 - a ) 变为一个由 a 发出的无穷小向量，则 
它在/下的象是一个由 A 发出的无穷小向量 dA = ( B - A ). 上面的不等式这时就 
成了 

\ dA \ ^ | da | 
l -\ A \ 2 〈 l -| a| 25 

这个式子可以解 释为： 只要/不是一个刚性运动， （ L 4 的双曲长度就小于其原象 


da 的双曲长度[请参照第6章中庞加莱圆盘的度量关系 （6.44) 式].这就是命题 


(7.15) 的无穷小版本. 


7.8 广义辐角原理 

7.8.1 有理函数 

我们已经看见，拓扑辐角原理在限于解析函数时有许多强有力的惊人的推论. 
习题中还讲了一些其他推论.然而，在前面所有的工作中，我们只考查了在所考虑 
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的区域中没有奇点的映射.我们现在要除去这个限制，而且发现 (7.6) 有一个也能 
适用于这些情况的推广. 

我们原来是从对于无奇点的解析函数的原型（多项式）应用辐角原理的讨论开 
始的.为了理解它对 有奇点 的解析函数的推广，我们应该相应地从有理函数开始. 

正如图 7-8 那样，令 A , B , C 为由固定点 a ,6, c 到动点 z 的复数.图 7-17 的左 
图画出了一个膨胀着的圆周在其膨胀过程中的相继的三个 阶段： 1\，]^ 2 和1^.右 

图是该圆周 r 在有理映射 

似 = (7i6) 

下的象 /( ri ),/( r 2 ),/( r 3 ). 



图 7-17 


当 r 膨胀成 r \ 而包围了 a 点时，由通常的辐角原理有 W / auo ] = 1.当 r 
继续膨胀时，它就会碰到另一个零点6,而 /( r ) 环绕数变成 〃[/( r 2 ), o ] = 2 . 然后 
就出现了一个新现象.当 r 碰到了在 c 点处的奇点时,其象的环绕数 会减少 1而有 
v [/( r 3) ? 0] = 1. 

解释很简单.当 z 绕 r 3 运动时，/⑷的环绕数是 a , b 和 ( i / c ) 分别绕行的圈 
数之和.前面两个函数4和 s 都绕了一圈，但是当 c 依逆时针向绕一圈时， (1/ C ) 
将按顺时针方向反向绕行，最后绕了一 个负的 整圈.由类似的方法可知，如果/的 
分母中包含了因子 C ' (1/ C m ) 会绕 - m 圈，而环绕数成为 

r [/( r 3 )， 0 ] = 2 - m . 

和计算零点的个数一样，这时我们就说 C 是一个重数为 m 的奇点[以后将称 C 这 
种地方为极点]. 

前面的式子是下述的广 义福角原理 的一个例子： 


令/在一简单环路 r 上是解析的，而且在 r 的内域除有限个极 
点之外也是解析的. 苦 n ， m 分别为内域中的 p 点与极点之数 
目（均按其重数计算)，则 H /( r )， p ] = tv - m . 


(7.17) 
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只要允许 （7.16) 式的分子与分母中的因子可以为任意多个，就会看到这个结果对 
任意有理函数/都成立. 

在解释何以在一般情况下也可以使用它之前，我们先对它在 (7.16) 情况下如 
何起作用获得一个更生动的理解.我们肯定已经证明了，当 r 碰上 c 时,环绕数从 
2下降到1,但是这种解开环绕究 竟是如 何发生的呢？ 

如果我们只是盯着象平面，则当 r 穿越 c 点时， /( r ) 的形状会突然发生剧烈 
的 变动： 它突然跳到无穷远处然后又跳回来，但是这样说并不使我们更加明白•然 
而,如果我们在黎曼球面上看 /( r ) 的演化,就会对此过程得到一种新的、令人愉快 
的洞察. 

图 7-18( 应该像看连环画一样一眼扫过去）表明了这一点.在第一幅画面[左上] 
的时刻， r 已经包围了两个根，所以我们看见它的象已绕原点两次.然后 /( r ) 就依 
次演化为其他的画面.当 r 碰到 c 时[右上],就没有什么令人兴奋的事—— /( r ) 
只不过是滑过了北极,这样就解开了一次环绕.请用计算机对你所选的有理函数/， 
作一个当 r 膨胀穿越根与极点时， /( r ) 在黎曼球面上如何演化的动画. 



图 7-18 


7.8.2 极点与本性奇点 

在推广通常的辐角原理时，我们必需自问，对于一般的解析函数应该怎样计算 
p 点的个数 .（7.7) 式的因子分解显现出了它与多项式的类比，并给出了 p 点的代数 
重数（与拓扑重数）的令人满意的定义. 

把 (7.17) 由有理函数推广到具有奇点的解析函数，其方法本质上也是这样.仅 
有的复杂化在于，一个除奇点外均为解析的函数，事实上有两类可能的孤立 ® 奇点. 

第一类奇点称为极点.在复分析的应用中，极点是最常见的类型，而 （7.17) 也 
只能适用于这种类型.下面是它的 定义： 若当 z 以任意方式趋向 a 时，/⑷恒趋向 


①“孤立”二字为译者所加，见 9.4.2 节. 


译者注 
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oo , a 就是/的一个 极点. 我们可以用/的模曲面来理解这个名词，即在 a 点处此 
模曲面有无限高的峰或者“极”.图 2-14 就是一个例子. 

因为/除在 a 点外是解析的，故 F { z ) = [1//(^)]也是这样.而在 z = a 处可 
以补充定义 F ( a ) = 0 从而使在 a 点也是解析的，而 a 成了它的一个根①若 
此根的重数为 m , 则对于 F ， 因子分解 (7.7) 成为 

F ( z ) = ( z - arn ( z ), (7.18) 

这里的 D 在 a 点为解析的而且不为 ◦, 事实上我们知道 fi ( a ) = F ㈣ ⑷ / m !. 所以 
/( z ) 在 a 附近的性质将由 

⑽ = (^T (7.19) 

给出，其中 n ( z ) = [ l / f 7( z )] 在 a 点解析而且不为 0. 这个式子展现了它与有理函数 
的类比，而且使我们能够确定极点 a 的重数或阶的 m . 按照 m = 1,2,3等,我们说 
a 是单极点、二阶极点、三阶极点等. 

注意，我们在此也找到了一个计算极点的阶数的方法：它就是 (1//) 的第一个 
在 a 点不为0的导数的阶数.只要已经确定了极点的位置，就可用此法找出以下函 
数的极点之阶数[练习 

p (和忐，⑽=孕，阶 ) = _. 

你会看到 P 在 n 的每个整数倍处有单极点， Q 在0处有二阶极点， i ? 在2加的每 
个整数倍处有三阶极点. 

还要讲一个名词.如果一个函数在某区域中除极点外均为解析的，就说它在此 
区域中是亚纯函数. 

除极点外，一个在其他点均为解析的函数还可能具有所 谓本性奇点. 对于这种 
地方我们将在以后详细讨论（关于极点和本性奇点，将在 9.4.2 节中详细讨论)，但 
是很清楚，函数/在本性奇点 s 附近的性态将是>分狂野不羁的. 如果 /在 5 附 
近是有界的，则 S 根本不是奇点另一方面，当 z 以任意方式趋近 s 时 /( z ) 也不 
可能都趋于 QQ ， 因为那 样一来 s 就成为一个极点了. 

① 注意，因为 /( z ) 在 a 点并无定义，所以 F ( z ) 也是如此，而我们仅知道它在 a 附近（但 a 除外） 
解析. 不过因为 } unf ( z ) = oo , 所以在 a 附近还是有界的，因此可以用可去奇点定理 
(见 9.4.2 节的译知道 尸⑷在 a 点也是解析的而且 F ⑷= 0. 这样，文中的推理才是 
正确的.——译者注 

② 这里涉 及可去奇点这 个重要 概念. 事实上 ，若 /( 2 )在 a 的某个邻域中除 a 以外都是解析的 

(通常我们用 f ( z ) 在0 < | z _ a | < p 中解析， p 是一个适当的正数，来表示这种情况)，而且 
/ 在包含 a 点的某个圆盘（例如 |^- a | < p ) 中是有界的，则必可找到一个在此圆盘中解析的函数 
F ( z )， 使当 2 ： # a 时， f ( z ) = F ( z ). 如果我们修改 /( a ) 之定义，或补充其定义为 /( a ) = F ( a ), 
则 a 不再 是奇点 ，因此 a 称 为可去奇点. 由于它是十分重要有用的，我们将在 9.4.2 节中再来证明 
这个结论. - 译者注 
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考虑一个标准的例子 〆 4 = e 1 /-, 它显然在原点有某种类型的 奇点. 若写出 
z = re i0 ,则 

b ⑷卜 

图 7-19 上画的就是它的模曲面.如果 z 沿虚轴趋于0,则 |^( z )| = 1,但是若％沿 
虚轴左侧（即 cos (9 < 0) 的一条路径（例如一条射线）趋于0,则 5f ( z ) 可能趋于0, 
而最后若 z 沿虚轴右侧的路径趋于 0 , 则 〆 z ) 可能趋于 oo . 事实上这时不仅 \ g ( z )\ 
会趋向无穷，而且趋向 oo 的速率也越出了任意极点的知识范畴. 



图 7-19 


为了看到这一点，再看一下图 7-19. 极点 a 的阶数 m 越高，当 z 趋向 a 时/⑷ 
增长得越快.然而不管阶数有多大，我们知道_ a ； T 都会衰减得足够快，足够抵 
消这个增长，即是说，使得它与/的乘积为有界.其实，极点的阶就可以定义为足 
以这样消除/的增长性的 ( z - a ) 的最低次幂. 

把 这种情况与当 z 趋向0这种奇点时 〆 z ) 的增长性相比较,例如让 z 沿正实 
轴趋向 0. 为了证实 g 比任意亚纯函数都增长得更快，只需回忆一下，由通常的微 
积分教材即知， 不论 m 有多大 

e 入 

lim x m e ly/x = lim -— = oo . 
x^O 入一 >oo A m 

所以 z = 0 不是 〆 z ) 的极点，而是本性奇点的一个典型例子. 

7.8.3 解释 * 

为了解释广义辐角原理 （7.17), 我们先回到对 (7.19) 的解释.如果把/看作到 
黎曼球面 S 的映射，则 oo 也可以是一象点，而其原象则是/的极点.如果你愿意， 
也可以称其为 oo 点.我们现在的解释将是，以上所述意味着 oo 点的拓扑重数也可 
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以用完全同于任意其他 p 点的拓扑重数的方法来定义，即定义为绕 a 的闭环路之 
象所绕 f ( a ) 的次数. 

重新考虑 (7.18) 中的 F . 由 (7.8) 式我们知道一个以 a 为中心的小圆周 C a 
将被映为一个小环路 F(C a ) 而绕原点 m 次.因此 F(C a ) 的球极射影将绕南极 
m 次，而且从 S 的内部来看是依逆时针方向 绕行. 因为复反演（它映 F(C a ) 为 
f(C a ) = l/[F(C a )}) 将把 S 绕实轴旋转 ji, 从而把0与 oo 对换，这就意味着 f(C a ) 
将是一个绕 oo 点 m 次的小环路.因为从 S 的内部来看 f(C a ) 依逆时针方向绕 oc 
点，它在复平面上的球极射影就是一个很大的依顺时针方向绕原点的环路，这就是 
说具有环绕数- m . 

作为一个副产品，现在把 (7.19) 重写为 

f ( z ) = ( z - a )~ rn n ( z ). 

这样一来，把 m 阶极点想作一个具有负重数- m 的根也就有意义了. 

现在把注意力从原点移开，考虑绕黎曼球面上的任意（有限远）点 P 的环绕数. 
把 C a 取得充分小，则 f(C a ) 将变得很大而绕 p 点 - m 周.但是，如果我们把 C a 
膨胀成任一个简单环路 r a 而不碰上任意 p 点或其他极点，则其象绕 p 的环绕数不 
变.换言之. 

若 a 是一个 m 阶极点而 r a 是包含 d 但不含 p 点与任意其他 
极点的简单环路，则 v [ f ( T a ), p ] = - m . (7.20) 

最后，重新考虑图 7-11, 你很容易就会相信，如果有一些 ％ 是极点而不是 p 点， 
导出 （7.11) 的推理仍是适用的.把这些奇点记为巧.于是 

W /( r )， p ] = J ^[/( r 〜)， p ] + v [ f ( r 3 j ), p }. 

p 点 极点 

应用 (7.20) 即知 

^[ f ( r ), p ] = [ r 内 p 点的数目]一 [ r 内极点的数目]， 

这就是我们要证明的. 

7.9 习 题 

1. 一个“简单”环路其实可以很复杂 （见图 7-20). 然而，如果我们想象，这个复 
杂环路是通过把一个圆周逐步变形而产生的，则它绕过其内点恰好一次.令 
N [ P ) 为这个简单环路与由 p 发出的射线相交的次数（与图 7-4 比较 ). 7 V (内 
点）可能取的值与 iV ( 外点）可能取的值有何区别？现在（对于简单环路）有 
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一个快得多的决定一点为内或外的规则来代替“穿越法则 ”(7.1). 可以用这个 
结果和朋友 F 玩一个小游戏： （ 1) 为了不让他疑心你在造假，让 F 自已画一个 
折转多次的复杂的简单 环路； （ 2) 在错综复杂的线条之间随机地选一个点，然 
后问 F 此点在环内还是环外？也就是从此点可否逃到迷宫外面去？ （ 3) 在使 
得 F 承认要回答这个问题既费时又费劲以后，让 F 取一个点由你 来做; （4) 你 
在心中暗暗画一条射线，沿着这个射线心中暗数交点个数.你马上就可以求出 
解来，让 F 大吃一惊. 



图 7-20 

2. 重新考虑 (7.4) 中映单位圆盘为其自身的映射4以及相关的图 7-7 中的函数 
少 (0) .若 f ⑷〉0,则在点 9 = a 上方，图像是上升的， z 的小小的运动会生 
成 w 的相同方向的小小运动.这时就说伞在 a 点保持方向，而 z = e ia 作为 
w = #⑷的原象，其拓扑重数〃⑷= 1. 类似地，若 f ⑷ < 0,则此映射是反 
转方向的且火 a ) = -1. 换言之 

⑷= f ( a ) 的 符号® 


请与2维的公式 (7.9) 比较. 

⑴在图 7-7 中，说明怎样通过画一族水平直线$ =洚 A 士 2兀,乂 ±4 jt 等，来得 
出 w 的全部原象之集合. 

( ii ) 如果原象集合是典型的（即指在每个原象上 V # 0)，把这些拓扑重数加起 
来会得出什么？这样，说 Z 的映射度（即 L 的环绕数）为〃，基本上就是 
指 Z 是^对1的映射.[提 示： 在图 7-4 中，把射线看作描述 w 的位置的 
工具 •] 


①原书用了 “sign of 伞 ( a )” 的说法.这个 “ sign ” 虽然直译为“符号”，其实是一个函数 


sign ( x ) = 


-1， 


x > 0; 

2C < 0. 


(7.9) 式的“符号”也是如此，它就是二次型的符号差函数 ( signature ). 在讲映射度的书籍 
中，以及本书 (7.9) 式中都是这样用的.——译者注 
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3. 对以下每个函数 f(z), 求出其在指定圆盘内的所有 p 点，决定其重数,并用计 
算机画出其边缘圆周的象，来验证辐角原理. 

(i) f(z) = e 3nz , p = i, 圆盘 | 之 | 彡 (4/3). 

(ii) f(z) = cos z,p = 1 , 圆盘 | 之 | 彡 5 . 

(iii) f(z) = sin z 4 ,p = 0, 圆盘 |z| 彡 2. 

4. 重新考虑图 7-8. 

⑴用计算机画出一个膨胀着的圆周 r 在三次映射 


/⑷= (^ z - a )(z - b)(z - c) 


下的象 观察当 r 穿越根 a , 6, c 时环绕数增加的 方式. 特别是请注意，出现 
一个形状的图形，就是生成新环路的标志. 

(ii) 若广⑼笋0,则 r 的经过 p 的那一小段只是被伸扭为经过 /( p ) 的另一小 
段几乎成为直线的曲线.由此导出，仅当 r 碰上临界点时才会出现一 
个形.解释为什么 S 这个特定的形状与1阶临界点相容. 

( iii ) 观察在 r 的演化过程中只在两个点上生成 < 形.以尸的映射度来代数 
地解释这件事. 

(iv) 令 r 为以 a, 6 , C 为顶点的三角形.可以在 T 内作许多椭圆切于 T 之三边, 
但是其中只有一个椭圆（记它为 S ) 恰好切 T 于三边的中点. 

(v) [难题]证明/的两个临界点正是 f 的焦点. 

5. 如正文 7.4.3 节那样，用 h < l > a 来记描述一个映射在 ci 点的局部线性变换 
的两个正交方向上的伸缩因子与旋转角.考虑 ( tt /4) 的旋转这个特例，这时 J 
为常数， 证明： 一般说来，（与 ry 并非雅可比矩阵 J 的特征根^和 A 2 . 然后 
验证，对于这个映射, det ( J ) = A1A2 = ^ rj . 

6. 甚至在3维或更高维情况下，由一映射 f 在 a 点诱导出的局部线性变换仍可 
用雅可比矩阵 J ( a ) 来表示.若 a 不是临界点， 记 a 为 f ( a ) 的一个原象，拓扑 
重数仍由 （7.9) 给出. 若 n 为 J ( a ) 的负实特征根的个数（各征根均按其 
代数重数计)，证明 


♦) = (- 1 )' 

[提 示： 因为特征方程 det [ J ( a ) - A 7] = 0有实系数,复特征根必成对共轭出现 .] 

7. 考虑非解析映射 / i ( z ) = | z| 2 - 泛 
⑴求之根. 

( ii ) 计算雅可比矩阵由此求出 det ( J ). 

( iii ) 用 (7.9) 式计算⑴中的根的重数. 

( iv ) 求当 2 ; = 2#画出圆周卜 | = 2时 / i ( z ) 所画出的象曲线，并证实由拓扑辐 
角原理所作的预测. 
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( v ) 注意到 h(z) = z(z-i), 从而对上面的事实有更好的理解，然后模仿对于图 
7-8 所作的那样的分析. 

( vi ) 利用由上一部分所给出的洞察来求 ^(i/2), 它不能用 （ 7.9) 求出. 

8 .令 Q ⑷为时间 t 的实函数且满足常系数线性微分方程 


d n Q 

Cn dF +Cn ' 


d^Q 


dt 


n—l 


+ ••• + ci^ + c 0 Q 
at 


0 . 


回忆起这个方程可以用形如 Qj ( t ) = 的特解的线性迭加解出.把 Qj ⑷代 

入上述方程，证明~是多项式 


F(s) 三 c n s n + c n _is n_1 H - 1- c\s + c 0 


的根.注意，若~具有负实部则 Qj ( t ) 随时间衰减到 0. 因此这个微分方程的 
通解是否随时间衰减到0这个问题，就归结为/(4的所有 n 个根是否都位于 
半平面 Re(s) < 0内的问题.令尺表示当 s 沿虚轴自下往上运动时 F(s) 的净 
旋转.解释以下的 结果： 上述微分方程的通解衰减到0的充要条件是 


TZ = TIK . 

这个条件称为奈 奎斯特 ® 稳定性判据， 适合这个条件的多项式 F 称为 胡尔维 
茨 @ 多项式.[提 示： 作一环路如下，先沿虚轴由 - ii ? 走到 + iR , 跟着再沿以这 
一段虚轴为直径的两个半圆周之一回到 — iR . 最后令 i ? 趋向 oo . 对此环路应 
用辐角原理 

9. 按照上题考查微分方程 


(1) 对此方程求 M . 它是否满足奈奎斯特稳定性判据? 
( ii ) 显示地解出此方程来验证你的结论. 

10.若 a 为大于1的实数,用鲁歇定理证明方程 


在单位圆盘内有 n 个解. 

11. ⑴对/⑷= 2 /与 〆 = 1应用鲁歇定理，证明方程 2 z 5 + 8 z-l 二0的 

所有5个根都在圆盘问 < 2中. 

( ii ) 变换 f 与 g 的地位，证明 2 z 2 + 8 z - 1 = ◦ 只有1个根位于单位圆盘内.由 
此导出，它在环1 < H < 2中有4个根. 

12. 我们可以把对鲁歇定理的解释形式化并稍加推广 如下： 

① Harry Nyquist , 1889 一 1976,在美国工作的数学家与工程师，生于瑞典，国籍不详.-译者注 

② Adolf Hurwitz , 1859—1919, 德国数学家.——译者注 
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⑴若 p (2；) 与 ^(2) 在简单曲线 r 上不等于 0, 而 r 是 r 在映射 z ^ p ( z ) q { z ) 
下的象,证明 

0 ) = ^[p(r),o] + ?%(r) ， o]. 

⑻记 

f(z) + g(z) = f(z) 1 + 黯 = f(z)H(z). 

若在 r 上 \g(z)\ <\f(z)l 画一个典型的 H(T) 之草图，并由此导出 

v[H(T),0}=0. 

再用前一部分得出鲁歇定理. 

(iii) 如果只规定在 r 上 \g(z)\ ^ 1/ ⑷ I ,贝 lj H(T) 可能有一部分与圆周 \z-l\ = 
1重合而不是严格位于该圆周之内，这时 v[H(T),0] 不能合理地定义.然而, 
若我们进一步设在 r 上 /+P # 0, 证明这时仍有 v[H(T),0}=0. 由此导出 

v [( f ^ g ) (r) ， o]= 曹 ) ， 0 ]. 


13. 令 w = f ( z ) 在简单环路 r 上及在其内为解析，又设 /(r) 是一个以原点为中 
心的圆周. 

⑴若△是 z 沿 r 的无穷小运动， ♦是 w 的相应的无穷小旋转,用几何方法证 
明 



⑻当 z 沿 r 运行一周时,解释为什么 wa ， o ] = 1而 v [ i ^ o ] = o . 

( iii ) 利用上题的⑴，证明 


v [/(r) ， o]=t ； [f(r) ， o] + i. 

( iv ) 由辐角原理导出，在 r 内/比 f 多一个根.这个结果有时称为麦克唐纳 
定理 (Macdonald Theorem ), 虽然我相信它基本上可以追溯到黎曼. 

( v ) 由此特别可以导出/在 r 内至少有一个根.考虑模曲面在 r 及其内域上 
方的一部分以直接导出这个结果. 

14. 与解析映射成为对照 的是： 连续的非解析映射完全可能把一段曲线或一个区 
域压成一点而不把其定义域的其余部分也压成一点.我们来举例说明，拓扑辐 
角原理不适用于这种情况.当 (/> 为 r 的连续函数时，映射 Zip ) = cj ){ r ) z 是一个 
连续映射,这里 r = | 外考虑连续映射 h ( z )， 它相应于以下的 0( r ), 

0( r ) = 0 , 0 < r < (1/2), 


( j )( r ) = 2 r — 1, (1/2) 彡 r 彡 1 • 
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( i ) 用生动形象的语言描述这个映射. 

( ii ) 取 r 为圆周 M = (3/4 )，p = 0,试着使 (7.11) 式有意义(会失败). 

15. 正文中讲的布劳威尔定理的陈述在以下两个方面与完整的结果相比尚有 不足： 
( A ) 我们假设了在 D 上 W < 1|而不是< 1; ( B ) 我们在本质上使用了拓 
扑辐角原理，而上题说明，对于有限区域中有无穷多个 p 点的一般的连续映射， 
这个原理是不能用的.现在设法除去这些瑕疵.再一次令^为 
点2的运动，并设布劳威尔定理不成立，所以在整个圆盘 | z | < 1上 m 笋0.如 
下即可得出 矛盾： 

( i ) 由假设 m(z) = g(z) - z = g(z) + f(z) 在单位圆周 C 上不为 0. 用习题 
12( iii ) 证明：若 | g | < 1，则 w [ m ( C ),0] = 1. 

( ii ) 令 C r 为圆周 | z | = r , 从而 Ci = C . 考虑 v[m(C r ),0] 当 r 由 ◦ 增加到 1 时 
的演化，从而得出与 （ i ) 相矛盾. 

v [ m { C)M = 1这个关键事实可以更直观地得出.由 z 出发作运动向量 
m ( z ), 并且注意它与 C 在 z 点的内法线向量 (-z) 成一锐角.但是很明显, 
当 z 沿 C 绕行一周时，这个法线向量依正向转一周.由此导出向量 m 也 
会拖后一周 

16 . 令 /( z ) 为 z 的奇次幂，考虑它对单位圆周 C 的效果.注意两个事实： （ 1) 若点 
p 在 C 上,则 f(—p) 指向与 /⑼ 相反的 方向； {2)v[f(C),0] =奇数, 特别是，它 
不可能为 0. 这只是一个一般事实的一个例子.证 明：由 （ 1) 恒可得出 （ 2 )， 哪 
怕/仅为连续的.[提 示： 若/满足⑴，当2沿着半圆周由 p 转到 - p 时 ，对 
f(z) 的净旋转尺可以得出什么？另外一个半圆周产生的旋转与尺的关系如 
何？] 

17. 考虑放在一个平面上的球形气球义如果把 S 渐渐压到此平面上，就会得到由 
S 到此平面内的一个映射丑.注意，互为对径点的南极和北极有相同的象.波 
苏克—乌拉母定理 ® 指出 ，由 S 到平面的任意连续映射丑都将把某一对对径点 
映为相同的象.考虑映射 F ( p )= H { p )- H ( p *), p * 是 p 的对径点.这个定理就 
是说， F 在 S 上某处有根.证明这一点. [提 示： 只需考查 F 在北半球面上的 
效果.取此半球面的边界（即赤道）为上题中的圆周 C , 并导出 v [ H ( C ),0}^0.] 

18 . 若/在一简单环路 r 上解析,令 p 为 /( r ) 上一点的原象且1/1在此点达到最 


① 布劳威尔定理由于应用极为广泛而被许多数学家关注.实际上对于1维空间，它就是连续函数的中 
值定理.本书只讲了 2维情况，因此证明比较简单.对一般的 n 维情况，有许多证明.值得注意的 
是米尔诺 (John Willard Milnor , 1931—,美国数学家）的 J . Milnor , Analytic Proofs of the 
Hairy Ball Theorem and the Brouwer Fixed Point Theorem , Amer . Math . Monthly , Vol 85 
(1979),521 〜 524. 译者的书《重温微积分》，高等教育出版社，2004, 417〜421转述了这个证 
明. 一 译者注 

② 波苏克 ， Karol Borsuk , 1905—1982; 乌拉姆 ， Stanislaw Ulam , 1909—1984, 都是波兰数学 
家._译者注 
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大值.若《是 r 在 P 点的切向量（向量理解为复数）而且与 r 一样指向逆时针 
方向. 用几何方法 证明： $ f ( p ) 与 if ( P ) 有相同方向.对于|/|的正最小值，类 
似的结果是什么？ 

19. ⑴若 p 不是解析函数的临界点,用几何方法 证明： /在 [ f { p )/ f \ v )\ 方向上增 

加得最快. 

( ii ) 用 p 点处的模曲面说明，这个方向就是曲面的切线有最大“斜率’’(即此切 
线与复平面交角的正切）的方向.证明这个最陡切线的斜率为 | 尸 ( p )|， 并 
注意它与实函数的通常图像的斜率之类比. 

( iii ) 在 n 阶根处模曲面是什么样子？ 

( iv ) 在 m 阶临界点上方模曲面是什么样子？用 m = 1的情况 解释： 为什么这 
种地方叫做鞍点. 

( v ) 用模曲面在 r 及其内域上方的那一部分 j 中的坑的个数 P 与鞍点个数 S 
来重新表述习题13中的麦克唐纳定理. 

( vi ) 麦克唐纳定理这样表述后，可以作几乎完全是拓扑学的解释，这是一个美 
丽的事实.以下的解释转述自 P 61 ya [1954], 但我相信其基本思想可以追 
溯到麦克斯韦和凯莱.既然1/1在 r 上为常数 （/( r ) 是单位圆周)， j 的边 
缘就是一条水平的曲线 X ，而因/是解析的,故 K 比4的其余部分都高. 
还要回忆到模曲面不会有峰.为简单计,设/与 f 都只有单根（个数分别 
为 P 与 S ), 所以坑一定是锥形的而鞍点看起来确实像马鞍（或者说是地 
理学里的山口). 

现在想象有雨水不断地落在曲面/上.坑就慢慢装满水而成为 P 个湖， 
我们设想它们的深度都相同.那么当水位逐渐上升超过一个山口时，湖的 
个数会发生什么变化？当水位最终升到高度 K 时,还剩下几个湖？我们想 
要证明的就是 

P = S + 1. 

( vii ) 把上面的论证推广到根与临界点不是简单的情况. 

20. 令/(4和 〆 Z ) 都在一个简单环路上及其内域中解析.对 （/ - W 应用最大模 
原理证明，若在 r 上/ =仏则在其整个内域中也有 f = g . 

21. 令 TZ ( L ) 为 Z 绕行环路 L 一周时 /( z ) 绕过 P 点的总旋转数,若 p 不在 L 上, 
则 

v[L , p} = 

以此公式作为〃的定义，则当 r 上有若干极点与 p 点时广义辐角原理 (7.17) 
仍成立，不过，这时，在 r 上的极点与 p 点的重数 要折半 计算. 

22. 在图 7-11 中我们使用了形变的概念来导出辐角原理.图 7-21 是另一个方法. 
把 r 的内域（其中有不同的 p 点与极点）粗略地分成若干个胞腔 Cj , 使每个 
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胞腔中所含 p 点或极点之总数不超过1个，现在把每个胞腔都想象为一个环 
路，且按一种规定好的方向运动，图上就两个相邻胞腔画出了这个方向. 

⑴ 分别就以下各情况求 v [ f { Cj ) M 之值： 假设 Cj 中， （1) 没有 P 点与极点 ， （2) 
有一个 m 阶 p 点， （3) 有一个 n 阶极点. 

( ii ) 证明 


并由此得出辐角原理. [提 示： 若某个胞腔的一个边不是 r 的一部分，则它 
必是另一个相邻胞腔的一边， 但沿相反向运行 .当 z 沿此边的一个方向运 
行一次，又沿相反方向再运行一次，/(4绕 p 的净旋转量是多少？] 


要点 
• =卩点 
冰 =极点 


图 7-21 






第 8 章复 积分： 柯西定理 

8.1 引 言 

在前几章中，我们把微分的思想推广到复映射的努力已经得到了丰硕的回报. 
我们在开始时不很在意地推广实导数，但是很快就被引导到伸扭概念，从而一门新 
的完全具有自己的特性的学科诞生了.虽然许多结果仍然带有老的实数世界的身 
影,但许多其他结果就不这样了，而真正动人的是掌握这些结果所用的论证的风味. 
Z 能在平面上自由遨遊的能力为我们释放了可视的想象力的新维度，如果我们只能 
看着实数 Z 在它的1维樊篱下孤独地踟蹰,这个新维度一定是沉睡着的. 

这个小小的对于复平面的颂歌在积分问题里又会响起，而且更加响亮.如果说 
微分为这个新学科吹进了生命的气息，积分则可以说是给了它灵魂.只有在懂得了 
这个灵魂以后，才能证明诸如解析映射的无穷可微性这样一些基本事实! ® 

在通常的微积分里，这个记号的含意是很清楚的.然而，如果我们想把它推 

广到 C ， 立即就可看到这里需要一种新思想，问题在于如何由 a 走到6?在 M 中只 
有一个途径，但是现在 a 和6都是平面上的点，所以必须指定一条道路（称为 回路) 
以便“沿此回路积分”.这样就很自然地 会问： 积分之值是否依赖于回路的选择. 

一般说来，积分之值会依赖于路径的选择.例如，我们马上就会遇到一个复映 
射的积分,如果在一个回路上 计算它 的值,就会得出这个回路所围区域的面积 
面积之值对回路的依赖可谓恶名昭著.应该从一开始就说清楚，微分只是对于一类 
严格局限的解析函数集合才有意义，积分 却不是 这样.事实上，我们上面讲的例子 
就涉及非解析函数的积分. 

本章的主要目的（超越了仅仅是建立积分学）就是去发现积分之值不依赖于回 
路选择的条件.这种结果之一是实分析中微积分基本定理的类比，出于对实分析这 
一学科的尊重，在复分析中这个类比也沿用了这个名称.然而，在复领域中，这却 
用语不当，因为在复分析中存在一个更深刻而且在实数世界中没有对应的基本的结 
果，称为柯西定理. 

正如我们曾说过的那样，对非解析函数作积分不仅是可能的,有时还是有用的. 
然而，不应该感到吃的是,如果集中 于解析 映射的积分,就会产生新现象.柯西定 
理是 这些新现象的 本质. 这个定理本质上就是说，只要被积的映射在 这两条回路之 

①自20世纪60年代以来，由于怀本 （ G . T . Whyburn ) 等人开创性的工作，已经可以不用积分也 
能做这些事了.然而仍然是积分给出了最简单的途径. 
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间的区域中处处都是解析的， 这两个由 a 到6的积分就是一致的，即其值相同.这 
门学科的几乎所有的基本结果（包括有些已经讲过的）都是从这个聚宝盆里出来的. 

8.2 实积分 

8.2.1 黎曼和 

和处理微分一样，我们现在也从比较熟知的实函数积分的概念开始.这个过程 
的历史根源，以及使之可视化的主要手段，都是计算函数图像下的面积问题. 

我们先用矩形来逼近所求面积.见图8-1，先把积分区间分成 n 个线段仏(用 
作矩形之底，其长度也用来表示)，从每个线段中随机地取一点并以函数在 
此点上方的高度 f { Xi ) 作此矩形 的高. 于是每个矩形的面积就是 /(^) A ,, 而/下 
方的面积的总的矩形逼近值就是 

n 

R = J2f(xi)Ai. ( 8 . 1 ) 

i=l 

R 就称为黎曼和.最后，要求 n 趋于无穷而同时趋于零，就得到所求的 面积. 



在图 8-1 中，我们可以不用关心 对于仏 的准确选取，因为我们盯着的是这个最 
终的求极限过程.当每个收缩时，而的选择余地也就越来越小 ，仏 的不同选取 
方法对矩形面积的影响也趋于 消失. 但是如果我们不愿意或者不能够实现这个极限 
过程，则在 选取而 上就没有那么大方了. 

你可能还模模糊糊地记得哪位教授以前对你讲过（8.1)，甚至说不定你还自己 
用这个方法计算过几个例子.但是，一旦注意上了微积分的基本定理，肯定就会很 
快忘记了 这些. 如果要求： r 4 的积分，既然已经知道那个微分以后等于: r 4 的函数就 

是又何必费心去计算某个很复杂的级数的极限呢？ 

基本定理是一个奇妙的东西，但是必须记住，很多很普通的函数就是不具有可 
以用初等函数表示的原函数（或称反导 数). 举一个简单例子，统计学中的正态分布 
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就要用到曲线 e ^ 2 下的面积，但是只能数 值地计 算它，说不定就是用黎曼和来计 
算. 

在用 (8.1) 作数值计算时，哪怕是求一个面积，只要是要求完全的精确性,就要 
花无限时间.因此，在求 Jim i ? Kf , 重要的是只用有限的 n 值也能得到好的近似. 
有好几个这样的方法， 其^为 人们熟知的有 辛普孙 ® 法则和梯形法则. 因为后者 
更容易推广到复域，我们就来复习它. 

8.2.2 梯形法则 

望文生义, 我们现在用梯形而不是矩形来逼近面积.为方便起见，取所有的4 
均有相同长度，虽然这并非完全必要.见图8-2,从图上就可以清楚地看到，不太大 
的 n 就可以给出相当精确的估计.因为图 8-2 的形状和图 8-1 不同，相应的梯形公 
式（我们不打算把它写出来）与 （8.1) 类型也大不相同.然而，如果我们打算继续使 
用 (8.1), 也不难找到一个黎曼和紧紧地模仿梯形和，从而保持梯形和的精度. 



首先注意图 8-2 上画有阴影的梯形估计与图 8-3 的矩形估计是完全一样的，在 
图 8-3 中的矩形高取为4的中点处的弦的高度.然后，为了恢复到黎曼和，我们 
又把弦的高度代以在那个中点处曲线的 高度. 见图 8-4. 换言之， 只要取^为~的中 
点，就能对不太大的 n 得到一个黎曼和 (8.1) 而给出积分的精确估计，我们将称这 








个黎曼和为中点黎曼和，记作 ii M . 
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8.2.3 误差的几何估计 

我们在上面介绍过，若在 （8.1) 中取中点将得出精确的估计，但是要多精确才 
算是“精确的估计”呢？首先我们重新考虑随机选取而的情况并设所有仏均有 
相同长度重新考虑图 8-1 就会发现，在每个仏上的真正面积与近似矩形面积 
之差应为 A 2 数量级.因为矩形总数为 1/ A 数量级，所以总误差是 △ 数量级，这 
样，如果上面说的 n 在增加， A 在缩小，总误差最终会消失.我们现在要证明，若釆 
用或与它几乎等价的梯形法则，会产生小得多的总误差——事实上，这个误 
差按 △ 的平方那样消失. 

关于误差衰减的标准结果可以在许多高等微积分书里找到，我们不来重复这些 
标准的计算，而是给出一个新奇的几何处理图 8-5 a 画了在 ii M 中所用的一个小 
矩形的顶部的放大图.图上画了图 S -2 的梯形的斜边，即弦以及图 8-4 中的 
Rm 的一个矩形的顶即虚线 56 , 注意丄5与 55 的中点 P 与 Q 恰好位于中 
所用的点 A 的上方. 



可视地来看，很容易把 AS 下面的面积[梯形法则中使用]与曲线下面的面积 


①如果说本书的许多论证是受到了牛顿在《原理》一书中的思维方式的启发，这里则是一个非常接近 
他真正使用的方法的例子. 
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加以比较，但是要把下积法则中使用]与曲线下面的面积加以比较 
就不能那么说了.但是若把 55绕 p 转一下（保持端点仍在垂直边上)，直到它变 
为过 P 的切线 ZX 7 为止，其下方的面积是不会变的[为什么？] . 所以我们可以自由 
地把 i ? M 的每一项都看成 dc 那样的切线下的面积.现在就清楚了，真正的面积值 
位于和 DC 下的两个面积之间，所以用梯形法则和法则所引入的误差不 
会超过小四边形 ABCD 的面积 ( PQ ). △[练 习].为了求出 ABCD 的面积，我们将 
要应用图 8-5 b 中所示的圆周的初等性质 ：当弦 PQR 绕固定点 Q 旋转时， PQ QR 
之值不变. 

在一段充分小的曲线上,任意一段曲线可以和它的切线互换,然而,在稍大一些 
曲线段上（或者当我们想有较大的精度时)，我们就应该把一段曲线用其 曲率圆 (就 
是与该曲线在所讨论的点上有相同曲率《的圆周）的一段来代替.在图 8-6 中，我 
们就画出了在 P 点的一段曲线以及 P 点处的曲率圆.上面的结果告诉我们 

PQQR = {AQ) 2 . (8.2) 


当 △ 收缩为 P 点时， （ AQ / DP ) 与 [QR/PR) 均趋向1，所以在这个极限情况下可 
以用代替用 Pi? 代替 Qi?. 但若在 P 点的切线对水平方向的倾角为 0( 于 
是 OP 与垂直方向也成角 0 )， 则 DP = |Asec0 , PR = (2/ k ) cos 6. 把它们代入 
(8.2) 即得 

( ABCD 之面积 ）= PQ • A = 

若在积分区间（其长度为 L ) 内， (|/^ sec 3 0) 之最大值为 M , 则每一小段 △ 上的误 
差将不大于 MA 3 . 因为一共有 （ L / A ) 段，故有 ( L / A ) 个这样的误差项，所以 

总误差< ( LM ) A 2 , 

它确实以我们所说的方式消逝.1现在请看习题1」 


K , sec 3 9 ) A 3 . 


(8.3) 



图 8-6 
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因为由丑 M 和由梯形法则引出的误差有相同数量级，在推广到复域时我们将 
不去区分二者.讲完了这一点，还有一点有关教学的奇怪的事仍需提一下.从图 
8-5 a 可以清楚地看到，曲线对其切线的偏离其实小于对其弦的偏离，既然与梯 
形法则产生的误差有相同数量级，那么 i ? M 在二者中将实际给出更精确的值.情况 
确实如此,而事实上还可以证明，它们的精度是二倍的关系[见习题 2 ]_除了精度以 
外，怎么说也比梯形法则容易记容易用.所以这就令人加倍地迷惑，在初等微 
积分课程中都要教梯形法则，而对中点黎曼和却极少提到 ® 

8.3 复积分 


8 . 3.1 复黎曼和 

在实积分情况下，我们由一个很明确的几何目标开始（“求面积”！），然后发明 
了积分作为达到目的的手段.在复情况下，我们则把这个过程颠倒过来，也就是说， 
首先“盲 目地” 推广实积分（通过黎曼和)，只是到后来才问一下自己究竟创造出 
什么了.首先，在本章，我们将找出一种方法把积分“画”成单个 复数； 然后在第 
11章，我们将从一种完全不同的观点看出，一个积分的实部和虚部分别有生动的几 
何（和物理）意义.如果想要事前就猜想出有关的几何实体，然后再去发明复积分 
作为找出这些几何实体的合适的工具，这就需要在想象力方面作一次惊人的巨大飞 
跃——历史上没有发生过这样的事.稍想一下就会发现，在微分方面情况也是类 
似的，那里从斜率概念开始，然后经过一个在开始时是盲目的外推过程，最终得到 
了一个很不相同的（但是直观性并不稍次的）伸扭的思想. 

考虑图 8-7, 为了将复映射/⑷从 a 到 6 积分，我们需指定一条连接两点的曲 
线并沿着它作积分.这条曲线（记为 K ) 现在就起积分区间的作用，而如图 8-1 — 
样，我们将它分为小段△:，这里为方便起见，设它们均有相同长度.这里与图 8-1 的 
区别在于，现在这些小段方向并不一致.为了构造黎曼和，我们在 K 的每一小段中 
取 A 点然后作乘积 /(^) A ， 的和.最后，让小段的数目增加而使4越来越紧贴着 
K : 这时黎曼和将趋向一极限值（只要映射是连续的)，这个极限值就是复积分的定 
义,记作 

f ( z ) dz . 

JK 

和实积分一样，我们可以不取极限而得积分的精确的估计，只要取 A 为 K 的 
各小段的 中点， 而不是随机 地取知 事实上，在图 8-7 中我们就是这样做的.我们再 
一次把这个特别准确的黎曼和记作 i ? M . 

①一本在我国相当流行的前苏联 教材： 斯米尔诺夫，《高等数学教程》第1卷第3章就讲了这个公式. 
其中的 （44) 式就是图8>4的 R m . 不过在那里称为“切线法”，而且没有如本书那样用几何方法非 
常漂亮地估计其误差.——译者注 
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为了进而理解 i? M 的几何意义，请看图 8-8. 图上画出了 K 在映射 z^w = 
f ( z ) 下的象特别是标出了图 8-7 中的各点&之象叫 . i ? M 中相应的项 是&三 
抑我们把它看作是叫“作用于所得的向量，即将之长放大 | 斯 | 倍并旋 
转一个角 arg (^). 




在得到每一个&后，我们再把它们首尾相接地联起来如图 8-9 所示 . i ? M 之 
值，亦即积分的近似值，就是连接起点到终点的复数 • ® 注意，因为所得是连接二点 
的复数（向量)，所以原点取在哪里并无关系. 

图 8 _ 9 本来是用于传递一般思想的，事实上它却成了相应于图 8-7 和图 8-8 的 
特定的忠实的估计,你会逐渐地相信这一点的.做到这一点的最容易的办法可 
能是集中注意&的长度而把角度分开考虑.当 w 画出图 8-8 中的象曲线时，~的 
f 度会逐渐消逝，这就使图 8-9 中相 应的& 也收缩 • 类似地 ，切 的辐角的增加则使 
A , 发生越来越大的旋转. 


①伟大的物理学家费曼用一个类似的图来解释他的量子力学，即使用“路径积分”，它也是复的，虽然 
它与回路积分不同.见 Feynman [1985]. 
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终点 



< k = 小&丁1 


图 8-9 


8.3.2 —个可视化技巧 


选取仏具有相等长度虽然不是严格必^的，但它的好处大概是很清楚 的：& 
的长度一定正比于 | 叫|,所以用肉眼来追踪的演化也非难事.但另一方面，想 
要可视地追踪&辐角的演化就不那么容易了. 

当在图 8-7 中沿4运动时，我们要转一连串急弯.图 8-7 中画出了一个典型 
的急弯，其转角为扣.那么黎曼和在相应的急弯处的转角；是什么？举例来 
说，如果 W i + 1 与 Wi 指向相同方向，则4+1与各受复数 抑 + 1 与抑所施加的 
旋转是同样的，因此黎曼和中 由&到 A i +1 的旋转角石与图 8-7 中由~到 A , +1 
的旋转角也是一样的.更一般地，如果由抑到^+1的转角是％，则 

(pi = H - (8.4) 

这个简单的观察就减少了把可视化的困难.现在再没有必要#看每个抑 
的辐角（它们可能很大而且难以目$)，然后再试着去想象旋转以后的 S 的方向.事 
实上，我们只需这样做一次， g 到 \ tR M 在一开始就有一个正确 P 初始方向. 
然后下一个 A 只要对前一个 A 转一个¥就行了.利用 （8.4) 式,这些石很容易目 
测. 

我们就图 8-7 与图 8-8 所给的具体例子，把这个做法慢慢地详细 if 一讲.在图 
8-9 中我们先把其 辐角为 /?) 再转一个角 a (即斯的辐角)，得出&的辐角为 
a + /3( 见图 8-9). 以后只需用 （8 j ) 就可以作出的其余各项.为了作出下一个 
A , 例如厶 2 ,只需知道 A 2 是由心转过一个角& =0 i + n 而来.在图 8-7 上扣 
是负角，而图 8-8 上的 n 是一 t 小的正角，可以消去扣的一部分而在丑 m 中生成 
一个转角较小的急弯.在作出 A 2 以后又要对它做上面的事.例如为正，对它 
还要增加一个 T 3, 它比 n 和 7*2 大约要大两倍左右，这样就得到了 你现在来作 
Rm 余下的各项，应该比以前作得更细致了. 

虽然上面的思想马上就可以证明在理论层面上很有价值，却很明显不太实用. 
但在第11章里我们会用一个完全不同的方法得到使复积分可视化的另一个不那么 
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费劲的方法.这就使得绝大多数教材中关于复积分没有几何解释的说法（它们甚至 
认为这是不值挂齿的事！）成为双重的荒谬.很可能只因为这种说法被重复的次数 
太多，人们就认为它就是真的了. 

8.3.3 —个有用的不等式 

从图 8-9 就可以看得很清楚，如果能把中的那些急弯拉直,它就会变得更 
长，进一步说，拉直了后之长就是 Ail 之和，这样 

\Rm\ ^ ^2\wi\ - |Ai|, 

而等号当且仅当所有& = 0时成立若令 M 为图 8-8 中的象曲线离原点的最大 
距离，就有 

|^m| 

但右方的和正是 K 的折线逼近的长度，所以不会超过 K 的真实长度.取极限后 
Rm 变成了积分，得到 


以⑷叫 < M . (尺之长度)_ (8.5) 


例如，设 /⑷= { l / z)\K 为圆周 ㈤ = r ，则 （ S . 5 ) 蕴含了 \ j K f ( z ) dz \ < (2: r / r ). 
这特别意味着 r lim ^/(^ = 0.这是 （8.5) 的一个典型的（虽然有些简单化）用 
处： 一个很常见是希望证明当 K 在某一族曲线（例如半径渐增的一族圆周）中 
演化时， K 上的积分最终会消失 . （8. 5 )表明，只要证明 K 上的/(幻的最大模衰减 
得比 K 之长度的增加更快就行了. 

8.3.4 积分法则 


因为复积分是以与实积分完全的类似的方式定义的，所以从实积分中继承了许 
多性质.下面列举一些实积分和复积分共有的 性质： 


cf ( z)dz 


K 


f ( z ) dz . 


K 


K 


[/(之）+ 夕⑷沖 


f ( z)dz -f 


K 


9 { z ) dz , 


K 


K+L 


f { z)dz 


f ( z)dz 4 - f ( z ) dz : 

K JL 


f ( z)dz = - f ( z ) dz . 
J-K JK 

前两个等式的意义是自明的，后两个则需要进一步澄清. 


①第11章中使复积分可视化的新方法使我们能把这个等号成立的条件以特别简单的形式表示出来. 
见第11章习题 6. 
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如果 L 是从 K 的终点开始的（见图 8-10 a ), 则沿 K + L 积分意味着先沿 K 积 
分，再继续沿 L 积分，所以得到的总的积分自然是两段分别积分之和.注意，回路 
是允许打结的，事实上，回路的定义只要求这种打结之处不会有无限多个 • 



图 8-10 


第4个法则类似于在实积分对换积分限，按定义仍然是但是要依与 K 
相反的方向运行（见图 8-10 b ). 

不管你对实微积分中的这些法则多么熟悉，也不管它们在复域中的推广对于 
你是多么容易，我们还是要请你对每一个结果都重新单个地结识一番，最好是用图 
8-7、图 8-8 和图 8-9 那样的图形来做. 

回想一下，我们在本章的引言中已指出，我们的目的是发现积分与积分路径的 
选择无关的条件，而这个路径一定是连接平面上两点的曲线.后两条法^可以用来 
把这个问题重写为更干净利落的形式.设图 8-10 c 中的两条路径 K 与兌都给出相 
等的由 a 到6的积分值.于是有 

0 = [ f ( z)dz - f { z)dz = f { z)dz + f ( z)dz = f { z ) dz . 

jk Jk Jk J-k Jk-k 

所以，两个积分的相等就化为此积分在闭环路 (K-K) = ( K 后面接着-兌）上的 
积分为 0. 反过来，如果在过 a , 6两点的所有闭环路上积分都为0, 则在 所有由 a 
到6的曲线上，此积分都取相同的值.简而言之， 积分对路径的无关性等价于闭环 
路上的积分为 ◦. 整个复分析的核心就是这个现象与解析性的联系.柯西定理就是 
认识到环路上的积分为零正是映射的一个局部性质的非局部表现，这个局部性质就 
是此映射在环路内的每一点处都是一个伸扭. 

8.4 复反演 

8.4.1 一个圆弧 

复分析中一个最重要的积分可能就是复反演映射2 h 1/ z 的积分.这句话所 
包含的真理只会逐渐地显现，这就是我们在这个特例上不惜花费大量精力的理由. 

我们先从最简单的情况开始，即积分路径 K 是以原点为中心、以 A 为半径的 
一段圆弧的情况（见图 8- lla ). 在和图 8-7 中一样，我们把这条路径分成许多长度 
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相等的小段（最终是无穷小段).显然所有转角也都是相等的，用4记此公共值. 
因为每一段在原点处所张的角也是0，所以 | A | = .当 z 绕此圆周旋转时，其象 
w = l / z 将绕一个半径为1/4的圆周反向旋转（图 8- llb ), 所以 w 把每一个 △都 
缩为长度为0的 A . 



图 8-11 


因为 Ai 与心最终分别为垂直的向量与水平的向量，即为纯虚的复数和实的 
复数，巧以(我们从图 8- llc 的原点开始来画它）开始时是朝着垂直方向进行 
的 ，即心 =是一个实数 l / A 乘以纯虚数 L 40 而为硪但是现在我们看到 
T = — 0，所以石=0 t = ◦• g 卩 R M 不会转弯， 它一直沿虚轴方向上行' 这样不管 
半径多么大,积分总等于2在 K 上转过的角0乘以 i ， 即辦.请你自己验证，若令 
K 是从圆周上随机地取的一个点开始，而不是从圆周与实轴的交点开始,这个结果 
依然正确. 

特别是，也是关键性重要的情况，是 z —直绕着圆周转而成一个闭环路的情况. 
这时积分值为 Mi . 警觉的读者立即会为此而烦恼.为什么？因为表面上看起来，它 
是打了柯西定理一 耳光. 我们前面已用几何方法证明了复反演是解析映射，那么它 
在环路上的积分怎么会不为零呢？！答案在于柯西定理要求此映射在环路之 内处处 
解析.但是我们的环路内含有原点，而复反演的解析性正是在这里遭到了破坏. 

8.4.2 — 般环路 

上面的讨论不仅解释了为什么我们的环路积分不为0,还使我们预期，若环路 
不包含 原点，则积 分将为 0 . 我们要证明确实如此，由此更增加了我们对柯西定理的 
信任 • 

①我们在这里使用了转角的概念是为了以后能直接推广到 z 的其他幂，在目前其实是不需要它的.在 
圆周上角0处的 Ai 的方向与垂直方向成角0，所以 w 又把它转回到垂直方向上来. 
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我们之所以能很容易地就算出了图 8-11 的积分，是由于所有的 4 都与^正 
交，因而总是切向的.图 8-12a 则画出了一个更典型的 △, 它除了切向分量以外还 
有径向分量.你会看到， △ 可以分解为一个切向分量 rd 0， 它与垂直方向（虚轴方 
向）所成的角是还有一个与切向分量正交的径向分量 dr. 要想得到中相应 
的 A (见图 8-12b) 我们要用 w 去乘，即把切向与径向分量都用 w 分别去乘，因而它 
们的方向都要旋转一个角 -0 = arg ^ 从而切向分量变到垂直方向上，径向分量变 
到水平方向，而其长度则分成了 d0 和 (dr/r). 



现在看一下，如果对于如 L 那样的闭环路（图 8-13a) 把所有的&都联起来会 
发生什么事,但现在 L 不包围原点.为了完成这件事我们要舍弃前面把所有4都 
选为相同长度的作法，而像图 8-13a 所示，画了很稠密然而均匀分布的以原点为中 
心的同心圆族（虚线)®.考虑图 8-13a 中夹在两个相邻的同心圆周之间的一对~ 
和 △&. 由于 L 是一个闭环路， △ 总是这样成对出现的.因为如果 L 是从某个虚 
线圆周的内域通向外域的，它就必定要按反方向重新越过这个虚线圆周回到内域 
来，这样才能与它自己接起来. 当然 L 会绕过这些虚线圆周多次出出进进（例如 
a,a*;6,6*;c,c* 都是成对的交点)，要点在于这些进出穿越必然是成对反向的. 

我们在图 8-13b 上 f 见了$样作对 i ? M 产生了什么后果.由图 8-12b 已经看得 
很清楚，对于这样一对与其水平分量将互相 抵消. 因为我们已经看到 ，每 
一个 △ 都各属于自己的这样一对与 △,, 所以对于任一个闭环路， i ? M 没有水平 
分量，而不论原点是否被环路所围.从图 8-12 b 还看到，垂直的黎曼和的高度可以由 
组成它的那些 △ 所张的（有符号）角度 d0 相加而得.对于如图 8-13a 那样的不包 
围原点的环路，这些角度之和 为零： 当 z 沿 L 运动时， z 的辐角0只是在摆动而不 
会绕过完整的 一周. 所以，如图 8-13b 所示， Am 最终还是封闭起来了.另一方面， 
如果我们把 L 平移到一个使它能包围原点的位置， z 就可以旋转完整的一周，而图 
8-13b 就变成了图 8-13c. 


①如果 L 有一部分与此族中某一个圆弧重合，这个作法就失效了，但是即使发生了这样的事也没有关 
系，因为我们已经知道这一部分的积分等于 
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8.4.3 环绕数 

现在总结一下.如果一个闭环路不包围原点，则复反演映射在其内处处解析, 
这时积分按照柯西定理规规矩矩地变成零.如果包围原点在内，则柯西定理不再要 
求积分变 成零： 因为被包围的区域中有一个点（原点）使得复反演映射在那里不是 
解析的.其实我们已经看到对于以原点为中心的圆周，答案不是零而是2加.此外， 
一般的研究还揭示出，如果我们用了椭圆形环路，甚至正方形环路，答案也完全一 
样.因为如果我们把圆周扭曲成这种比较一般的形状，对于的影响只不 过是: 
它会在自己的净垂直行程中蜿蜒上下走到2私如图 8-13 c 所示，而不是如图 8 -llc 
那样笔直走到 2 M . 

我们看见，真正起作用的并不是环路的形状，而是它对于原点的环绕数.所以 
可以把我们的发现干干净净地概括如 下：若 L 是任意 闭环路，则 

cp -dz = 2 niv(L , 0), (8.6) 

jl z 


积分号上加一个圆圈是用以提醒，我们是在一个闭回路上积分（这已经是一个标准 
的记号了).图 8-14( 请注意它就是第7章引进环绕数概念时用的图 7-1) 画出了不 
同的环路以及在每一个环路上 ( l / z ) 的积分的值（在图 7-1 上则是注明了环绕数之 
值).最后请注意， （8.6) 可以很容易地推广如下[练习 


C) - 

h 卜 P 


dz = 2 niv (L , p ). 


(8-7) 
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图 8-14 


8.5 共轭映射 


8.5.1 引言 

在本章引言中我们强调了积分对任意连续复映射都有意义,而不论它是否解析 
的.然而，相对不甚规矩的非解析的函数之积分，行为就不如其解析对手那样可以 
预测了.特别是，柯西定理在此没有裁判权，我们也就没有理由期望积分对路径的 
无关性，或者用与此等价的说法，没有闭路上积分为零的性质.作为这一类性态的 
例子，我们马上就来证明，非解析的共轭映射 z h I 在环路上的积分将给出此环路 
所围区域的面积.暂时先承认这个结果，我们用5和 ( l / z ) 两个例子来详细说明非 
解析情况与解析情况的区别. 

在解析情况下，只要 z = 0这个特殊的点没有被包含在环路内，环路上的积分 
必为零.甚至在 ( l / z ) 的积 分不为 零时，它可能取的值仍以 2 W 为单位而干净利落 
地量 子化； 环路每包围这个特殊的点 z = 0 —次，积分值就增加一个单位.我们 
后面会看到，这种性态是很典型的，虽然一个比较普遍的映射可以有多个特殊的点 
(在那里解析性遭到破环）散布在平面上,积分仍然对于环路的准确形状不敏感.只 
要没有这种特殊的点被围在环路内，积分就会为零.然而，若有几个这样的点被围 
起来了，则各自对积分作出不一定相同的贡献（一般不是 2 ki ), 每包围一次就得到 
一个单位的贡献，积分的值正是这些离散的贡献之和. 

非解析的例子则完全不同.环路所围区域的面积几乎从不为零的积分也就 
如此).进而言之,积分之值不再是由稳定的拓扑性质所决定的，其对环路的详尽的 
几何形状是敏感的.最后，积分之值也没有优雅地量子化，而随着环路形状的改变 
会连续地变化. 

8.5.2 用面积来解释 

现在我们来验证一下 I 的积分的面积解释.回忆一下，我们在第1章就讲过 
lm ( ab ) 就是由 a 和6所张成的三角形面积的2倍.当 z 绕图 8-15 a 中的环路 L 运 
行时，设想它所扫过的面积可以像图 8-15 上那样分解为三角形的元素.于是，因为 
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zz = lzl 2 为实数，则有 

2( 面积元素）= lm[(z + A )^] = Im (^ A ). 

把这些面积元素加起来，我们就得到相应于 I 的积分的黎曼和的虚部.这样我们就 
得出结论 

Imo 況 2 ； = 2(L 所包围的面积). 

JL 



图 8-15 

如果注意到 I 和 （1/ z ) 均为同方向的点（向量)，这个结果还可以进一步简化. 
^此可知，可以作一个类似于图 8-12 的图，唯一的区别在于，在图 8-12 中为了得到 
A 我们要除以 r , 而现在要乘以 r . 所以由图 8-12 而来的推理仍然有效，由此导出 
^沿闭环路的积分为纯虚数.这样 



j 芝心= 2 i ( L 所围的面积). (8.8) 

现在我们要问，如果原点在环路之外，该公式将如何改变？图 8-15 b 表明有一 
个让人高兴的 答案： “什么也没有了！”要点在于积分把△对于原点所张的有符号 
的面积都加了起来.在远处，△是让 z 沿逆时什方向走，所以给出正的面积 元素; 
但是在近处 z 沿顺时针方向运动，给出负的面积元素.当它们相加时，位于回路之 
外的面积抵消，所以是用不着的.余下的恰好是被围着的面积. 

作为一个简单的例子,考虑一个以 a 为中心、以 r 为半径的圆周 C , 它的方程 
为 r 2 = > _ a |2 = a ){z-a). 由它解出芝再利用 (8.7) 即可得出 

' ^ 

o zdz = aO dz + r 2 o - dz = 0 + r 2 2jci 

Jc Jc Jc z ~ a 

= 2 i ( C 所包围的面积). 


由我们迄今所作，你会以为5在非平凡（即没有缩为一点）的环路上的积分不 
会等 于零. 其实只要看一下图 8-16 a 上8字形的环路就知道这种想法是错误的.这 
个环路可以看作是两个独立的环路之并，上一个环路是依正向绕行的，所以给出通 
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常的面积4 1; 下一个则依反向绕行，所以给出(-^ 2 ),即通常面积的负值.所以积 
分值为 2 z ( A ! - A 2 ), 如果环路是对称的，则积分为零. 



8.5.3 —般环路 

为了把这个例子告一段落，我们想解释一下环绕数的概念怎样用于计算更复杂 
环路上的积分.如图 8-16 b (注意，此图就是第7章的图 7-2) 那样一些典型的环路 
都把平面分成若干个集合 Dj ， 而在第7章中我们定义环路的“内”就是那些相应 
的环绕数％ # 0的组成的，而其余的 I ), 则组成“外”，我们现在陈述一般的结 
果,请细想一下是否为真： 

| zdz = 2 iy 2 v j A j (对内部的巧•求和)， （8.9) 

、 L 

其中牟 表示 R 的 面积. 例如，图 8-16 b 的环路 L 给出 f = 2 i [2 山 + A 3 ]. 本 

章稍后再来解释这个一般公式 (8.9). L 

8.6 幕函数 


8.6.1 沿圆弧的积分 

既已懂得了 （1/4 的积分，也就容易懂得其他幂的积分了.我们再次用图 8-11 
的方法从沿圆弧 K 的积分开始.我们将得到的结果与实积分的结果 

、B -I 

x rn dx= -- [5 m+1 - A m+1 ] (m^ —1) 

ja m + 1 

形式完全一致，区别在于，在复情况下我们可以真正看见它！ 

图 8-17 a 中是与图 8-11 a 相似的回路，而由图 8- llb 变到图 8-17 b 表示从复反 
演到一般整数幂 = 的变化.图 8-17 的主要目的是传递一般的论证，但是如果 
我告诉你，它其实画的是 m = 2的特例，你就会更好地理解它的细节. 
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图 8-17 


当 z 沿 K 运动时， w 将沿半径为的象圆周运动，但角速度是 z 的角速度 
的 m 倍，所以 

\A\ = A m {A(t)) = A m+ 1 (l), 

4> = 丁 + <p = mcj) - <p = (m + l)(p. 

因为所有的 S 都有相同的长度和转角，所以 i ? M 是一个圆弧的多边形逼近，我们 
把它的圆心放在图 8-17 c 的原点上.我们现在要决定这段圆弧所对的圆心角，还有 
它的半径. 

每个 S 在圆心所张的角就是转角表亦即 △ 的转角的 （ m + 1) 倍,这样 

终点的辐角 = (m + 1)\|/. 

还有，若用 p 表示的半径,则由图 8-17 c 可以看到 

p 0 = | A | # p =― —. 

m + 1 

由此我们可以得出如下 结论： 

终点—起点 =- 

m +1 J , 、 

( 8 . 10 ) 

=―- A m+1 ], 

它正如我们所许诺的，形式上与实的结果完全一样.希望你会 同意： 能用一种在实 
情况下不可能做到的办法使它可视化，这是颇为引人入胜的. 
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我们上面说了，图 8 _17画的其实是 m = 2这个具体情况，在往下读以前，希望 
你费心略述一个其他 情况 ； m = -2 可能是有趣的. 

8.6.2 复反演作为极限情况 * 

和在通常的微积分中一样 ， m = - l 的情况（复反演）是很独特的.然而，把这 
个特殊的幂作为其他幂的极限情况，我们就可理解它的性态.只要对多值函数的分 
支略微小心一点，就可以看出甚至在放松 m 为整数这个要求以后，上面的结果仍 
然是成立^•当 m 逐渐趋向 -1 时， i ? M 的半径 p 就会增大，也就越来越不弯 
曲； 同时厶的长就趋向 0. 所以当 m 趋向 -1 时，我们可以看到将沿虚轴笔 
直上行到#•图 8-18 画出了这一点.变动着的量 n = m + l 量度了 m 和 - 1之差, 
所以在此图上以 n 作为黎曼和的标志是很好的. 



回到整数幂的情况，我们下面就会看到，对于完整的圆形环路，复反演与所有 
其他的幂有一个使人触目的基本 区别： 若 m # -1，积分会变成零.这是由于 
将绕圆周转 | n | 整圏 [n < 0时按顺时针方向转， n > Q 时按逆时针方向转],所以最 
后回到了起点. 

8.6.3 一般回路和形变定理 

迄今为止，我们只是在4， S 两点由一个简单弧（即不自交的弧）来连接的情 
况证明了 （8.10), 但事实上它对几乎所有的回路都是 真的. 先看 m >0 的情况.因 
为严 这时在全平面上解析，由柯西定理直接可得所有连接4 B 两点的回路都给 
积分以相同的值.然而 m <0的情况就比较微妙. 

正如复反演在原点破坏了解析性一样，2的其他负幂也都如此.所以柯西定理 
只能保证，当这两条连接 A ， B 两点的路径合起来并未包围原点时，积分值是相同 
的. 对于包围原点的环路，积分值并不为0,例如在;的情况积分值为 2 M . 

然而，直接计算可知，对于2的其他负整数幂（即 m # -1)，绕着以原点为中 
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心的圆周环路的积分确实为0,尽管这不是柯西定理所要求的 ® 我们现在要给柯 
西定理一个新形式，它使我们看到积分变成0并不是来自环路具有圆周的特殊形 
状带来的侥幸的事情. 



考虑图 8-19 a , 其中的两个环路均包围某个映射的奇点，因此柯西定理并未要 
求沿 J 或 L 的积分为 0. 然而，若此映射在两环路之间的阴影区域中为解析的，我 
们可以证明这两个积分必相等. 首先考虑沿 L 之积分里面来自间的一段的贡 
献.设我们对这一段稍作形变使之成为连接的一个肿块.因为映射在这两条连 
接的路径所围的区域中解析，由柯西定理，沿这两条路径的积分必相等.再则, 
因为 L 的其余部分没有变，所以沿有肿块的环路上的积分=沿没有肿块的环路(即 
原来的 L ) 上的积分.现在为了得到我们所需要的结果还需要我们做的就只是让这 
个肿块长大而且形变（如图 8-19 b 所示)，直到 L 变成 J 为止. 

关键性的思想 就是： 

如果回路在形变中只扫过解析点，则积分值不会改变. （8.11) 

我们将称这个结果为形变定理.这样，如果把回路想象成一条橡皮圏，而把奇点想 
象为由钉在平面上的小木桩（其作用是挡住橡皮圈的运动)，不管这条橡皮圈变成 
了什么形状，其上的积分之值总是相同的. 


我们马上就可以把形变定理应用于我们的问题.因为如果这映射是 Z - 1 以外 
的 z 的其他负整数幂，则我们已经证明了的事实，即在圆周环路上积分为0,就蕴 
含了，只要这个圆周在形变时能够不碰到原点处的奇点，则在它能变成的一切环路 
上积分都为0,所以，公式 (8.10) 甚至对负整数幂也是与路径无关的. 

形变定理也给出了关于复反演映射在一般环路上的积分的公式 (8.6) 的一个简 
单得多的推导.设想取一根很长的有弹性的绳子在一个以原点为中心的圆周上缠 
圈，然后把它的两头接起来成一个闭环路.由以前的工作可知％- 1 在其上的积分值 
为 2 jtk . 但是形变定理说，不论怎样使这条绳子形变，只要不让它越过原点（奇点) 
处的小木粧，积分的值就仍是 2 m ^. 但是霍普夫映射度定理指出，它能够变成的环 
路一定是环绕数为〃的环路. 


①我们将在第11章 （11.2.8 节）中给出复反演与其他负整数幂的区别的物理解释 • 




8.6.4 定理的进一步推广 
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我们的“动态”版本的柯西定理还可以进一步推广到具有 好几个 奇点的映射. 
考虑包围两个奇点（小木粧）的环路 L (图 8-20 a ), 推广到有更多奇点的映射是显而 
易见的.如果我们让 l 形变但是不碰到小木桩，我们知道积分之值不变.由图 8-20 a 
经图 8-20 b 到图 8-20 c 的过程是这种形变的一例.图 8-20 c 是很有趣的.现在回路 
变成在 g 点掐在一起了，于是积分的值可以认为是两个在 g 点相切的圆周上的积 
分之和.但是现在可以再应用通常的论证方法，可以让这两个圆周分别形变，这样 
就完成图 8-20 c 到图 8-20 d 的转变.于是我们得到以下 结论： 


o f ( z)dz = o f ( z ) dz-\-o f ( z ) dz . (8.12) 

JL Jj JK 




现在举一个例子说明 (8.12). 考虑/⑷ = 2/( z 2 + 1), 它在 z = 土《处有奇点. 
只要注意到 /( z ) 还有另一个表达式 


就能在任一环路 C 上计算这个积分了.于是应用 （8.7) 可得 


J f ( z)dz = 2 k [ v { C , i ) - v ( C , - i )]. 

像图 8-20 a 中那样让1包围这两个奇点，请用这个公式来对这个特殊的函数验证 
( 8 . 12 ). 

8.6.5 留数 


我们现在对幂函数的环路积分已经有了相当完备的理解，因此要对比较简单的 
有理函数作积分就相对容 易了： 我们只要找到它的所谓分项分式（或称部分分式) 
分解，然后再逐项积分即可.在上一小节末尾的例子中，我们做的就是这件事. 
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下面是一个稍微复杂的例子，即在图 8-21 的回路尺上 /( z ) = 2 5 /( 2 + I ) 2 的 
积分.把分子写为 h + 1)-1] 5 ,很快就有 

/(:) = —( 之 + 1)2 + 5 (之 + 工) - 10 + 10 (z + 1) - 5(之 + I ) 2 + (2； + I ) 3 . 

但是我们已经知道，除幂为-1的情况以外，其他整数幂幂函数的积分均为零，所以 
上式中只有复反演项[在方括弧内]对积分有贡献.详细些说， 

o f ( z)dz = 5 x 2 mv [ K , — 1] = —20 ni . 

JK 

所以，积分之值由两个因素 决定： 环路的环绕数以及在此映射分解中复反演项的多 
少（即其系数).因为后者是函数积分后仅有的留下的部分,它就称为函数在奇点处 
的留数.通常情况下，/⑷在奇点 s 处的留数用记号 Res [/ ⑷，4来表示,所以在 
上例中， Res [之 5 /(之 + 1) 2 , -1] =5. 



图 8-21 


其实留数的概念远远不只是对简单的有理函数有意义，下一个例子就可以说明 
这一点 • 我们以前曾经不甚明确地指出过 （5.5.3 节的 （5.8) 式后面）一个非常值得 
注意的事，即解析函数是无穷可微的，而在解析函数类中，它就等价于解析函数在 
非奇点的邻域中必可用幂级数（泰勒级数）来表示.例如 sin z 以原点为中心的泰 
勒级数就是 i i i 

很明显在映射的奇点处这种展开式是不可能的.然而，只需简单地把幂级数概念拓 
宽到也能包 括负整 数幂，则在奇点附近也能恢复到一个相似的结果.这样的级数称 
为罗朗级数 ® 

考虑 ( sinz )/ z 6 , 它以原点为奇点，但只要用 z 6 去除上面的泰勒级数，则在此奇 
点 z = 0附近即可得到以下的罗朗 级数： 


+ 37 - 


z 5 3! z 3 5! 


7! Z ~ h 9 ! Z 


将一函数在奇点处的留数再次定义为复反演项的系数，现在就有 Res [( sinzA 6 ),0] = 
^如果一个幂级数在回路的每个点上都收敛，我们暂时承认对级数逐项积分是有 


①罗朗， Pierre Alphonse Laurent, 1813—1854, 法国数学家 . 


译者注 
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意义的就会再一次看到只有留数项才对积分有贡献，例如设 K 为图 8-21 中的 


回路，则有 


、 • 1 

o 6 ~ d^: = —2mv{K^ 0) = 


2jtz 

~5 T ' 


上面用留数来计算回路积分的例子只是柯 西留数定理的 事例.我们将在本章 
的末尾回到这个问题，而且下一章还要更仔细地讲.目前我们只是提醒一下，若一 
映射有几个奇点，则对每个奇点可以各赋予一个留数. 


8.7 指数映射 

在指数映射情况下，最容易处理的积分回路是垂直线段 L , 如图 8-22 a 的 
我们又会发现其结果与它在实微积分中的对手形式上完全 一样： 

e z dz = e B — e A . (8.13) 

Jl 

当 z 由 4 上行到 B 时,它在 w = e z 下的象将绕着图 8-22 b 中的圆弧运动.为 
了验证（8.13)，我们现在来证明（设从 〆 开始画 i ? M ) 这个圆弧也准确地就是黎曼 
和的路径. 



首先注意，因为 Ai 和 M 分别有效地是水平的和垂直的，所以 i ? M 出发时将 
是沿垂直方向，这正是我们需要的.还要注意,所有的 A 都有相同长度，即01 = 
e A | A |. 最后，因为 L 没有急弯（即0 = 0)，所以孑 = t = | A |. 既然所有 A 的长度 
和转角均相同，只 M 将沿一圆弧运动.余下要证明的 仅有： 若从 〆 开始画它，则此 
圆弧就是图 8-22 b 中 同一个圆弧. 

下一节将给出证明这一点的最简单的方法，然而下面的几何论证也相当直截了 
当.我们先验证 i ? M 的弧与 w 的弧有相同半径.每一个 A 在圆心所张的角就是转 


①这是可以证明的，但是对于回路还要加一些条件，例如假设此幂级数的收敛圆盘严格地包含回 
路.^-译者注 
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角表所以 


半径= 


弧长=阎 
丽 = J 


这就是我们想要证明的.最后，圆弧所对圆心的总圆心角正是所有& = 之和， 
即由此得证这两个圆弧完全相同. 

因为# 没有奇点，柯西定理保证了它在环路上的积分为零，所以 （8.13) 对任 
意的由4到 B 的回路都是成立的. 


8.8 基本定理 


8.8.1 引言 

通过特定的几何作图，加上应用柯西定理，我们已经学会了某些重要函数的积 
分的许多知识，然而还有两个立即出现的问题有待 解决： 一个是实用性的，另一个 
是审美性的. 

实用性的问题在于公式 （8.10) 和公式 （8.13) 都只对4 B 两点有特殊的构形 
时 适用： (8.10) 的推导假设4 B 两点离原点距离 相等； 而对于（8.13)，则设它们是 
垂直地分开的.肯定地说，各种形式的柯西定理可以保证不论 A ， B 两点位置如何, 
所考虑的积分都是与路径无关的.问题在于，我们还没有证明这种与路径无关的积 
分之值仍由前述的公式给出.本节中我们会看到积分之值确实仍由同样公式给出. 

审美性的问题 在于： 我们推导2的负整数幂的积分与路径无关的方式，尚可推 
敲.回想一下，当时我们之所以能应用柯西定理是因为我们已经显示地画出环路积 
分的一个例子（即取环路为圆周)，使 得尽管 环路中包含了奇点，这个环路积分仍然 
为零.虽然这个推导本身很干净利索，却留下一个感觉，即在理解奇点出现时环路 
积分仍然可以为零这件事情上，应用柯西定理还不是最直接的途径. 

这两个问题都由所 谓环路积分的基本定 理一起解决了 一 这个定理形式上也 
和通常的微积分中的同名的对手一个样.然而给它起这么个名字却不太合适,至少 
在复分析中如此.说到底，迄今为止， 没有这 个基本定理我们的日子也过得不错，这 
就说明，如果这个定理可以称为“基本”的话，那么柯西定理就应该称为“超 基本” 
了！ 


8.8.2 —个例子 

作为这个定理的第一个例子，我们回到上一节讲的指数映射，目的是弄清楚为 
什么 (8.13) 对任意 一对点 A , B 都成立，而不一定要求它们位于同一垂直线上.正 
如在数学中时常发生的那样，需要的只是稍微转换一下视角. 

图8- 2 3画出了一条曲-连接两个典型的点 A 和点5)，它被指数映射# 
映为连接和的曲线犮.现在,把关于积分和黎曼和的一切统统忘掉（当然是 
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暂时的)，而从微分的观点来看看图 8-23. 

所有从 K 上某点发出的小箭头都被映为从犮上某点发出的象 （仍巧 小箭头^ 
特别是，如果箭头△是 K 的一小段弦（收缩以后就变成切线)，它的象&也是皮 
的一小段有一定方向的弦.但是对于解析映射（如现在正在考虑的 e 2 )， 原来的箭头 
只不过被伸扭一下再映为其象： 

A = ( e 2 的伸扭） • A = e 2 • A . (8.14) 



如果把所有这些作为兗的弦的向量 A 加起来，就会得到连接炎的起点与终点的 
向量 V ，但是 （8.14) 告诉我们，向量 V 也可以看作是相应于 e 2 在 K 上的积分的 
黎曼和. 由此 即证得 (8.13) 对一切位置上的 A , B 两点仍然 有效： 

e z dz = V = e B — e A . 

JK 

为了强调这个作法与路径的无关性，设想选另一条由4到5的 回路. 它的象曲线 
也就是新的黎曼和）则由另一条路径由 〆 走到 e ' 当然向量 V 不会受到影响 • 

8.8.3 基本定理 

基本定理其实就是用一般的语言来重述上面的思想.设我们想用上面的方法来 
计算 ^ K f(z)dz. 我们就必须找另一个解析映射 F ( z ), 使它的伸扭 F\z) 恰好就是 

f(z). 假设有一个 F 已经找到[这样一个玩意儿是否存今我们马上就来讲]，我们 
就可以作出图 8-24, 其中就有 K 在映射 F 下的象 曲线免 仍用上面同样的术语, 
(8.14) 就变成 

A = ⑷的伸扭] • A =/⑷八. 

和前面完全一样，我们知道犮其实就是/的黎曼和画出的路径,而向量 V 又一次 
就是与路径无关的积分值： 

f f{z)dz = V = F(B)_ F{A). c (8.15) 
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图 8-24 


和在通常的微积分中一样，函数 F 不可能是唯一的，因为# = F + cond . 和 
F 共有同样的伸扭.用图8- 24 的语言来说，户和 F 的关系只不过是把 F 作一个平 
移，但这个平移对于连接犮的两端的向量 F 并无影响. 

在通常的微积分中，一个实连续函数 /( a :) 总有一个原函数① F (: r ) 使 F'(x) = 
/( z ) .当然 F ( x ) 不一定容易找，也不一定能用初等函数表示（例如 /( a ；) = e - W 的 
原函数就不能用初等函数来表示)，但至少它是存在的.在复领域中则不然，我们知 
道解析函数只是非常特殊的复函数，所以对于一般的复函数，原函数如果不存在其 
实也不足为奇.其原因如下：回忆一下若这样的 F 存在，则/的积分必与路径无 
关.所以，例如对非解析的/⑷= 这样的 F 就不可能存在，尽管现在的/⑷确 
实是连续的.事实上,我们会需要求助于关于解析函数必为无穷可微这个尚 未证明 
的结果，由它可以看见，一般说来/的解析性是原函数 F 存在的必要条件.因为如 
果 F 是解析的，它的导数 F (即 /) 也一定是解析的. 

当遇见一个非解析函数的积分时，去找它的原函数以便应用 (8.15) 式是毫无 

希望的-原函数不可能 存在. 对 z — I 这个特例，有可能把非封闭的回路的面 

积解释加以推广，从而计算出其积分,但是对一般的非解析函数这样的解释是得不 
到的.虽然这种积分比之解析函数的积分对于我们意义要小得多，我们仍将在下一 
节找出一个计算它们的方法. 

在回到一般的讨论之前，我们想再给出一个关于这个定理如何起作用的例子. 
考虑/⑷=如果我们定义 #) = 则，=/,所以当我们沿某一回路作积 
分时，黎曼和的路径正是原来积分路径在映射 z — z 3 下的象.这就使我们能从新 
的角度重新看一下图 8-17 的作法 • 回忆一下，那里的关于一般幂函数的积分的图 
其实是对 z 2 这个特例 作的. 我们看到 ， z -> 确实把图 8-17 a 中的回路映为图 
8-17 c 中的黎曼和，这与我们的新的一般结果是一致的. 

这个定理是怎样回应我们关于 2 的负幂的积分之路径无关性的审美要求的呢？ 
作为一个例子，重新考 虑 f ( z ) = ( 1 / z 2 ), 我们希望你确实已经按我们的建议画出了 

①本书中没有使用原函数一词，而是用的“反导数” anti - derivative , 因为这里并未介绍任何新思想为 
方便读者，译文中仍用原函数一词.——译者注 
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图 8-17 的类似物了.不必求助柯西定理（从而避免了为着和它一起出来的原点处 
的奇性的担心)，我们看到，因为 (- l/zy - (1/ z 2 ), 所以所有®连接 A 和 B 的回路 
都会给出同样的积 分值： 



附带说一下，因有与路径的无关性，我们就可以恢复使用这样的记号而不必担 
心出现歧义. 

我们不必再用柯西定理也能把这个积分在圆周上为零这件事推 广为： 在任意 
环路上的这个积分也为零.结论是直截了 当的： 因为 B = 式所以上式为零. 

8 . 8.4 积分作为原函数 

我们已经看到，如果/的 原函数 F (定义为 F = /) 存在，则/的积分与路径无 
关.我们现在要来证明其 逆：若 /之积分与路径无关，则原函数 F 存在. 

我们先给出基本定理的另一个简单例子.因为 （ sinz )' = cos ^, 所以 cos ^ 的积 
分应与路径无关.设我们从原点积分到动点 Z , 则会得到一个合理定义的函数 

rZ 

F(Z) = cos z dz = sin Z. 

Jo 

我们毫不惊奇地知道，它就是 cosZ 的原函数.如果我们从另一个任意点而不是原 
点开始积分，则得到的结果与上式只差一个常数,所以仍是一个完全好的原函数. 

为了证明第一段话里宣布的结果，只需要证明上面的例子是典型的即可.若已 
知映射/的积分是与路径无关的，4是任意的固定起点，我们来证明 

nZ 

F{Z) = f{z)dz (8.16) 

Ja 

就是 / 的一个原函数.其实我们就是想要证明原函数是存在的，即是说我们想要证 
明，若从 P 点发出一个无穷小箭头，则在映射 F 之下,这个小箭头仅仅是被伸扭了 
一下，而在 P 点，这个伸扭就是 /( P ). 

我们首先要注意到用图 8-25 a 表示的关于积分之差的一件简单的事.设 L 和 
M 是连接4到两个不同点 P 和 Q 的路径,我们知道,对于任意函数 /( z ) 都有 

f{z)dz - [ f{z)dz = f(z)dz. 

JM JL J - L-hM 

右方的积分路径 （-L + M ) 就是图 8-25 b 上由 P 到 Q 的弯曲的路径,但是如果知 
道积分是与路径无关的，则可以用直线路径 S 来代 替它： 回到 （8.16) 所用的记号， 
我们就有 

①除了实实在在地穿过奇点的回路以外. 
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F ( Q )~ F ( P )= f ( z ) dz . 
Js 



图 8-25 


在极限情况下 Q 与 P 重合， S 就变成由 P 发出的无穷小“向量”△(稍微有点 
用词随意)，而以上等式左方就是△在 F 下的象乙因此 

F : A I — > A = f ( z ) dz . 

Ja 

但若 A 是无穷小，则上面的积分等于 /( p ) A ， 这样就证明了上面宣布的 结论： 

F : A A = /( P ) A . 

我们现在就可以求助于柯西定理把所要求的积分与路径的无关性与函数的解 
析性联系起来了.若/在某个区域中是解析的，它的积分一定是与路径无关的，所 
以必存在原函数 F . 换言之， 每个解析映射本身一定是另一个解析映射的导数. 

我们以 F 的解析性的一个有趣的应用来结束这一小节.在上一小节里我们完 
全忽略了以前所用的几何作法，而代之以求助于基本定理来证明，例如 

z 2 dz = l ( B 3 - A 3 ) 

JA 3 

对 A ， B 两点 之所有 位置都成立.这看起来明显地比图 8-17 进了一步，因为在那 
里只对4 B 两点距原点等距离这一特例证明了上式.然而我们现在可以看到解 
析性反而使这个特例包含了一般情况，这似乎是一个悖论. 

考虑两个函数 


F(Z) 


rZ 

= z 2 dz , 


A 


G ( Z )=^( Z 3 - A 3 ), 


我们现在看到，二者都是解析的.由图 8-17 我们知道，当 Z 在一个以原点为中心 
而且通过 A 的圆周上运动时，有 


F ( Z ) = G ( Z ). 


但由解析函数的唯一性 （5.11.3 节）即知此式当 Z 在圆周外游荡时也是成立的，由 
此可得上述的一般结果. 0 

①这个论证当 A 是原点时不能用，因为这时此圆周退缩为一点而不能用唯一性定理.但是 F ( Z ) 
= 5 ^ z 2 dz = fz 3 = G ( z ) 仍然成立.——译者注 
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把完全一样的推理用于指数映射,就可以把 (8.13) 的适用性从垂直分离的 A ， B 
两点外推到 Z 在过4的垂直直线以外，从而有 

nZ 

e z dz = e z - e A , 

JA 

8 . 8.5 对数作为积分 

由基本定理的启示，我们想由 ( logz) f = ( 1 / z ) 跳到以下结论 

1 

-dz = log Z , (8.17) 

Ji ^ 

与实分析情况一样，在一定意义下这是对的，但是需要小心一点. 

微妙之处当然在于原点处的奇性使得 ( 1 / z ) 的积分不再是单值的.这样我们必 
须先确定由1到 Z 的回路 X ，积分 (8.17) 之值才能适当定义.另一方面,只有在 Z 
的辐角 0(4 的无穷多值中选定了一个以后， （8.17) 右方的值也才能适当定义.这两 
个困难却按下面的方式互相抵消了. 

在图8_ 2 6中我们对 Z 的特定的值2 = 1 +以5画了 3个不同的回路.如果我 
们用 0 K { Z ) 来记追随回路 K 时所得的 Z 的辐角的净旋转，则 

^Ko(Z) =( 沉 /3 )， 

Oki ( Z ) = (jt/3) 4- 2 jt, 

0k 2 (Z) = (jt/3) + 4 jt. 

在一定意义下，把所使用的回路也包括在辐角定义，就使得积分成了单值的.注意， 
这里积分的定义并不依赖于 K 的确切形状而只依赖于它包围原点多少次.注意， 
回路 K 不能通过原点，这时会出现新的问题与新的研究① 



这样就可以把达到 Z 的方式吸收到 log ( Z ) 的定义之中而得到单值的 答案: 

= In \ Z \ -f % 6 k { Z ). 


①最后这句话是译者加的. 


译者注 
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于是 (8.17) 的不生歧义的正确形式将是 

、1 

~dz = log K ( Z ). 

JK z 

当然， log 的多值的本性并未消除，只是变了个形式.然而，追随这个思想将引 
导到考虑所 谓黎曼曲面， 多值函数在那 里可以 变成单值的.但这里不讨论黎曼 曲面. 


8.9 用参数作计算 


在没有更漂亮的方法来计算回路积分的时候，（在原则上）仍可将它表示为通 
常的实积分.我们现在简短地讲讲这个方法. 

基本的思想是把回路看成一个运动质点的轨迹，这个质点在时刻〖的位置是 
z(t). 其实,不必用 L 的很短的弦这种很小的向量作黎曼和，我们同样可以用切于 L 

的很小的向量.使用切向的复速度〃=餐就可以作到这 一点： 弦本来是表 示况这 

一时间段的位移的，现在改用切向量来代替它.这样,如果在时间区间 a ^ t^b 
中，这个动点画出了 L ， 则 

f(z)dz = f[z(t)]vdt. 

J L J CL 

例如，设 L 是以 g 为中心、 p 为半径的逆时针圆周回路，而/ ㈤ = Z 则 
由前面的知识（ 8 . 5 .2节的（8. 8 )式）可知此积分值应为 2 nip 2 . 现在的作法则因为 
z ( t ) = q -\- pe u (0 ^ t ^ 2 jt ), v = ipe u , 我们会得到 



zdz = 



r2jt 


{q + pe ~ lt ) ipe lt dt = ipq (cos t -\-i sin t)dt + ip 2 = 2 mp [ 


这正是我们所预期的. 

当然，这个方法的要点并不是要去验证过去已经知道的结果，而是想去计算一 
些过去算不出来的积分.例如，对于同样的回路，但是换一个 /( Z ) =尹，答案就猜 
不出来了，然而你会轻易地就发现答案是 Amqp 2 . 

与上面关于非解析的例子作对照，也作为对这个方法进一步的练习，可以验证 
(仍用同样的回路 L ) J l z 2 dz = 0, 而用柯西定理或基本定理都会预计得到这个结果. 
类似地可以验证 i E zdz = 0 , 这里五是以原点为中心的椭圆.[提示：请回忆一下 
z ( t )= pe it ^ qe -^ 就是沿一椭圆运动的 .] 

最后一个例子，取回路为抛物线^/ = rr 2 在0和1 + i 中的一段，用时间参数可 
以把这个抛物线写成冲） = t + it 2 ( O ^ t ^ 1). 沿此回路求 z 的积分，先用基本 
定理，再用参数计算.类似地请用基本定理计算 〆 在此回路上的积分，让你的答案 




的虚部与参数计算的虚部比较,可以得出 
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(2tcost 2 + sint 2 )e t dt = esin 1. 

Jo 

这个结果不用复数也容易算出[练习].然而我们以后会遇到用普通的方法不太容易 
算出的实积分,但是若把它们看成是来自复积分，就突然变得很容易了. 

8.10 柯西定理 


8.10.1 一些预备知识 

我们在本章中已经一再地见证柯西定理的用处了，证明它确实 成立， 此其时矣! 
我们先从回路 C 为“简单”闭曲线，即不自交的曲线这个情况开始.见图 8-27. 



我们用边长为 e 的小正方形网格填到 C 的内域中，网格方向则是实轴和虚轴 
方向.我们把整个正方形全在 C 的内域中的方格加上阴影，而令这个阴影区域的边 
缘为回路并规定在 K 上沿逆时针方向运动.因为我们画的正方形格子还比较 
大（目的是使图形看得更清楚), K 现在只是 C 的一个粗糙的近似.然而，若令 e 缩 
小,有阴影的区域会越来越完全地填满 C 的内域，而 K 也就越来越精确地追随 C . 
这样，为了看出一个映射 f 在 C 上的积分是否为零，只需研究 f 在 K 上的积分当 
e 趋向零时的性态即可.[习题20将更详细地论证这一点」 

下一步则来寻求 K 上的积分与映射在 K 所包围的阴影区域内的性态的联系. 
考虑/在每一个无穷小有阴影正方形边上按逆时针方向的积分之和.图 8-27 左图 
就画出了两个相邻的有阴影小正方形边缘上逆时针方向的积分.当把这两个正方 
形边上的积分相加时，公共边走了 两次， 其方向恰好相反， 所 以在公共边上的两次 
积分互相抵消.但是对于每一个位于阴影区域之内的正方形边这都是成立的，所以 
当我们把所有阴影正方形边上的积分加起来后，不会被抵消的就只有构成 K 的正 
方形边上的 积分： 

() f { z)dz = ^ () f ( z ) dz , (8.18) 
Jk 阴影正方形 
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右方是对所有有阴影的正方形求和.这样，研究/沿 C 的积分就归结为研究/在 
内域的无穷小正方形内的局部效果. 

应该强调，迄今为止的讨论对于非解析映射和解析映射都同等适用.例如，对 
于 /&) = A (8.18) 只不过是说 K 内的面积就是有阴影的小正方形面积之和[见 
(8.8)]. 为了真正理解柯西定理,就必须把图 8-27 专门限于 f 在 C 内各点的局部效 
果都是伸扭这一 特例. 然而我们还是先来猜一下，对于一般的复映射 ,(8.18) 右方每 
一个典型的积分的大小是怎样依赖于 e 的（即当正方形缩为一点时，其大小如何). 

我们研究实积分的经验以及不等式 （8.5) 都会引导我们去设想，在每个无穷小 
正方形边上的积分都与正方形周长（也就是与4以同样速率衰减为0,这是不对 
的.正方形边是一个闭回路，而且复积分又是一类向量性质的求和，这两点都蕴含 
了，此积分可能衰减得快得多.在上面讲共轭映射的积分时，我们就已看到每一项 
的准确值为 2 ie \ 而这就指引到一个正确的猜想，即各项都如 e 的平方那样衰减. 
我们马上就来详细地验证，但在目前,下面的粗糙论证也就够了. 

我们知道，对一般的映射/, K 上的积分（因此还有 （8.18) 右方的和）都是非 
零而有限的.这使我们相信，各项随 e 之衰减的速率与项数随 e 之衰减而增长的速 
率恰成反比.但是项数之增长正如 （ C 内域的固定面积除以每个小正方形面积）一 
样，也是与 (1/ s 2 ) 同阶.所以我们期望每一项将如 P —样衰减.如果我们原来的 
猜想是正确的， (8.18) 中的和式之阶将是 e { l / e 2 ), 而当正方形缩为一点时，就会给 
出一个无限大的结果，这当然是不对的.反过来说，如果各项的贡献比 e 的二次幂 
更高，则它不会影响最后的结果. 

8.10.2 解释 


我们再回到图8_ 2 7以及对柯西定理的解释，解析映射/将把左方有阴影的小 
正方形伸扭为右方有阴影的小正方形，图 8-28 则把一个典型的小正方形及其象（即 
图 8 _ 27 中的黑色小正方形）放大.用我们特别精确的中点黎曼和沿此正方 
形底边的积分可以用单独一项 Ae 来 估计： A 就是中点 a 的象再乘以这一边的长 
e . 这似乎符合于我们关于沿整个正方形边的积分与 e 同阶的错误估计.但是若加 
上对边的积分，就会得到以下答案： 



图 8-28 
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如果/只是在实意义下可微,而不是局部为一伸扭， | p | 仍然与 e 成正比，从而 pe 之 
大小将正比于 e 2 , 类似于此，另外两边之贡献也与 d 同阶，具体说来是 [ B - C > = 


ipe . 

你可能已经看见了 光明： 如果/局部为一伸扭，则这个正方形的象仍是一个正 
方形，所以 


iq = 旋转一个直角 = -p 
=> (t f ( z)dz = e(p + iq ) = 0. 


(8.19) 


我们由 (8.18) 得出的结 论是： 解析映射的环路积分为零只是其局部伸扭性质的非 
局部表现！ 

为了把这一点与非解析映射加以对照,请看图 8-29. 设一个映射仅仅是在实意 
义下可微，我们在 4.8.2 节中已经看到，它的局部效果是在两个互相垂直的方向上 
各自（按不同的因子）膨胀，再继以一个扭转.所以一个无穷小正方形的象一般地 
是一个平行四边形，: P 与 g 长度不等，一般也不正交.我们看到 P 与 iq 不能抵消， 
所以 e(p + iq ) 只能与 e 2 同阶.当我们把 （8.18) 的各项加起来时，项数又只能与 
(1/6 2 ) 同阶,所以答案是非零而有限. 



对非解析映射的如上所说的这种不能互相抵消，共轭映射给出一个特别令人震 
撼的例子，请看图 8-30. 用前一段的说法，可见，在水平方向上膨胀因子处处为1， 
而在垂直方向上,膨胀因子则处处为-1，扭转度则为零.正方形的象虽然仍为正方 
形,但图 8-28 与图 8-30 有一个 关键的 区别.共轭映射是反共形的,它会把正方形的 
方向反转，从而 

^ zdz = e(jp 4 - iq ) = e(ie 4 - ie ) — 2 ie 2 . 



图 8-30 
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回到解析性的问题，并将 (8.19) 与图 8-29 比较，我们就会得到柯西定理的逆 
定理.如果已知/在一切环路上的积分都为零，特别地，它们沿无穷小正方形边缘 
上的积分为0,例如在图 8-29 左方的正方形边上积分为 0. 所以 p-{-iq = 0 . 但是很 
清楚， 只有在 象是另一个与原正方形方向相同的无穷小正方形时才会发生这样的事 
(请与图 8-30 比较).所以/的局部效果必为伸扭，这个逆定理称 为摩列拉®定理. 

正如本书对待其他新思想一样，我们不打算以严格的形式来陈述我们的论证. 
我们的口号永 远是： “洞察力”而不是“证明”.例如，考虑对于图 8-27 和图 8-28 的 
几何论证的反对意见（其严酷程度在不断升 级)： 不论正方形多么小，其象的边不会 
是完美的直边（但是交角却是完美的直 角)； 中点 a 不会恰好被映为象的精确的中 
点;尽管丑 m 对于小的回路有无可置疑的精确度，它也不会给出积分的精确值. 

然而，在计算中起决定作用 的是： 积分的每一项的贡献，均与 e 2 同阶，在这一 
点上图8_ 2 8和与之相关的推理大概都是无懈可 击的. 其实，图 8-30 的例子会更令 
人相信以上的反对意见其实并不相干，因为在那个情况下我们知道，答案至少准确 
到与 e 同阶.[其实这个例子是完全准确的，不过这种准确性只是一个巧合 .] 更一 
般地说，回忆一下，用参数计算揭示出，任何一个回路积分的实部和虚部都可以表 
示为通常的实 积分. 这意味着我们可以把以前在实分析中对引起的误差估计 
(8.3) 移到复域中来.所以正方形四个边上的积分与其值的相差衰减得不会比 
e 的立方更慢[见习题 2 1 与习题 22]. 但是我们前面已经论证过，当 e 趋于0时，这 
些误差不会影响 (8.18) 中的和.虽然我们不再讨论这个问题，其他的反对意见也都 
可以类似地处理. 


8.11 —般的柯西定理 


8.11.1 结果 

考虑一个除在图 8-31 上标出的奇点以外均为解析的映射.它在 K 上的积分是 
否必定为零？你会看见问题 所在. 对于不自交的简单环路（如图 8-27) 上那一种，奇 
点是否躲在环路之“内”，从而柯西定理是否可用都是完全清楚的.但是在图 8-31 



① Giacinto Morera, 1856—1907, 意大利数学家 . 


译者注 
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上，甚至什么是“内”也不清楚，更不要说它与柯西定理有何关系了. 

回忆一下，前面在试图沿一个复杂的环路积分 I 时就已遇到了这个问题[请参 
看 (8.8) 式以及 7.1.2 节中对此的讨论].我们对它的解决方 法是： 定义所谓“内，，就 
是使环绕数不为零的所有点的集合，而“外”就是使环绕数为零的所有点的集合. 
有了这些定义以后，柯西定理的完全一般的形式就简单得令人吃惊了. 

若一解析映射在一环路之“内”没有奇点，则它绕此环路的积分为零. （8.20) 

本节的目的就是为了理解这个美丽的结果. 

先回答开始时提出的问题.在图 8-31 中， K 并未绕过奇点，所以（按上述定理 ) 
积分应该为零.在理解定理的这个特例的过程中，我们将被引导到对其适用性的完 
全一般的论证. 

8.11.2 解释 

正如在图 8-16b 中一样，图 8-31 的回路 K 把复平面分成互不相交的 几块； 特 
别是 K 的“内部”分成了认， D 2 和 D 3 , 见图 8-32 .令 G •为巧的边缘，而且规 
定要依逆时针方向绕行.为了不把图画得太乱，我们不把这些回路的符号都标在图 
形上，而在区域内用一个小椭圆单独来记，并规定它们都共同取逆时针方向.图上 
还用小方框标出了 K 沿每个区域乃』的环绕数.因为在构成 K 的内域的那些区域 
Dj 中没有奇点，我们关于柯西定理的基本形式可以应用于每一个这样的简单回路 
Cj , 而给出 

o f { z)dz = 0. (8.21) 

J Oj 



现在到了关键性的地方，沿 K 的积分可以表示为沿这些 q 的积分的线性组 
合，这里 Q 包围了巧的内域.在图 8-32 的情况下就有 

' r r r 

o f ( z)dz = o f ( z)dz — d) f ( z)dz + 2() f ( z ) dz . (8.22) 

、 K JCi JC 2 JC 3 

例如考虑回路 C 3 , 其上的逆时针方向恰好与 K 在这一部分（黑色部分）上的方向 
一致.另一方面， C 2 则依相反方向绕行了 K 的另一部分，即为另一个黑色区域的 
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边缘.这样最终结果相当于按正的方向绕 Q —次，绕 C 3 两次，并且按相反方向绕 
C 2 一次.请自行核算一下是否把 K 全按正确方向走遍了.把 (8.21) 代入 （8.22) 就 
对这个特殊的回路验证了一般柯西定理所预测的结果. 

因为 （8.22) 对任意/均成立,我们可以把/抽象掉而把 （8.22) 写为 

K = C 1 - C 2 ^2 C 3 . 

注意,此式中 Cj 的系数正是 K 关于 Dj 的环绕数％，所以我们可以把上式写为 

^ — (8-23) 

3 

从上面的例子就可以清楚地看到，为了证明一般形式的柯西定理,就只需证明 (8.23) 
对任意回路 K 都是成立的. 

考虑图 8-33, 上面画的是任意闭回路 K 的夹在两个区域 Dj •和 Dfc 之间的一 
部分,和是 K 把复平面分成的区域中的两个.图上同时也画出了其边缘 G 
与 C k 上的逆时针方向.利用 7.1.3 节中的“穿越法则”(7.1)，可以导出~ = ^ + 1. 
于是在 （8.23) 中，与 if 的方向一致的 q 总比与 K 的方向相反的 Cj 多一个，从 
而净效果是依与 K 一致的方向绕行一次，证毕. 



图 8-33 

前面已经解释过,在证明 (8.23) 的过程中，也就导出了一般的柯西定理. 

8.11.3 —个更简单的解释 

形变定理 （8.11) 也是由基本的柯西定理导出的[在导出形变定理时基本的柯 
西定理尚未证明],我们现在将用它来对一般柯西定理给出更简单也更直观的解释. 

设一个回路可以形变并缩为一点，而且不遇到函数的奇点（这函数在其他点上 
都解析).由不等式（8.5)，积分之值在此过程终结时将成为零.但由形变定理，在整 
个过程中积分之值不变.所以我们有 

若一闭回路可以缩为一点而不遇到奇点，则解析函数沿此回路的积分为 ◦. (8.24) 

为了把这一切都整理起来，我们还需要一个方法来识别何时这个收缩过程是可能 
的.例如图 8-31 中的 K 能不能缩为一点？图 8-34 说明这是可能的.所以由 (8.24) 
即知在 K 上的积分为零，这与一般柯西定理一致. 
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这两个定理明显地是密切相关的.事实上只要看到最终缩到的环路的环绕数 
为 ◦, 即可由 （8.24) 导出一般柯西 定理； 霍普夫映射度定理现在告诉 我们： 

(8.2旬中所说的收缩过程当且仅当回路不包围任意奇点时才是可能的. 


于此，在 K 的内域包含了两个单联通区域,是浅灰色的而 D 2 是深灰色的， 
其边缘各为 Q 与 C 2 ( 虚线)•因为 K 绕浅灰色区域中的点一次（化=1)，而绕深灰 
色区域中的点两次（的= 2)，一般结果 (8.23) 正确地预示了 


1 • Ci + 2 • C 2 




* 

4A 

^ ( 


> 





/ 
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由形变定理 (8.11), 我们知道，积分^有一个不依赖于巧之大小或形状而显示其 
特征的值.此外，我们在图 8-20 中又看到，如果一个简单的环路包围了几个奇点，则 
此环路上的积分等于它所包围的奇点各自的 Z 值之和.在我们的例子中，即有 

O f(z)dz = /l +/2 () f{z)dz = I 3 -\-I 4 . 

^ C\ J O2 

最后，再用（8.25)，我们得出 

i f(z)dz = 1 . [A + / 2 + / 3 ] + 2 . [/ 3 + / 4 ], 

JK 

这里每个 J 值均被乘上了尺绕相应奇点的次数. 因为 （8.23) 对于任意环路都成 
立,所以这个结论也对任意环路都成立.我们这样就得出了解析函数在环路上的积 
分的完全一般的 公式： 

O f(z)dz = Sj)Ij. 


这就是本章的宏伟的终曲. 

最后还需要计算这些 t 的有效 方法： 可以算作是蛋糕上的小奶油花了.在下 
一章我们要证实以前宣布过的事情，即在每个&附近都存在唯一的罗朗级数[见 
8.6.5 节]，而复反演项的系数则为留数 Res [/( z )， Sj ] (这就是留数的定义).有了这些 
以后，我们就看到 （ = 2mRes[f(z), Sj }. 这样 

o f(z)dz = 2niy^v(K, Sj)Res[f(z) ) ^]. (8.26) 

iK j 

这 就是一般留数定理. 注意，它包含了一般柯西定理作为各个 ^,^) = 0 时的特 
例. 

我们在下一章还会看到，这个公式中的留数可以直接求出来而不必费劲去找出 
整个的罗朗级数.这样，尽管我们还没有把 （8.26) 的用法具体地加以实现，但是已 
经很清楚，我们在这里会得到一个在实用上和理论上都强有力的结果. 

8.12 习 题 

1. 设想： c 表示时间，= x + if(x) 就是通常的图像 y = /(:r) 的参数表示. 

⑴证明这时复速度是 i ； = l + itan 0， 0是此图像切线与水平直线的交角.再 
证复加速度为 a = i / 〃 ㈤ . 

( ii ) 第5章习题20中证明了轨道的曲率为 k = [ Jm ( ㈣ ]/|叫 3 .由⑴导出 

k sec 3 0 = /"(X). 
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( iii ) 由 （ ii ) 得出： 误差方程 （8.3) 可以写作 

( ABCD ) 之面积= 

O 

2 . 在图 8-6 中证明 

(弦与曲线之间的面积） _ 
a™o (切线 CD 与曲线之间的面积) -• 

换言之，比梯形公式准确两倍 • 

3. 在求通常的实函数/(⑷的积分时，令 L 记积分区间的长度， M 记此区间内 
|/〃( x )| 之最大值.由习题1和习题2得出标准的结果， 

梯形公式总误差< ^ lma 2 . 

类似于此，导出不甚为人熟知的结果， 

总误差 < — A 2 . 

4. 按以下所选的 C 写出 § c ( l / z ) dz 之值，并用参数计算方法验证你的答案. 

( i ) k | = I - ( ii ) \ z -2\ = 1. - 1| = 2. 

5. 用参数方法计算 ( l / z ) 在一个正方形上的积分，此正方形的四个顶点是士 1， B ， 
证实答案确为 2: ti . 

6. 用参数计算方法来验证在以原点为中心的圆周上之积分为0,除非 m = -1. 

7. 把一个硬币（半径为 A ) 平放在一个平坦的平面上，再让另一个半径为 B 的硬 
币沿着它滚动.滚动着的硬币边缘上一点所画出的轨迹称为圆外旋轮线(或外 
摆线)，而当 A = nB ( n 为一整数）时它是封闭曲线. 

⑴以固定硬币的中心为原点，证明圆外旋轮线可以参数表示为 

z ( t ) = B [{ n ^ l ) e it - e i ^ n+1)t }. 

( ii ) 以参数方法计算 (8.8) 式中的积分，证明 

外旋轮线所包围面积= JtB 2 (n + l)(n + 2). 

8. 图 8-36 中画了四个简单环路，每种情况我们都注明了它包围了多大的阴影面 
积.用参数计算的方法对这四个环路的每一个验证等式 (8.8). 

( i ) ( ii ) ( iii ) ( iv ) 
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9 - 若回路不是封闭的， （8.8) 将推广成什么？ 

10•用 (8.23) 来验证 (8.9). 

11. 图 8-18 的完全的对称性来自绕单位圆周的积分.如果在一个稍大的圆周上作 
积分.图形大体上看来如何？ 

12. 令 K 为图 8-21 中的回路. 

⑴将被积函数的分母作因式分解从而将被积函数化为分项分式，由此计算下 
面的积分 



( ii ) 写出 ( cosz / z 11 ) 的以原点为中心的罗朗级数，并求出 

£(^)- 

13. 本题表明一类很难算的实积分如何可以用复积分容易地算出.令 I 为实轴上 
由- i ? 到+/?的回路， J 为在上半平面中由回到 - i ? 的半圆周回路•于 
是完整的回路 L + J 是一个闭环路. 

⑴用习题 I 2 中分项分式的思想，证明当 i ? < 1时积分 

f 心 

Jl+j (^ 4 + 1) 


为0,当 i ? 〉1时求它的值. 

⑻利用 z 4 + l 为由 -1 到#的复数，写出当 z 沿 J 运动时|/ + 1|的最小 
值.现在考虑 i ? 很大的情况，用不等式 （8.5) 证明，当丑增长到无限时 J 
上的积分衰减到 0. 

( iii ) 由前一部分计算出 



dx 

(x 4 + l)* 


14. ( i ) 积分 



dx 

( x 2 + 1) 


用通常的方法很容易算出，但请用习题13的方法来算它. 
( ii ) 类似于此，先用通常方法计算 



dx 

[x 2 + l)2 5 


再用回路积分计算它.[提 示： 求此题的分项分式最快捷的方法是把 
1/(# + 1) 的分项分解式平方 



15. ( i ) 用基本定理写出以下积分 之值: 
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a-\-ib 


e z dz . 


JO 


( ii ) 把上述答案与用参数方法算出的沿由 o 到 (a + zb ) 的直线回路的积分值等 
值起来，由此得出 


e ax cos bxdx 


e ax sin bxdx 


a ( e a cos fe — 1) + be a sin 6 
a 2 +6 2 

6(1 — e a cos b ) + ae a sin b 
a 2 + b 2 


( iii ) 用通常的方法证明 （ ii ) 中的结果. 

16. ( i ) 证明在求解析函数乘积的积分时，可以用通常的“分部积分法 ”• 
( ii ) 令 L 为由实数 -0 到+0的回路.证明 

ze lz dz = 2 i ( sin 0 — 6 cos 0), 


再取 L 为直线段并用参数方法作积分来验证它. 


17•令 


nz) = -z[ Z + -z ^ 


n 为一正整数. 

⑴用二项定理在 n 为偶数或奇数时分别求/在原点的留数. 

( ii ) 若 n 为奇数，/在任意不通过原点的环路上的积分值是多少? 

( iii ) 若 n = 2 m 为偶而 C 是绕原点一次的简单环路，由⑴有 

o^f(z)dz^2m^^. 

( iv ) 取 C * 为单位圆周，导出以下由瓦理斯得出的公式 


r 2 n 


cos 2m ede 


(2m)! 


71 . 


o 2 2 m _1 ( m !) : 

(V) 类似地,通过考虑形如 z k f ( z ) 的函数（其中 fc 为一整数)，计算 


r»2jC 


cos n 6 - cos kOdO 和 


p2ji 


cos n 6 - sin k 0 d 6. 


18 .令 五 为一椭圆轨道 z ( t ) = a cost H - ibsint , 其中 a , 6 为正，而 t 由 0 变到 2 ： t _ 
通过考虑 （1/4 在五上的积分，证明 

r2jl dt _ 2 jc 

o a 2 cos 2 1 + 6 2 sin 2 t ab 
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19 - 现在来验证第 5 章习题 I 9 所说的，若一函数之施瓦茨导数为0,则它必为默比 
乌斯变换.按 Beardon [198 4 , 77页]，设 {/ ⑷，4 = ◦，并定义 F 三 CT / f ). 

( i ) 证明 l/F{z) - l/F{w) = -(z- w)/2. 

( ii ) 导出必有某个常数 a ， 使 = -2/(z-a). 

( iii ) 再作两次积分即可得出 /( 幻为默比乌斯变换的结论. 

20. 考虑图8- 2 7中夹在 K 与 C 之间的正方形的余下的白色碎片. 

⑴证明沿这些碎片边缘的积分之和等于 C 与 K 上的积分之差. 

( ii ) 当 e 趋于0时，以上级数的每一项的近似值是多少？ 

( iii ) 这个级数大体上有多少项？ 

( iv ) 由以上各部分，当 e 趋于0时，能对 C 上与 K 上的积分的差说些什么？ 

2 1 . 令 K 是由 a - ( e / 2 ) 到 a +( e /2) 的直线回路, e 是一个长度很小而方向任意 
的复数. 

⑴用基本定理求 z 2 沿 K 的积分,然后写出只含一项的而得出的积分值. 
证明由 i ? M 导出的误差是 

( ii ) 和第⑴部分一样,求出#沿 K 积分的精确值以及开 M 的值.把#/ 2 展开 
为幂级数，由此得出这个情况下的误差大约是 ± e a s 3 . 

( iii ) 对于非解析的函数尹重复前两部分的误差分析.[可以用参数方法算出积 
分的精确值」 

22 . 令 K 为前题中很短的回路.设/(4有一个以 a 为中心的泰勒级数在 K 上各 
点均 收敛： 

f(a + h )^ f ( a ) + ^ h +^ h 2 + ^ lh 3 + --.. 

[对于解析函数，这种级数的存在将在下一章给出」 

⑴沿 K 积分这个级数，证明精确的积分与值的差大约是去 /〃( a > 3 .验 
证习题 2 1 中前两部分的结果与此一致. 

( ii ) 用这个级数证明由 K 之中点的象到 K 的两端之象的中点的复数大约是 

i /〃( a ) e 2 . 当 s 缩为0时这两种中点能否用生成图 8-28 的放大镜头区 
别开来？ 

( iii ) 由基本定理推出，这种级数的存在蕴含着/绕位于收敛圆盘内的环路上的 
积分为 0. 

2 3. 令/(2)在一区域中解析而此区域包含一个以 a ,6, c 为顶点的三角形，从而其 
三个边为 A =( c - b),B = ( a - c ), C =( b - a ). 给出一对点 p ， g ， 我们 定义 ， g 
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为 f ( z ) 在线段 pg 上的某种平 均值： 

1 [ q 

W pq = 、 q — p 、 J /(^) d ^- 

证明这个复平均映射把三角形 a & c 的三个边映为一个相似三角形的 顶点叫 
w bc , w ca \ 这个结果显然应归于 Echols [1923], 我们只不过是重新发现了它.[提 
示：证明 Aw bc + Bw ca + Cw ab = 0,并用 A -\- B + C = 0.] 

24 . 令 K 为一闭回路为它绕 a 点的环绕数.证明 

(t (— —— )dz = 2 mve a . 

Ik \ z-aj 

[提 示：把 ¥写成 e a 々- a ) 并将 e ( z - a ) 展开为一幂级数 .] 这是所谓柯西 积分公 
式(将在下一章解释）的特例，这个公式说， 若 f 在 K 内为解析，则 

() , = 2 mvf ( a ). 

)k (z - a ) 八’ 

25. 考虑圆盘 |z| < 丑 在映射 z — 下的象.当此圆盘的一条半径扫过此圆盘一 

次时，它的象必扫过半径为的象圆盘 m 次.所以我们可以有意义地定 
义象的面积为 mn (\ k \ R ^) 2 . 按此理解，证明若一映射有收敛的幂级数展形式 

f ( z ) = a -\- bz - {- cz 2 H - dz 3 H -， 

则其象的面积正是它在级数的每一项下的象的面积 之和： 


象的面积= n (\ b \ 2 R 2 + 2|c| 2 i? 4 + 3|d| 2 i? 6 + •••)• 


这就是比 伯巴赫 0 面积定理. 提示： 面积的局部膨胀因子是|尸| 2 ,所以象的面 
积是 

\ f\ 2 dxdy 


\z\<：R 


rR 

- 

1 0 

J 


f , ( re lG ) f / ( re i 6 ) d 9 


rdr . 


26. ( i ) 若 / 是一解析函数，它在环路 L 上没有奇点或^点，则 

尸⑷ 


W / ⑹， P ] 


2 ni 


(D 


dz . 


( ii ) 现令 


m 


L f(z)-p 

(z - ai) Al (z - a 2 ) A2 • •. _ a n ) An 

(z — bi) Bl (z - b 2 ) 32 …（么一 b m )Bm 


通过考虑 ( In /)’ 来求 (/，//)• 


① Ludwig Bieberbach, 1880 —1982 ，德国数学家 . 


译者注 
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( iii ) 在⑴中令 P = 0而取 L 为包含根 ai 到〜与极点卜到~的环路.由此 
通过计算得出有理函数的广义辐角 原理： 

r s 

j=l j=l 

= (内域中根的数目）-(内域中极点的数目). 
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9.1 柯西公式 


9.1.1 引言 

本章比较简短，它的主要目的之一是把前几章松散的线索连起来，把缺少的证 
明补 起来. 特别是,我们前面已经宣布了解析函数 /( z ) 有如下3个重要性质（但是 
尚未解释和证明）如下. 

• f ( z ) 可以微分任意多次——它是“无穷可微的”. 

• 在通常的点附近，/(2)可以表示为泰勒级数. 

• 在奇点附近， /( z ) 可以表示为罗朗级数. 

这些事实的经典解释 ® 依赖于以下的结果.若 /( z ) 在简单环路 L 之上及其内 
域均为解析，而 a 为 L 内域中的一点，则 


2 ni 




/W 


dz = /( a ) 


(9.1) 


此式称为柯西公式，它正是 5.2 节中所说的解析函数的刚性的准确表述.这个公式 
说的 就是： /在 L 上的值，刚性地决定了它在 L 内各处之值. 

我们将对 (9.1) 式作两种解释，而二者都坚实地以柯西定理为基础. 

9.1.2 第一种解释 

因为已经假设 /( z ) 在 L 的内域是解析的，函数 [ f ( z)/(z - a )} 在那里除了在 
z = a 处有一个奇点外，也是解析的.所以由 8.6.3 节的（8.11)，如果把 L 向其内域 
形变，只要不碰上 ci , 积分 （9.1) 的值是不会改变的. 

令 C r 是以 a 为中心、 r * 为半径而且严格位于 L 之内的圆周.从图 9- la 可以 
看到， i 可以向内形变为 CV 而不碰到 a ， 所以不会改变积分之值,从而有 




2 ni 




m 


dz 


/W 


2jtz 


dz . 


] C r 


z — 


这个变换的好处是 C r 上的积分既简单，又有很有帮助的解释. 


(9.2) 


①在20世纪50年代末，发展起来一种利用如第7章的那种拓扑学思想的处理方法，我们本来也想 
在这里采用这种方法.然而想把这些思想归结为可视的本质，我们既缺少时间，也缺少想象力，所 
以，虽然心有不甘，也只好回归到以积分为基础的方法.关于拓扑方法，请详见 Whyburn [1955, 
1964] 和 Beardon [1979]. 
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在前一章我们曾经从几何上看到，当0增加 d 0, 使得％沿着圆周移动心， 
则 dz/{z - a ) = idO . 代入（9.2)，我们就发现原来的沿 L 的积分可以解释为/在任 


一个 G 上的平 均值: 



逊 dz 

z 一 a 


= ( f ) c r - 


特别请注意 ( f ) Cr 之值与圆周的半径无关.为了完成 (9.1) 的推导，只需证明这个 
与半径无关的平均值正是/在圆心 a 处之值. 

为了更好地掌握平均值 ( f ) Cr 的含义,设在 CV 上有等距分布的点 ^1,^2,* *• ，之 71 , 
而 w u w 2r ^ , w n 是它们在映射 Z^W = f ( z ) 下的象这些象点的通常的平均值 
W n = ^ 就是它们的形心， ( f ) c r 就是 Wn 当 n 趋近无穷时的极限位置.[关 

于平均值和形心的更详细的讨论，请参看第2章最后一节」 

现在让圆周 CV 缩向圆心 a， 如图9 - la 所示.甚至只需/为连续(而不必解 
析)，就可以看到 f { C r ) 将缩为 /(a), 如图9 - lb 所示.因为 CV 上任意 n 个点的象 
都趋于 /(a), 它们的形心 Wn 当然也是这样.于是 


lim n (/) c r = / ⑷， 

r— 0 

柯西公式的第一种解释至此完成. 

9.1.3 高斯平均值定理 

在上面的研究过程中，我们还捡到了一个有趣的附加 结果： 

若 /( z ) 在一个以 a 为中心的圆周 C 上及其内部均为解析，则/ 

在 C 上的平均值等于它在圆心处 的值 ： 〈/〉 c = /( a ). 

如果把/分成实部和虚部： f = u + iv, 则立即有 (u)c + i(v)c = u{a) + iv{a), 所以 


( u)c = u ( a ) 而且 ( v)c = v ( a ). 
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所以若一个实函数0是一个解析复函数的实部或虚部，则它在一个圆周上的平均 
值等于它在圆心处的值. 

但是若我 们已知 一个实函数，怎么知道是否存在一个解析复函数，使其实部或 
虚部恰好就是$?在第5章的习题 2 中 已经证明过，必要条件是中 为调和函数 ，亦 
即它满足拉普拉斯方程 

A$ = {d 2 x + dl)^ = 0. 

其实我们将在第12章中看到,它也是一 个充分 条件，这就给出了 高斯平均值定理： 
调和函数在一个圆周上的平均值等于它在圆心处的值 • 


9.1.4 第二种解释和一般柯西公式 

如果不要求 L 为简单环路，则对柯西公式会发生什么？和在前一章一样，现在 
重要的是要仔细地定义 L 的“内部”为那些使得 L 具有非零环绕数的点的 集合： 

“内部” = { p \ v [ L , p \ ^ 0}. 

在图 9-2 中，/在 L “内部”没有奇点. [/( 物 - a )] 在“内部”的奇点则只有 
在;^ = a 处有一个.从图上还看到 L 绕 a 两次，即 v [ L , a ] = 2. 由对于简单环路的 
柯西公式，有忐尺翌 dz = 2 / ⑷. 



一般地说，这样的推理思路暗示，会有以下的一 般柯西 公式： 若 /( 幻在一个一 
般的环路 L 上及 L 内均为解析，则 

~~ : C) ^ ^ dz = v [ L , a ]/( a ). (9.3) 

2 m J L z — a 

但是按照以上的思路,此式是否一般为真,还不太清楚.霍普夫映射度定理（即 7.2.1 
节的 （7.2)) 肯定可以保证 L 可以形变为以 a 为中心的圆周，并绕它 r [ L , a ] 次，而 
不会遇到 a 点.但是，虽然/⑷在 L 内是解析的，却不能保证，/的奇点不分布在 
L 的附近,使得在 L 形变的过程中，也不会碰上一个奇点. 

我们鼓励你继续这一思路，但是这里我们将给出一个不同的途径，能够清楚而 
直接地给出 （9.3) 式.考虑图 9-2 中的映射 z = 并定义 

Fai 和 = 
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如果把 V = ( z - a ) 画成由 a 发出的向量， 而把亍 画成由3 = /( a ) 发出的象向量, 
则 F a ( z ) 描述了由 V 到访的旋转和伸缩的总量，也就是伸扭尸⑷的非无穷小类 
比物，后者则把无穷小向量 （ 映为其象 f =尸⑷ (， 而且 


F a ⑷三 \im F a ( z ) = f \ a ). 

z ― >a 


因为已经假设/⑷为解析的，而且在 L “ 内部” 没有奇点，所以 F a ( z ) 也是这 
样.一般柯西定理 ® 告诉我们 

1 f 

~~~ ：() F a [ z)dz = 0. 

2m J L 

换言之， 


2 jti 




m 


L z _ a 


d 之 一/ ⑷ 


2 m 


f dz 
o - 

JL z ~ a 


证毕. 


2 m 


( t - 


f ( z ) 


lZ - 


dz — i /[ L ， a ]/( a ). 


9.2 无穷可微性和泰勒级数 

9.2.1 无穷可微性 

现在我们回到 L 为简单环路的情况，并且来证明若/在 L “内部’，解析，则 
f ' z ) 也是.由此用归纳法，即知/(2)为无穷可微的. 

我们需要证明的就是，若/是共形的，则 f ( z ) 也是.换言之，若把 f 看作一 
个映射 z ^z = f ( z ), 则每个由 a 发出的无穷小向量^都经过同样总量的旋转与 
伸缩， f 达到由 S 发出的象向量 f 就是说，必存在单一的复数/〃⑷ (即尸 的伸扭) 
使得"⑷ 

第一步是要找到一个干净的表达式，把尸⑷用 /( z ) 在 i 上的值表示出来.本 
页译者注中已经指出，对于 F a ( z ) 可以应用柯西定理，当然也就可以应用柯西公式， 
这样就可以得出 

/’⑷二凡⑷=-~ : (> - a ( ) dz 

ZllX J Z — CL 

①这里不能直接应用柯西定理，因为不能确定 F a (20 在 a 点是解析的，而只能得知它在例如0 < 
k - a | < P 这样的区域中解析，这里 p 是一个适当的 正数； 同时还可以知道 ( z - a ) F a ( z ) = 0 . 
但是 Ahlfors [1979] 第4章的定理 5( 中译本113页）指出，这时柯西定理成立.证法与本书 
公式 （8.10) 很相近.更好的办法是看到 z = a 其实是 F a ( z ) 的可去奇点.请看 9.4.2 节的脚 
注.——译者注 
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= J_X M dz _M|. 

2 ni j L (z — a ) 2 2 m ) L (z — a ) 2 
因为第二个积分为零，所以有 

f \ a ) = . f<<Z \ 9 dz. (9.4) 

J v ; 2 m J L (z - a ) 2 v J 

现在我们要利用此式来给出一个由 a 发出的小向量 （ 在映射 z ^ F = f(z) 
下的象 f 略去与 f 同阶的项，即得[练习] 


『三 /’( a + () — /» 


2 m J L [ z - ( a^)} 2 (z - a ) 


令 （ 为无 g 小向量，我们就导出了所需的 结果： 每个由 a 发出的无穷小向量《总 
被伸扭为^ = r ( a ) e , 其中 




注意到 


da \_z — a \ (z — a ) 2 5 da 2 [z — a \ (z — a ) 3 5 
就可以看到 （9.4) 和 (9.5) 均可以由公式 

M. dz 

2 m Jl z — a 

在积分号下直接对 a 求导而得.继续这样做下去,我们就可以猜想到 n 阶导数/(… 
可以写为 

f ^ = Hjr^ dz - ㈣ 

我们马上就会看到，此式为真. 

9.2.2 泰勒级数 

现在我们来证明，如果 /( z ) 在一个以原点为中心、以 i ? 为半径的圆周上与内 
部为解析，则/(4可以展开为在此圆盘中收敛的幂 级数： 

f { z ) = c 0 + CiZ + C 2 z 2 4- c 3 z 3 H - . 

我们在第 5 章里已经看到，这样一个幂级数在其收敛圆盘中是无穷可微的.所 
以，幂级数展开的存在，就给出了解析函数的无穷可微性的第二个证明.由此展开 
式也可以得出，其系数 Cn 可以表示为 

_ f (n ) ⑼ — 




382 第 9 章柯西公式及其应用 


所以，这个幂级数其实就是泰勒级数，而其系数并不依赖于 

f { z ) = /(0) + f '(0) z + ^- Z 2 + + … • 

要想证明这种级数展开式的存在，我们回到柯西公式 (9.1). 改变记号之后就可 
以把它重写为 




2iti 




c 


Z-z 


dZ 


2ni 


X m 

1 

J c ^ 

[1-("Z)J 


dZ . 


请看图 9-3. 因为 z 处于 Z 所在的圆周的内部， |z| < |Z| = RA { z / Z )\ < 1. 所以 
1/[1- ( z / Z )} 可以看作为一无穷几何级数的和，而有 


f ( z ) = ^ + ( z /Z) + ( z /Z) 2 + (么 /Z) 3 + . • .]dZ. 

J c 

只要这里无穷级数的逐项积分有意义， /(z) 就确能展开为幂 级数： 


似= [ c “ n ， 

n=0 


其中 c n 


2ni 




c 


m 

Zn+l 


dZ . 


(9-8) 


进一步还有,将此式与 (9.7) 比较，又可得到 (9.6). 



为了证明这里的逐项积分合法，考虑级数 （9.8) 的前 iV 项的和 f N ( z ) 三 
En =0 C nZ n - 如果我们能够证明当 iV — oo 时， fN ( Z ) — /⑷，就证明了这个结 
果. 

因为 


^ - u + ( 洲 + ( 调2 + • • • + { Z / Z )^] = 


所以有 


f ( z ) - f N { z ) 


2ni 




c 


{ z / Z ) N f ( Z ) 

( Z - z ) 


dZ . 


最后再回想一下， 8.3.3 节的 (8.5) 告诉我们，一个积分的最大模不会超过积分路径 


的长度乘以被积函数在积分路径上的最大模.如果用 M 表示 |/( Z )/( Z-z )| 在 C 
上的最大值，即有 


\ f ( z )- f N ( z )\^ RM \( z / Z )\ N . 
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所以 ^ lim ^ f N { z ) = f ( z ), 证毕. 

我们彳这个级数的收敛半径是多少？我们知道，如果/在 C 的内部是解 
析的，则级数 (9.8) 在此圆盘中收敛于 f ( z ). 这样从图 9-3 上看，可以把 C 扩大到 
图上的虚线圆周，在那里，它第一次碰到了 /的奇点.更一般的情况是/可以是一 
个多值函数的单值支.我们在第2章中学到过，支点和奇点是同样的障碍.这样，收 
敛半径是展开式的中心到最近的奇点或支点的距离. 

最后还有一点.我们是选择了原点作为展开式的中心的，目的是减少代数上 
的麻烦，但是这样的选择并不影响一般性.设我们相反是选取了 a 作为中心，即 
是说，想把/⑷按 (z - a ) 的幂展开.如果/⑷在 a 点解析，令 z = a + ^，则 
F (0 - /沁+ 0 = /(4在€平面的原点解析,所以它具有以€为中心的展开式， 


00 

柁 )= E 

n=0 


F( n )(0) 

n \ 


C => f ( z )= 


oc 

E 

n=0 


f (n) ⑷ 

n \ 


{z-aT. 


这个级数的存在性也可以换一个方法，通过推广以原点为中心的展开式的论证 
直接得出_习].不论用哪种方法,我们都会得到同样的 结论： 

若 f ( z ) 为解析的，而 a 既非奇点又非支点，则 f ( z ) 可以表示为 
以下的幂级数，它在这样一个圆盘中收敛于 /( z ), 其半径是 a 到 
f { z ) 最近的奇点或支点的距离： 


/W = |； c n (,- ar ) 其中 l ^= c n = ^- ( r ^ I dz . 

9.3 留数计算 

9 . 3.1 以极点为中心的罗朗级数 

设 ci 是解析函数/⑷的极点，即 lim f ( z ) = oo . 我们在第7章中是通过假设 
泰勒级数的存在（现在已经证明了）来 g 极点的，而由此发现 [7.8.2 节的 (7.19)] 
可以在 a 点附近把/(匀写为 


这里0⑻在 z = a 附近解析而且冷⑷_ 0. 回忆一下，正整数 m 称为极点的“阶”， 
阶越大，当;2；趋近 CI 时， /( Z ) 趋近 OO 也越快. 

我们知道，利幻可以展开为以 a 为中心的泰勒 级数： 


= Cn ^ z ~ a ) n, 其中 ”’⑷ 

n=0 
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由此，我们得到 

若解析函数 f(z) 在 a 点有 m 阶极点，则在此极点附近 f(z) 具 
有以下形式的罗朗级数 

f(z 卜 （z - a)- + -a)— 1 + …+ (7^) +Cm + Cm+l{z — a ) + … • 


回忆一下， l/(z - a ) 的系数 Cm -1 称为/⑻在 a 点的“留数”，记为 Res [/, a ]. 
也请回忆一下留数在计算积分中的关键作 用：若 L 是一个简单环路，包围 a 但不 
包围/的其他奇点，贝 !] 

o f ( z)dz = 2 mRes [/, a ]. 

JL 

一般地说，设不要求 L 为简单环路，而且/(%)在 ai 和 a 2 等几个点上都有极 
点. 在第 8 章中讨论这个情况时,未证罗朗级数的存在，正是缺失之处.若已证明/ 
在每个极点附近均有罗朗级数,我们也已经证明了一般留数定理 [8.12 节的 (8.26) 
式]: 

() f ( z)dz = 2 ni V ] v \ L , a n ] Res [/, a n ]. (9.9) 

]L n 

9.3.2 计算留数的一个公式 


很容易找到在极点计算留数的显式的公式.再看一下上面对于罗朗级数的推 
导，即知 


= c m — 1 = 


(m — 1)! 


因为 0 ( 2 ?) = (z - a ) m f ( z ), 我们得到 

若 a 为 f ( z ) 的 m 阶极点，则 


1 r 1 I m—1 

Res [/( z ), a ] = ^ 1}! [( z - a ) m f ( z )}\ z=a . (9.10) 

从这个一般结果，可以导出其他一些在常见情况下加速留数计算的结果.例如, 
假设/ = ( P / Q ), Q 在 a 点有一个单根，使得 f 在 a 点有一个“简单’’极点（即一 
阶极点).这时 


Res [/( 2 ：), a ] = lim (z — a ) f ( z ) = lim 


P(z) 


- [( Q ( z )- Q ( a ))/( z - a)Y 
这样，若 f ( z )= P ( z )/ Q ( z ), a A Q { z ) 的单根，则 


Res[/(z) ， a] = P(a)/Q / (a). 


(9.11) 
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例如， 考虑 f(z) = eW - l ), 它在士1，士 i 各有简单极点.若 L 为圆周 \z-l\ = 
1，则在 L 内部只有一个极点 z = 1，(9.11)式给出 

' e z e z 1 

o —— -dz = 2: tiRes [/, 1] = 2m—-^\ z= i = - me . 

、 Z 丄 ^x.Z Lu 

其实，我们可以用柯西公式核算这个结果.因为 


(z 4 -1) = (z - 1)(1 -h z-h z 2 -h z 3 ), 


我们可以写出 /( z ) = F(z)/{z-l), 这里 F{z)= eV(l + Z p + #). 因为 F ㈤ 在 
L 内部是解析的，所以 


' e z r f( z ) 

o —r — -dz = o - -dz = 2niF{l)= 

)l z ~ l 


— jcze , 
2 5 


和前面得到的结果是一样的. 

9.3.3 对实积分的应用 

我们在第8章的习题里已经看到，某些类的实积分如何用复回路积分表示正 
相当于计算留数.按照 （9.9) 式，计算留数是一件直接了当的事情.这样，留数定理 
提供了计算实积分的强有力的方法. 

从历史上看,柯西在计算原来无法处理的积分上取得的成功，是他的发现的力 
量的第一个切实的信号.许多现代教材（例如 Marsden [1973]) 仍然详细讨论怎样把 
留数定理用于实积分，继续来庆祝这个成就.然而毫无疑问，这项应用已经远不如 
过去那么重要了.今天，一个物理学家、工程师或者数学家，如果遇到难办的积分， 
不太可能从计算留数开始，而更可能去求助于计算机.所以，我们只做几个说明性 
的例子，虽然在习题中还有一些进一步的例子. 

以第8章的习题 14 为例，我们用分项分式计算了积分 (:r 2 + l )_ 2 dx . 为 
了用留数再算 一次， 我们沿一个简单环路 L + J (图 9-4a) 来求 /⑷ = 1/(# + 1) 的 
积分.这里 I 是实轴上从 - ii 到 + i ? 的一段，而 J 是上半平面由 + i ? 回到 - i ? 的 
半圆弧.把/ ⑷ 重写为 /⑷ = l/(z + 我们看到唯一的奇点是在 ％ = ±i 

处的二阶极点.这样，如果 i? 〉 1( 图上就是这样画的)，则 (9.10) 给出 




图 9-4 
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0) 


但是，另一方面， 


z = 2jtzRes[/, i] 

0 . d 1 | 

= 2 〜啦 0 2 1 


dx 

() f{z)dz = 

^ L-\-J v 

-R (工 2 + 1) 2+ J 


2 m 


f ( z ) dz . 


— 2 TC 

(2i)3 = 2 


在前面的习题中已经证明了当丑趋向无穷时， J 上的积分趋于零.这样， 


■+oo 


dx 


( x 2 + 1) 2 2 

著名物理学家费曼曾经有一次和他的同事们打赌 ® 说： “不管是谁，用回路积分 
算出的任何积分，我都能用其他方法算出来费曼终于赌输了，也算是对复分析的 
一项进贡吧.然而，我们可以用一点小技巧检验一下上述积分，正是这个小技巧时 
常使得费曼可以不用回路 积分： 这就是对一个比较简单的积分应用对参数的求导. 
考虑以下初等的结果 

r+oc dx 「1 

tan 


x 2 + a 2 


对 a 求导给出 


2 a 


•OO 


( x 2 + a 2 ) 2 


dx 


以 a = 1 代入，即可证实留数的计算. 
第二个例子是计算 


.2jc 


de 


〉1， 


i 0 cos 0 + a 5 

把它写成单位圆周 C 上的回路积分，如图 9-4 b . 从图上可以看到 COS 0 是 z 与 {1/ z ) 
的中点， dz 垂直于 z ， 而长度为 d (9. 用公式来写，就是 cos (9 = \[ z +( l / z)]^z = izdO . 
把它们代入即有 




( dz / iz ) 


2ii) 


dz 


C 之 2 + 2iCiZ -f-1 


l c {[z + ( l / z )]/2} + a 
因为被积表达式的两个极点满足关系式网=1， \ p ^ q \ = |-2 a | >2,所以它们 
必有一个而且只有一个在 C 内——事实上，二者互为几何倒数.于是可得[练习] 


I = 4 jrRes 


[{ z - p )( z - q ) 


4ji 


2 jc 


(q — P) V a 2 — 1 


① Feynman [1985' 195 页 1. (此书有中 译本： 《 QED : 光和物质的奇异性》，商务印书馆 ,1994. 但是中 
译本似乎只译到171页，所以看不到这个故事.——译者注） 
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要想用 （ 9.10) 计算留数，就需要先知道极点的阶数 m . 如果/ ⑷ 是由已知其 
泰勒级数的比较简单的函数造出来的，求 m 最快的方法是用级数作运算.这个方 
法还可以进而用来计算留数本身，常常比用公式 (9.10) 简单.稍举几个例子就足以 
解释这个方法了. 

第一个例子是取 /( z ) = (sin 2 z/z 5 ), 它显然在原点有某种奇点.对于很小的 
z,smz ^ 2 ；, 所以 /0) » (l/z 3 ), 所以极点的阶数 m = 3 .在 sinz 的泰勒级数中多 
取几项，就可以在/(4的罗朗展开中多得几项，从而可以得到留数： 


f ( z ) 


1 

「 〆 1 

2 

1 

7 

卜 T + … 

一 

1 


z 2 -{2z) ^) + 


- h 

z 3 3z 




Res[/ ， 0] 


要想领略一下这个方法的效率,请换用公式 (9.10) 来验算一下这个结果. 

下面这个例子还有有用的推论.令夕⑷= ( l / z 2 ) cot ( jrz ), 它显然在原点有奇点 • 
要求它的阶数和留数，我们先来求 cot ( Ttz ) 的罗朗级数.在进行这项计算时，重要的 
是要记住，我们需要的并非整个罗朗级数.我们需要的是 〆 4的 （1/4 项，而它来 
自的 2 项,所以我们只需要走到下面那么远就 行了： 


cot(jrz) 


COS JZZ 

sin jtz 


1 (^) 2 , 


(jiz) 3 

1 — -:- h * * * 


KZ . + . • • 

2! 


3! _ 


1 

Li -學 + … 1 



7TZ 

L 2 J 


L 6 J 

1 

卜琴 + … 1 


卜 + (J f + … 1 

JTZ 

_ 2 _ 


6 J 


7tZ 


JTZ 



特别请注意，以后会用到 Res [ cot ( jiz ),0] = (1/ Jt ). 
回到原来的函数 A 我们发现 


所以原点是三阶极点，而且 Res[^,0] = —(jt/3). 也请换用 (9.10) 式作验算. 

对这个例子继续看下去.很清楚, 〆 z ) 在每一个整数 z = n 处都有奇点.为了 
找到 z = n 处的留数，我们当然可以令 z = n +$ 并把^展为 （ 的幂的罗朗级数.但 
是不必这样做.因为 (1/z 2 ) 在 z = n # 0处并无奇点，又因为 cot [ Jt(n + ()] = cot 
所以， 


Res[(l/ 2 ； 2 ) cot(jtz), n] =(l/n 2 )Res[cot(nz),n 
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=( l / n 2 ) Res [ cot ( jrz ), 0] 

=1/ (jm) 2 . 

一般说来，如果 /( z ) 是一个在2 = n (整数）处无奇点的解析函数，则有 

Res [/( z ) cot ㈣ ， n ] = -/( n ). (9.12) 

此式当然也可以用 （9.11) 来证明[练习]. 

9.3.5 在级数求和上的应用 

从历史上看，1 +去+去+去+…是数学家们不能用初等代数方法求和的级数. 
在伯努利家族的数学家们试过而且失败了以后，欧拉终于在1734年' 用一种光辉 
的非正统的论证破解 了它. 他所得到的答案，和他的方法一样，是出人意 料的： 

1 _ jt 2 

An 

n=l 

今天，这类结果可以系统地用留数 导出. 再来考虑上面的函数 9 ( 2 ) = ( l / z 2 ) 
cot ( jtz ). 取 iv 为一个正整数， *5 为以原点为中心、（#+|)(士1土《）为顶点的正方 

形，如图 9 - 5 所示•把 〆 2：) 在图中所示的 *5 中的奇点上的留数加起来，就有 

If —1 N 

2^i° s 9 ^ z ^ z = R es [ 夕⑷， 0 ] + E Res [ 分 (2),n] + 丫 Res [ 夕⑷， n] 

n=—N n=l 

Jt 2 ^ 1 

= - 3+Ag. 

n=l 




}(7V-fl)(l+ ? 0 






图 9-5 

我们立刻就会看到，当 iV — oo 时,左方的积分趋于零，由此立即得出欧拉的结果. 

为了证明= ( l / z 2 ) cot ( nz ) 的积分当 S 无限膨胀时确实趋于零,我们必须 
证明，被积表达式的大小的衰减比 S 的周长 （87 V + 4) 的增加更快.先看容易的部 
分： I^WI = | lA 2 || cot ( jiz )|, 因为在 S 上卜 I > TV , 所以 \ l / z 2 \ < ( l / N 2 ). 


①见习题 13 和 Stillwell [1989, 124页]. 
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然后再看 | cot ( Jt ； 2 ；)| 在 S 1 边缘上的大小，这时， 


I COt( ： t2；)| = 


gijiz + Q—inz 
^ 7/lX>Z 


我们从水平边缘 y = 士 （AT + y 开始. 因为 | e ^| - 不难看到[练习]当 iv 合 
理地大时， | cot ( jc ^)| 很接近 1 . 这样，当 iV 充分大时，例如可以肯定， | cot ( ji2 )| <2. 
最后看垂直边缘，在那里有 z = ±{ N ^\)^ iy , 由此可知[练习] 


I cot ( jtz )| = 


1 - e - 2 叩 

1 + e~ 2n y 


^ 1 


现在对充分大的 iV 我们已经证明了在 S 上处处有 | cot ( j ^)| < 2,再由 8.3.3 
节的 （8.5) 式，即有 

Q g ( z)dz ^ (mjLX |分 |)(5的周长 ） < ^^( 8iV + 4). 

不等式右边当 N — oo 时趋于零,证毕. 

一般说来，如果/( 4 是一个解析函数,而且当 k | 充分大时满足不等式 |/( z )| < 
( const .)/\ z \ 2 . 于是很清楚，以上的论证，完全适用于 f { z ) cot ( jrz ) 的积分，于是有 

0 = lim (t f ( z ) cot ( jtz)dz 
N—*oo ZJTZ J 5 

=^2 R es [/ ⑷ cot ( jtz )] (对所有极点求和） 

+oo 

= Res [/( z ) cot ( nz ), n ] + Res [/( z ) cot ( jiz )] (对/⑷的极点求和） 

n=—oo 

1 j "°° 

=— ^ f ( n ) 4 - y ^ Res [/(^) cot ( jrz )] (对/⑷的极点求和)， 


最后一个等式来自 (9.12). 

这样,我们得到 

若 f ( z ) 是一个解析函数，而且对于充分大的 M 满足不等式 
1/⑷ | < ( const .)/\ z \ 2 , S«J 

n=—oo 

/( n ) = — Res [/( z ) cot ( jrz )] (对/⑷的极点求 和). (9.13) 

+oo 

当然如果 /( Z ) 有一些极点为整数，那么，这些整数 n 应该从上式左方除去. 

请注意，正是由于有对称性，我们才能用 (9.13) 来计算 5^° = 1 ( l / n 2 ) 与 
( i /^ 4 ) 这样的和，但是， 不能用 (9.13) 来计算 ( i /^ 3 ) 这样的和.你可能 
会问这个级数的和是多少？答 案是： 谁也不知道！ 



390 第 9 章柯西公式及其应用 


作为 （9.13) 的进一步的例证，考虑/⑷= l/(z - ㈤ 2 ,其中 w 是任意一个（非 
实整数的） 复数. 从几何上看，> - ㈣ 是扣与2的距离，所以容易看到， |/( z )| 适合 
(9.13) 中的要求.因为 /( z ) 的唯一奇点是^ = ^处的二阶极点，所以 


OO 

E 

=—OC 


1 

(72 — w ) 2 


= —JtRes 


cot ( jrz ) 

{ z - w ) 2，W _ 


利用公式 (9.10) 我们得到 


Res 


cot ( jtz ) 
(z - w ) 2 ? 


w 


_d 

dz 


COt (^7XiZ^ 1,2：=iy 


jr 


sin 2 ( jttt ;) 


这样,我们就得到一个引人注目的 结果: 


JT 


sm z ( nw ) 


+ 


(2 + w ) 2 (1 + w ) 2 w 2 (1 — w ) 2 (2 — ^) 2 


+ 


这个级数最早是欧拉在 1748 年发现的.这个公式最引人注意之处在于，它左 
方函数的周期性由右方的级数显式地表示出来.这就是说，如果把 w 换成 w + 1， 
级数明显地不会改变. 


9.4 环形域中的罗朗级数 


9.4.1 一个例子 

我们看到，罗朗级数是泰勒级数的自然的推广，即将展开式的中心由非奇异点 
变为极点.然而，绝不是仅有这个情况下我们才需要罗朗级数. 

例如，考虑函数 

图 9_ 6 a 上画出了它的单极点.因为 F ( z ) 在单位圆盘中是解析的，所以它具有 z 的 
幂构成的泰勒级数.这件事用分项分式来做，是最容易不过 的了： 


F(z) = 




_J _1 

(1 ~ z ) 2[1 — ( z /2)] 


= (适用于 W < 1)- { z /2 ) n (适用于 M < 2) 

n=0 n=0 

= ^ + ^+^ 2 + *•• + [!-( l /2) n +1 ] z n + •••, (适用于 | z | < 1.) 
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图 9-6 

在 z = 1处有极点意味着在单位圆盘之外 F 不能写成2的幂级数.然而在图 
9-6 b 的阴影环形1 < | z | < 2中，它可以写成^的罗朗级数： 


F(z) =- 


伞一 ( l / z )} 2[1 - ( z / 2 )} 


-£ (1 A ) n+1 (适用于 kl 〉 l ) - 5 E (^/ 2 ) n (适用于 kl <2) 


^3 


1 

z 2 


z 3 

16 




(适用于 1 < | z | < 2). 


最后，在圆环外的区域间〉2中，我们会得到[练习]一个不 同的罗 朗级数 


〜、1 1 3 (2 n 一 1 - 1) 


(适用于 ㈤ 〉 2). 


9.4.2 罗朗定理 

我们刚才所看到的只是一个一般现象的表现.见图 9-6 b . 

如果 /(4 在一个以 a 为中心的环形区域 A 中解析，则 f ( z ) 在 
A 中可以表示为罗朗级数.事实上，如果尺是一个位于义中的 
简单环路，而且绕行 a —周，则 

’⑷— a )' 其中 Cn= ( Z - f )"+ i dZ - (9 . 14) 

这就是罗朗定理.在证明它之前，先对它的意义作如下 说明： 

• 这个结果的惊人之处，在于罗朗级数的存在性，而不在于它是收敛于一个环 
形之中.之所以如此是因为我们已经知道 ( z - a ) 的幂级数收敛于一个以 a 为中心 
的圆盘中，所以 l /( z - a ) 的幂级数将在一个以 a 为中心的圆盘外[练习].既然一个 
罗朗级数按定义就是一个 ( z - a ) 的幂级数和一个 l /( z ^ a ) 的幂级数之和，它自然 
是在一个环形区域中收敛. 

•我们前面只能在极点附近导出罗朗级数的存在.现在的结果有力 得多： 例如 
在图 9-6 b 的内圆 D 中，我们对/⑷没有任何假设，仍能得出 （9.14) .图 9-6 b 内圆 
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中的问号就是这个意思.在实际运用时，环形的外缘可以向外推到碰上 /( z ) 的奇 
点 s 为止; 类似地，内边缘也可以压缩到离 a 最远而仍在 D 中的奇点 

• 如果在 D 中没有 奇点，则环形的内边缘可以完全塌缩，而圆环变成圆盘.这 
时，( 9 .1 4 )不包含负幂.这是因为，当 n 为负整数时 f{z)/(z - a ) n+1 K 的内域解 
析,所以 Cn = 0 . 这样我们又得到泰勒级数的存在性，它是罗朗定理的特例. 

•设 a 为奇点，且对充分小的 h 在距 a 不到 e 处，没有其他奇点.这时就说 a 
是/ ⑷孤立奇点. 对圆环0 < |z - a | < e 应用罗朗定理，就看到恰好有两个基本不 
同的可 能性： 罗朗级数的主部（即负幂部分）或者有有限多项，或者有无限多项.前 
一种情况下 a 点是极点；后一种情况下，由定义, a 点是“本性奇点”.在 7.8.2 节中, 
我们给出了一个经典的例子 




1 丄 丄 

+ + 2!^2 + 3 !^ + 


总结起来我 们有： 

解析函数的孤立奇点，或为极点，或为本性奇点. 

现在来证明 （9.14) 式.为计算简单计,我们只处理 a = 0的情况，见图 9-7 a . 这 
里 z 是环形中的一般点， C 和 D 是逆时针方向的圆周，而 z 在它们之间，£则是完 
全位于环内的绕2的简单环路. 


①我们在前面多次提到可去奇点，并在 7.7.1 节、 7.8.2 节和 9.1.4 节的几个译者注中讲到它.可去奇 
点是一个很有用的概念，而在有了罗朗级数后也是一个很容易解释的问题.鉴于作者本章的目的是把 
松散的线索连接起来，并且给出证明，我们现在也按此精神，对可去奇点问题作一个明确的说明. 

可去奇点定理 设/(幻在 a 点附近，但不包括 a 点的区域 D (例如0 < b _ a | < &其中 p 
是一个适当正数）中解析而且 有界. 则必可找到一个在区域 D:\z-a\<p 中解析的 F{z), 使得在 
D t f(z) = F{z). 

证明很容易.因为 (9.14) 成立，我们现在证明当 n < 0 时 c n = 0. 事实上，仍用图 9-6b, 
并把 c n (n = - m ) 的公式中的积分路径改为圆周 C e : \ z - a \ = e , 这里 m 为一正整数，而 e 
为一个正数.由柯西定理或形变定理，这样做都是合 理的. 但是这样一来 ， Cn = c _ m 就有了两个 
式子： 一个仍是 （ 9.14 )， 由它易见 〜 = c— m 与 e 无关； 另一个，则把积分路径换成了 而有 

c -^ = ^Ti § c e ( z - a ) rn ~ 1 f ( z ) dz . 注意到 m - 1 彡 0, 利用 8.3.3 节的不等式 (8.5) 易证，（这里 

用到/(4的有界性）当 e — 0时 Cri = c _ m 也趋于零，所以 Cn = c _ m = 0. 证毕. 

这里的 F ( 2 ) 是/( 2 )的解析拓展.本来 /( Z ) 在 a 点没有定义而 a 可能是奇点.现在用 F(a) 
作为 f(a) 的补充定义以后， a 就不会再是奇点了 .9.1.4 节中说 F a (z) 在 2 = a 处为解析，原因即在 
这里.可去奇点一词，也就由此而来.读者可能感觉这就是微积分中定未定式的洛比达法则.其实不 
全 一样. 在微积分中，定未定式以后，一般只能得到适当可微的函数，现在得到的是解析函数. 


译者注 
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其中第二个等式来自以下事实：£可以在环内形变为 ( C ) + (- P ), 如图 9-7 b 所示. 
下一步我们再把上式重写为 




2m 




m 

z 


( z / Z ) 


dZ + 


2 ni 




f { W ) 


v z 


- ( W / z ) 


dW . 


这样做的意义在于 \( z / Z )\ < lA ( W / z )\ < 1, 所以右方的两个被积函数都可以 
像图 9-6 a 那样展开为几何级数. 

再回到泰勒级数 (9.8) 的推导, C 上的积分可以写为 




2 ni 




m 

Z 


— ( z / z ) 




n =0 


2 m 


(D 


f ( Z ) 

Z n+1 


dZ 


用基本上同样的推理[练习],也可论证，对 P 上的积分也可以逐项 积分: 


2 ni 


(D 


: f ( W ) 


v z 






2 ni 


() W n ~ 1 f { W)dW 


v 


G) 


这样就证明了罗朗级数 

f(z) -- h^| + ^|-h^ 1 +Co + Ci^ + C 2 z 2 H - 

的存在性，这里 


dm — 


2 ni 


O 而 c n 

JV 


2 ni 


d ) 


Jn+l 


dZ . 


最后,注意到以下两点就可以把结果写得更干净.首先，由 8.6.3 节的形变定理， 
我们可以让 C 压缩而 D 膨胀，直到二者重合为同一个圆周，而定义, Cn 的积分 
之值不变.事实上我们还可以把 C ， D 都换成同一个含于圆环之内并绕行一周的任 
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意的简单环路其次，把 m 写成 m = — n ， 则定义#的系数 d _ n 的积分之被积 
函数成为= f ( W )/ W n ^ 而与 Cn 的被积函数形状一样.这样，罗朗 
级数就得到了紧凑的形式 (9.14)： 


f ( Z ) = C n Z ' 


其中 




K 


KZ ) 

z n+1 




这就是我们要证明的. 

下面是译者增加的一个补充，介绍一个在理论上和应用上都非常重要的定理, 
即关于一致收敛的解析函数序列的维尔斯特拉斯 定理： 如果在开区域 D 中有一个 
一致收敛的解析函数序列{尺⑷} -> F { z ), 则极限函数也在 D 中解析，这个序列可 
以逐项求导，而且在每一个位于 Q 内的紧集 K 中，导函数序列仍然一致收敛到极 
限函数的导函数， { r n { z )} ^ f \ z ). 5.5.2 节中把这个定理用于一个幂级数在其收敛 
圆内的部分和序列，因为由 2.3.3 节的定理（2.12)(阿贝尔的定理）知，一个幂级数 
可以逐项求导.这个定理的证明和上面几个定理很类似，只要利用柯西积分公式即 
可.所以也补充在这里$ 


9.5 习 题 


若 c 为单位圆周，证明 


2jc 


dt 


i 0 1 + a 2 — 2 a cos t 
再用柯西公式证明，若 0 < a < 1, 则 


(D 


idz 


r2ji 


dt 


c {z - a)(az - 1) 


2jc 


Jo 1 + a 2 —2 a cost 1 — a 2 


2 .令 /( z ) 在圆周 K :\ z - a \= p 的内部为解析函数， M 为 \ f ( z )\^ K 上的最大 
值. 


①为简单计，设 D 的边界是一个光滑的闭环路 L ， fn(Z) 和 f(Z) 在 LUD 中都是解析的.作这样的 
假设，是为了避免积分等运算会发生困难.由于我们假设了 K 是开区域 D 的紧子集，所以由 K 的 
任意点到 L 的任意点的距离必定大于某个正数 p 这样 


/n(a) - fm(a) 


fn(Z) - fm(z) 


2ni 


dz. 


又因- a | 彡 p > 0, 由此不难证明 {/ n ( a )} 对于 a € K —致 收敛. 类似于此，由于 


fM = ‘ J 


> f n ( z ) 

L (z-a)' 


dz. 


依照上面的作法，立即得到逐项求导的结论.更详细的证明请参看阿尔福斯《复分析》中译本175页 
定理 1. ——译者注 



⑴用 (9.6) 证明 
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1/㈨⑷I < 


n\M 

p n 


( ii ) 设对一切 z 均有 \ f ( z )\ ^ M , 这里 M 是一个常数.在上面的不等式中令 
n = 1，重新导出刘维尔定理 （7.6.2 节). 

( iii ) 设对一切 z , 均有 \ f ( z )\ ^ M \ z \ n , 其中 n 是某正整数，证明/(奸 1 )⑷三0, 
而/是一个次数不超过 n 的多项式. 

3. ( i ) 证明若 C 是绕原点的任意简单环路，则 


n 


2 iti 


(D 


(1 + z) n 


c 


/r-fl 


d ^, 


( ii ) 取 c 为单位圆周，导出 


关于复分析对涉及二项系数的其他有趣的应用，请参看 Bak and Newman 
[1982, 第 11 章]. 

4. 勒让德 ® 多项式 定义为 


Pn(z ) = 


1 d n 
2 n n \ dz n 



这些多项式在许多物理问题中是很重要的，包括对氢原子的量子描述. 
⑴计算巧⑷和 P 2 { z ), 解释为什么的次数为 n . 


( ii ) 用 (9.6) 证明 


Pn ( z ) 


2 ni 




K 


( Z 2 - l) n 
2 n (Z - z ) 12 ^ 1 




其中 K 是按逆时针方向绕 z 的任意简单环路. 

( iii ) 取 K 为以^为中心、以 vV _ l | 为半径的圆周，导出 


Pn{z) =- 
71 


[z 4- \/ z 2 — 1 cos 9) n d 6. 


( iv ) 验证这个公式对和 P 2 ( z ) 给出在⑴中得到的相同结果. 
5. 若 C 记单位圆周，证明 


' 2lt sin 2 0 i f ( z 2 — l ) 2 Jt 

- r\f) = _ n _ _ _ L _ r\ y — 一 

o 5 — 4 cos 6 4 ] c z 2 (z — 2)(22： — 1) 4. 


① Adrien-MarieLegendre, 1752 一 1833, 法国数学家 . 


译者注 
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6•令 /( z ) 为一解析函数，在实轴上没有极点，而且对于充分大的 | z | 满足不等式 
\ f ( z )\ < (⑺ nW .)/| z | 2 •在图 9- 如的回路 (L + J ) 上对/⑷#积分，由此导出 


、+oo 


f ( x ) cos xdx + i 


■+oo 


f ( x ) sin xdx = 2 m '^ Res [ f ( z ) e iz ] 1 


这里是对上半平面的极点求和.[提 示： 先证明若 y 〉0,则 | e 气< 1」 
7. 用上题求解以下各题，其中设 a >0. 


( i ) 证明 


r-foo 


cosx 

x 2 + a 2dX 


K 

—e 
a 


( ii ) 计算 



x sinx 

pT^)2 dX ' 


8 .令 F n ( z ) = l /( l ^ z n ), 其中 n 为偶数. 

⑴利用 (9.11) 证明，若 p 是的极点，则 Res [ F n , p ] = ~{ p / n ). 

( ii ) 利用⑴证明凡在上半平面的留数之和是一个几何级数,其和为 l /[ msin ( jr / n ) 

( iii ) 把留数定理用于图9-如所示的 （L + J )， 并导出 


、°° dx — JI 
0 1 + x n nsin ( jt / n ) 


(9.15) 


( iv ) 虽然以上推导在 n 为奇数时无效[为什么?]，用计算机验证 (9.15) 仍然成 
立. 

9. 继续上题，考虑图 9-8 的楔形区域 



⑴利用留数定理 证明： 如果 n = 2,3,4，... 而 1( 见图)，则 

dz 2 m 


d ) 




n 


( ii ) 证明 


lim q ) 


R- 


dz 


K 1 + ^ 


[1 _ e i(2jr/n)j 


dx 


1 + x 7 


( iii ) 由此导出 ,(9.15) 其实对于奇数 n 和对于偶数 n 同样成立. 
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10. 利用 (9.13) 证明 En=i (VO =(兀 4 /叫 

11. 证明：若/⑷为解析函数而且对充分大的 | z | 满足|/(^)| < ( c < mst .)/| z | 2 , 则 


(- l) n /H = - Jt ^ Res [/( 2 ；) csc ( jtz )], 

n=—oo 

这里是对 /(4 的极点求和.在这个公式中应该理解，若/(4有些极点恰为整 
数 n , 则相应的 f ( n ) 应从左方除去. 

12 . 利用上题的结果，来做以下各题. 

⑴证明 

. Ill Jt 2 

I ■■ - ^ ― —— I • • • 

4 9 16 _ 12* 

( ii ) 求下面的级数 之和： 

1111 (-l) n+1 

— — —4— — ^~ — 1 —I— • • • —I— - —I— • • • 

2 5 10 17 ( n 2 + 1) • 

13. ⑴证明 

E °° 1 _ Jtcot ( jrz ) 

z 2 — n 2 z . 

n=—oo 

( u ) 证明上面的等式可以重写为 



( iii ) 证明上式又可重写为 

去 [ln(sinz")] = £ ^ ln b 2 - n 2 兀 2 ). 


( iv ) 将上式沿着连接0到 2 但是避开所有整数的路径积分，再对两边求指数， 
导出 


smz = z 


i 1 " ( ： 


2% 2 


3 2 Jt 2 


[提示： 记住 lim(sin z / z ) = 1.] 

这个著名的公 i ； 归功于欧拉，他利用此式求出了 (1 M 2 ). 见 Stillwell 

[1989,124 页]. 
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10.1 向量场 

10.1.1 复函数作为向量场 

迄今我们在全书中都依赖于单一的手段把复函数可视化，就是把它看作一个复 
平面的点到另一个复平面的点的映射.这个观念已经证明是极为有力的，因为用了 
它即知，复导数不会比局部伸扭更复杂.但是,尽管它有种种好处，我们在本章里却 
要放弃映射范式，并引进一个全新的概念代替它，从而在这门学科中注入许许多多 
的新的洞察，揭示它与物理学的惊人的联系. 

复函数/(4的新图像只需要一个复平面.和前面一样,把变量 z 看成此平面 
的一个点，但是现在出现了新 观念： /⑷ 之值被画成由 z 点发出的向量. 这样得到 
的在每一个点上附加一个向量的图像，就称为/的 向量场 (也就是说，向量场就是 
把向量/⑷的起点放在 z 处 .） 图 10- la 和图 10- lb 分别画出了函数 z 2 和 （1/ z ) 的 
向量场，在往下读之前，请仔细研究这两个图，使得自己对其正确性深信不疑.再自 
己画一些 z 的另外的幂的向量场，并与计算机画的精确的向量场相比较.也请用计 
算机来检验一下 e ' lnz 和 sinz 的向量场. 



图 10-1 


向量场的概念可以补救映射观点的一个明显的缺陷.虽然我们可以从特定形状 
的图像知道许多有关映射的信息，但是对其总体的形态，却得不到一个感觉.但是 
如果用眼睛扫视一个复函数的向量场，我们确实可以得到这样一个鸟瞰，很像扫视 
一个实函数的图像就可以总揽其性态一样. 

一个复映射可以决定一个向量场，一个向量场也决定一个复映射——这两个 
概念是等价的.更明确地说，已知一个由 z 发出的（即以 z 为起点的）向量 V ，可以 




10.1 向量场 399 


对它作平移，把起点搬到原点，则其终点就定义了 z 的象 f ( z ). 

作为例子，考虑图 10-2 a 和图 10-2 b . 如果;2位于以原点0为中心、以 r 为半 
径的圆周上，则图 10-2 a 的向量场是径向的，其长为 （ r /2); 图 10-2 b 的向量场长度 
相同，但是方向不同，是切向的.可以看出，如果看作映射，前者对应于复平面按因 
子 (1/2) 膨胀，后者则对应于同样的膨胀，但之后（或之前）旋转了 ( n /2). 



图 10-2 


如果图 10-2 a 的向量是指向内的，相应的映射是什么？ 

10.1.2 物理向量场 

因为范围极其广泛的物理现象的最自然的描述方法是描述为向量场，这个新的 
把复映射看作向量场的方法，显然应该有很大的应用价值. 

作为一个例子,考虑在你身边颤动跳跃着的电磁扰动的极为复杂的阵列.把这 
本书的字迹投射到你的视网膜上的可见光，同时播送到你家里的那么多电视和广播 
节目——只是这些狂热的活动的一小部分.但是，值得注意的是，这一大堆信号， 
其实可以用两个向量场完全地描述！在每个时刻 t ， 从空间的每一点，都在发送着两 
个向量场，即电场向量 E ( p ， t ) 和磁场向量 B ( p , t )， 这两个向量场就给出了电磁场的 
完全的描述. 

如果我们想用复映射来描述这些物理的向量场，马上就会出现两个问题.电视 
机是固定在空间中(例如放在家里)的，而它随时都通过监视这个位置的随时间变动 
着的电磁向量场来生成画面.但是，一个复映射却是与时间无关的，它不论何时对 
于 z 点都指定一个复数（即向量 )/( z ). 这是问题之一所以，如果我们不打算从根 
本上改变关于复映射的观念，就只能用这个方法来描述不随时间变化的物理向量 
场.我们将称这种向量场为定常向量场. 

所幸，定常向量场在物理上既常见,又重要.例如，行星轨道总是不会改变，反 
映了太阳的引力场不随时间变化.事实上，牛顿告诉我们，作用在位于空间中 P 点 
的具有单位质量的质点上与时间无关的力可以用一个向量来表示，此向量发自 p 
点，指向太阳的中心 c ， 长度为 M /[ c V }\ 这里 M 正比于太阳的质量.画出穿过这个 
空间的向量就得到一个定常的向量场. 
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以上电磁场和引力场的例子又表明了第二个问题——这两个场均存在于三维 
空间中，而复平面只适用于二维向量场.这个问题无法回避，但是有幸的是,在物理 
现象中又一次有一种很重要的类型，它们内在地具有二维本质，所以可以用复平面 
来描述.我们先从一片导电材料的版上的电的流动开始. 

取两根电线，把它们的一端连接在电池上,另一端则分别与一片铜板上的4 B 
两点接触.几乎立刻就会有一个定常的电流分布在板上，从一个电极流向另一个电 
极.见图 10-3. 我们现在把板上 z 点处流动的电流用一个与时间无关的向量来表 
示，其方向即电流方向，长度则等于电流值.把这个铜板看作复平面 C 的一部分，则 
电的流动可用复函数 V ( z ) 来表示. 



在图 10-3 上画的并不是真实的向量场，而是电流流动的路径.这样一个图称为 
向量场的 相图， 流动实际发生在一些有向曲线上，称为其积 分曲线或流线 .如图 10-3 
所示的例子的流线其实是连接两个电极的圆弧.我们马上就来给以证明. 

相图很容易为人可视地接受,所以是表示向量场的常用方法.由定义，向量场 
处处切于流线，所以从相图上很容易找到其方向.另一方面，看起来似乎相图一定 
不能包含有关向量 长度的 信息. 一般说来，这是对的，但是对于物理学中出现的许 
多向量场，有一个特殊的画相图的方法，使得流的强度表现在流线拥挤的程 度上: 
流线越靠近，流的强度就越大 .® 我们以后还会详细解释这个思想，但现在就应提一 
下，图 10-3 就是按这个特殊方法画的.例如当我们靠近连接电极的线段时，就看到 
流线更加密集，说明电流更强 .® 

10.1.3 流场和力场 

同一个向量场或相图可以表示很不相同的物理现象.例如，重新考虑图 10-3 里 

① 法拉第 (Michael Faraday , 1791— 1867,英国物理学家）是第一个这样考虑向量场 的人； 麦克斯韦后 
来使这个思想数学上精确化了，而且彻底地使用了它 .( 其实，麦克斯韦一开始仍然用流体的模型来研 
究电和磁.——译者注） 

② 法拉第和麦克斯韦常用 2 ji 条均匀分布的电力线来表示均匀的平面静电场^3维空间时则用 4 ji 
条——原因就在此.本书下面常说到 2 jc 条流线，也是为此.——译者注 
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的铜板，并且想象把它夹在两层不导热的材料中间.除去电极,不再从4点向它以 
定常的速率输入电流，而是以定常的速率输入热量.类似地，我们以同样的定常速 
率从 B 点把热吸走.不一会儿，就会在铜板上建立起热由4流到 B 的定常的状 
态.在此定常状态中，我们也可以对每一点指定一个向量，其方向即热的流动方向, 
其长度则是热流的强度. 

值得注意的是，在这个定常态中，管辖热的性态的物理法则和原来描述电流的 
物理法则是一样的，所以电流的相图 10-3 也就是新的热流的相图. 

这里图 10-3 还有另一个解释.为了理解真实的流体（例如水）的流,考虑一种 
理想的流体是很有帮助的，这种理想流体有以下 性质： 它是无摩擦的，不可压缩的， 
还是“无旋的”.最后这个名词的精确意义，我们马上就来解释.设想有很薄一层这 
样的理想流体，夹在两片水平板之间，在其中的一片板上，在 A , B 两点各开一个 
小孔.如果用很细的管子把这两个小孔与一个水泵接通，使得在同一段时间里，流 
进多少流体也就流出多少流体，则在这一层流体中，就会形成一个定常的流，于是 
在每一点可以画出速度向量.这个向量场的相图又一次仍由图 10-3 给出！ 

虽然图 10-3 的这三个解释肯定有重要的区别，我们仍然把它们归为一类，因为 
它们都是讲的什么东西的流.不论是电，是热,还是流体，这个向量场总可以看成什 
么流动的“东西”的速度向量场，流线就是这个东西流动的路径. 


力场则是物理上很不相同的另一类场.例如，我们虽然在前面讨论过太阳的引 
力场怎样可以表示为一向量场，但这时在空间的某点的向量并不是某种流动的东西 
的速度，而是放在该点处的单位质量所受的力.在力场的背景下，积分曲线称为力 
线而不是流线.这里力线是从太阳中心发出的（说是指向太阳中心更好).虽然这个 
力场是3维的，太阳的球对称性 ® 意味着,在经过太阳中心的所有平面上,力场都是 
一样的.所以仍可以用一个复函数完全地描述. 

虽然没有什么东西实实在在地沿着力线流动，我们仍然可以换用流的观点 ，假 
装是有什么东西在流动，从而把力场也解释为某种流动的东西的速度场.这不是狡 
辩，而是有一个值得注意的事实，就是对于最重要最常见的力场（例如引力场和静 
电 场)，这个虚拟的流动的东西 的行为与前面讨论的理想流体完全一样. 

为了说明这一点，我们转到静电场中的一个例子.在空的空间中放两根很长的 
(甚至说是长度无穷的）平行的导线，其上（每个单位长度上）都有大小相等但方向 
相反的电荷.放置在空间每一点的单位电荷都会受到一个力，用向量来表示这个力， 
于是（按定义）得到一个向量场，即电场 E ， 在每一个垂直于这两根导线的平面上, 
可以证明相图是一样的•图 10-3 就是取了这样一个平面， A : B 则是导线穿过平面 
的点，而力场的相图和前面讲的理想流体的相图是一样的. 


①这也是一种理想化，太阳和地球一样，在两极比较扁平. 



402 第 10 章向量场：物理学与拓扑学 


10.1.4 源和汇 

为了对图 10-3 作定量的分析，我们引入 （2 维的）源和汇的概念.用上面的理 
想流体的语言来说, 强度为 S 的 源就是这样一个点，我们通过它，每单位时间注入 
S 单位的流体.图 10-4 a 画出了原点处的孤立的源的对称的速度向量场. 



图 10-4 


在一般的流中，给出一个（开或闭的）曲线，每个单位时间通过它的流体总量称 
为流量(通量).很明显，穿过一个微小的曲线元素的流量等于此元素的长度乘以速 
度在垂直方向的分量.于是，穿过此曲线的总流量就是这些流量元素之和（积分). 
回到图 10-4 a 的特例，不可压缩性的假设指出，穿过任意的包围原点的简单环路的 
流量必定就是在0点输入的流体总量因为这个流垂直于以0为中心、 r 为半径 
的圆周 C 7, 我们导出 

2kt\V\ = S. 

写出 z = re ， 我们就得到这个源的向量场是 

叩 ) =^ ( v ) = ^ 

[我们不加证明地指出，若一条很长的直线导线上，每单位长度都荷载了均匀的电荷 
5,则在任意的垂直于此导线的平面上的静电场也是这个向量场」图 10-3 的源位于 
A 点而非原点，所以它的向量场由下式 描述： 



Ve(z) 


S_ 

2n 


z-A 


汇可以想作具有负强度 的源： 它就是把流体输出而不是输入的地方.在每个打 


算用图 10-3 来描述的流的实验中，在 B 处的汇都与在4处的源强度相同，所以其 


向量场是 


%⑷ 


S_ 

2jt 



现在我们知道了图 10-3 中的源和汇单独存在时的向量场⑷和 7 e b ), 若 
二者同时存在，流又当如何?[附带说一下,强度相同的源与汇的组合，称为一个偶极 
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子 ® ] 如果我们换用通过 AS 两点的很长的平行荷电导线这个静电问题来解说，答 
案可能更清楚 . z 点处的单位电荷受到4的排斥，排斥力为^®^),又受到 B 的吸 
引，吸引力是 V e ( z ). 所以偶 极子乃 作用于此电荷的总力就是这两个单独的力的向 
量和： 

刚 = 心 ) + 秘 ) = 磊 iTl) = U(/2 蜀 . ( 1(U ) 

我们现在还要用几何方法指出，在 P 点（8卩 Z 点）总力的方向，如图10- 3 所示， 
切于过 A , P , B 的圆周.考虑图 10-4 b , 很容易看到[练习],当且仅当标有记号•与 
O 的两角相等时， D 切于这个圆周，所以我们就来证明这两个角确实相等.如图所 
示，角 ApB 与角很明显是相等的.但是我们又有 

ts _ = \ V ^[ = Bp 
ps | F ©| Ap ' 

所以两个阴影三角形相似，而有 • = 证毕 • 

10.2 环绕数与向量场 * 


10.2.1 奇点的指数 

我们现在限于讨论除了有限多个点以外，处处有适当定义而且方向连续变化的 
向量场.而在这有限多个点上，向量场或者为零或者为无穷，这种点称为向量场的 
奇点 ® . 很容易在相图中找到这些点，它们常是不同流线的交点•图 10-5 上画出了 
某些简单类型奇点附近的相图，注明了这些类型的名称及其“指数”——此词的意 
义我们马上来讲. 

图 10-6 则是图 10-5 的左上角的简单交叉点（通称鞍点）的放大图，在此图中. 
我们环绕奇点 s 画了一个简单环路 r s 以及其上几个点处的向量因为 r s 不经 
过任意奇点，所以其上所有的 y 的方向都是完全确定而且连续的.这样我们就能 
计算当^绕 r s 运行时 v ( z ) 旋转的总圈数.我们称此数为环路 r s 相对于向量场 
y 的指数，并且记作 y v [ r s }. 如果已经明白所讲的 v 是哪一个向量场，就可以把 
记号简化为 y [ r s }. 例如，在图 10-6 中我们有 y [ r s ] = -1. 注意，我们在 r s 上画 
出了向量 f 只是为了更容易计算指 数值； 事实上，因为只需要向量的方向，有相图 
也就够了. 


① 英文是 dipole 或者 doublet , 意思都一样，所以下面只用偶极子一词.一译者注 

② 也称为临界点——而此词已有其他意义.(在一般关于向量场的奇点的文献中，奇点并不指向量失去 
了光滑性的地方，例如某个分量成为无穷的点.奇点专指向量的方向无法定义之点，本书作此改变可 
能是为了把解析函数的极点也纳入讨论.因为所谓极点无非是使向量各个分量之值落到了黎曼球面 
北极上，这时方向也无法定义.这个变化，虽然对本书的讨论有利，却不常见.^ - 译者注） 
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简单交叉点 涡旋 汇 

^ = — 1 沒=+1 3 > =-fl 



;=-2 ，= +2 

二重交叉点 偶极子 


图 10-5 



图 10-6 


如果我们让 r s 连续形变而不经过 s (或任意其他奇点)，则 y [ r s ] 之值将连续 
变化，而因为它是整数，所以它就只能保持不变.这样，我们可以无歧义地定义奇 
点 s 的指数 即为绕 s —次，但不绕其他奇点时环路的指数.如果我们使用记号随便 
一点，就记它为 y ( s ) 也不会引起 误会. 把这个定义用于你自选的环路，请自行验 
证图 10-5 中给出的 y 值. 

在往下读之前，我们先注意指数的三个性质. 

⑴没有什么妨碍我们把指数概念用于非奇点，但这时指数必定为零.选择 r s 
为很小的环路， s 不是奇点就蕴含了，在 r s 上，所有的 v 大体上指向同一方向，所 
以 j ^( s ) = 0. 

( ii ) 如果当我们沿一段曲线运行时 y 经历了一定的旋转，则 (- V ) 也将经历同 
样的旋转.这样，当我们在每个相图上颠倒流的方向时，指数不变.例如源和汇应有 
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同样的 指数： ^ = 1. 

( iii ) 正如指数对于 r s 的准确形状不敏感一样.它对流线的准确形状也不敏感. 
假设把图 10-6 画在橡皮薄膜上，逐渐拉它，将会生成新的扭曲了的 相图. 在 r s 的 
每一点上， v 的方向都会经历一个连续变化，所以在绕 r s 时，它的旋转的总圈数也 
只能连续变化.所以指数必定保持不变. 

很清楚，“指数”这个新概念与“环绕数”这个老概念是有联系的，但是,具体联系如 
何？如果我们把向量场 V ( z ) 看成一个映射，即是映向量的起点 zer s 到其终点的 
映射，这些终点就构成一个新的环路 v(r s ), 稍想一想就知道 r s 的指数就是象环 
路的环绕数的新 解释： 


y v [ T s ]= v [ V ( T s ),0}. 


( 10 . 2 ) 


由 7.4.2 节中介绍的拓 扑重数 的概念就知道，点 s 的指数 y ( s ) 就是 作为0的 

原象的拓扑重数.特别地，若 V 是解析的，则有 

/( n 阶的根 ） = n ，/( m 阶极点 ） = — m . 


请以图 10-1 为例来检验此式. 

如果以前没有做过，现在就请用计算机画几个简单的多项式与有理函数的向量 
场.请注意，根和极点是怎样生动地表现出来的，正如实函数图像中根表现为图像 
与: r 轴的相交，极点表现为图像具有垂直渐近线一样生动.还请注意，在向量场中 
多么容易通过拉长镜头来求出它们的精确位置. 

事实上向量场比通常的函数图像还 要更加 生动,下面的例子就说明了这一点. 


作函数 


{x — I ) 2 
F{x)= (^+ 2)3 


以及 G { x ) 


(卜 I ) 4 

(x + 2) 7 


的图像，其结果定性地是相 同的： 在 x = 1附近,都有点像抛 物线; 在渐近线 x = -2 
的两侧，都各有一支趋向其上下相反的 两端； 当 M 很大时，看来都有点像 (1/ N ). 

现在把 z 换成 z 并用计算机画出相应的向量场.差别确实惊人！如果我们沿 
一个小环路绕 z = 1 —圈， P 将依正向绕两整圈，而 G 则会绕 4 圈； 对 z = - 2 这 
样作， F 将绕负 3 圈，但 G 则绕负 7 圈； 沿一个很大的以原点为中心的圆周， P 会 
绕负 1 圈，而 G 则绕负 3 圈. 

再回来讨论 (10.2) 的一般意义,考虑环路 L 的通常的环绕数 t;[L,0]. 现在可以 
把它看作 L 关于恒等映射的向量场的 指数： 


v [ L ,0] = y z [ L ]. 

图 10-7 画出了 结果： 乂⑷= 1. L 绕一般点 a 的环绕数类似地也就是它对向量场 
(z - a ) 的指数： 


[ L , a ] = y ( z - a ) [ L ]- 
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10.2.2 庞加莱怎样看指数 

图 10-8 a 上,画了一个环路 L 以及其上的一个向量场 [ 让我们用这个简单的 
例子（显然有 y v [ L ] = 1) 来解释在比较复杂情况下求指数的（庞加莱的）方法. 



考虑1上 F 取一个任意选定的方向的地方（在本例中，即诸点).在这 
些点中，有一些是使得 z 经过它时 V ( z ) 向正向旋转的，其数为 P ， 另一些点则使得 
V ( z ) 向反向旋转，其数为 iV . 即使在比较复杂的情况下， P 与 N 也会比较容易求 
出.我们现在可以得出指数是二者 之差： 

y v [ L ] = P - N . (10.3) 

在我们的情况下 P = 2, 因为在 a，c 两点 V ( z ) 作正向旋转,而 AT = 1，因为在6处 
V ( z ) 作反向旋转.这样 J V \ L \ = 1,而且事实就是如此.请就图 10-5 各例检验一下 
这个公式. 

虽然，说 （10.3) 成立在直觉水平上大概没有问题，但从 7.1.3 节计算环绕数的 
“穿越法则 ”(7.1) 来导出它，仍然是有启发的. 

图 10-8 b 画出了把 V 看作映射时 L 的象 V ( L ). [检验一下，它确实是象!]使 
用这种语言，所求的指数正是 z /[ y ( L ),0]. 由 ◦ 画出原来选定的方向的射线，并且让 
W 从远处）沿此射线走向 0. 在此行程中， g 将在 V ( c ), F ⑻和 V ( a ) 穿过 V ( L ). 在 
向量场的图像图 10-8 a 中， V 在 c 处作正向旋转，蕴含了，从 g 看来，当它在 V ( c ) 
点第一次穿过 V ( L ) V ( L ) 是由左向右.反之， F ( L ) 在 V ( b ) 处的反向旋转，蕴 
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含了，当 g 靠近 V ⑻时， V { L ) 在此处是由右向左.但是我们在 7.1.3 节中论证过, 
u [ V ( L ),0} 正是 V ( L ) (从 g 接近 V { L ) 时来看）由左到右的点数减去由右到左的点 
数.这正是“穿越法则”的内容.证毕. 


在确立了指数与环绕数的联系后，拓扑辐角原理就可以用向量场的语言重新解 
释 如下： 简单环路的指数就是它所包围的奇点的指数之和.我们现在可以用一个比 
第7章更加干净的论证把这个定理推广到多连通区域.回想一下，多连通区域就是 
有洞的区域,如图 10-9 所示，在那里有两个洞. 


图中的有阴影的区域由位于 C 之内而在 B u B 2 之外的点构成.一般情况下， 
可能有很多个洞，例如夕个,而边缘曲线 B u B 2r .， B g 有逆时针方向.图上标明在 
此区域中我们有一个向量场，令 5 i ,5 2 , ••- , 5 n 为区域内的奇点.在我们的情况下， 
恰有 两个： ^是一个偶极子， M 是一个鞍点.辐角原理的推广就是 


此式称为指数定理. 

请用 (10.3) 来验证一下，在我们的例子中， y [ C ] = = 0而 y [ B 2 ] = 1, 

所以 (10.3) 的左方等于1,但是右方为 

/( 偶极子）+夕(鞍点) =2 + (— 1) = 1， 

这就验证了本定理在此例中的预测. 

为了理解这个结果，考虑图10-10,其中用虚线把此区域分成若干个曲边多边 
形,而其每一个至多含有一个奇点，而其边缘则取逆时针方向.若把所有的 
指数加起来,就得到指数定理的右方.因为，如果抝不包围奇点，则其指数为零，若 
其内有一个奇点，则的指数（按定义）就是它所围的奇点的指数. 

另一方面，要决定单个的指数，就要研究当2 点走过 K 的各边时向量场 
旋转多少，然后把这些净旋转角加起来，看总的圈数是多少而定.但是当我们把这 
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些指数加起来的时候，的每一段内边缘（即图上用虚线画出的部分）都走了两 
遍，而且两次的方向相反，所以旋转 角抵消 .各7^的余下的边共同组成 C 以及 
- B U ~ B 2 等. 把这些旋转角加起来（再除以 2 jt ) 就给出指数定理的左方.证毕. 



10.3 闭曲面上的流 * 

10.3.1 庞加莱-霍普夫定理的陈述 

如果 S 是空间中的一个“光滑”曲面，即指在其每一点上都有切平面，这样，说 
一个向量场在各点都切于 S 是有意义的①直观地说，我们可以形象地把一个向量 
场描绘为流体在 S 上形成的速度场. 

图 10-11 在球面画出了两个这样的流的流线.它们每一个都有自己的奇 点：图 
10- lla 有两个涡旋，而图 10- llb 则有一个偶极子.事实上，2维（以至任意偶数维 
球面一这几个字是译者加的）球面上, 找不到没有奇 点的向量场.这是一个极为 
漂亮的结果（称为庞 加莱霍 普夫定理) 的推论之一，我们现在就来简述其陈述. 



①光滑不仅是指由切平面存在，而且要求切平面的方向在一定程度上是连续可微的.可微的程度，各书 
讲法不一.最方便的是设为的，就是需要微分多少次都是可以的.如果没有这个条件，下面许多 
论证都会出毛病.本书的特点是不去涉及这类问题.这里我专门作了提示，是为了读者在进一步研究 
时的方便.——译者注 
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曲面上的奇点的指数应该如何给以准确的定义，并不是马上就能看清楚的，所 
以我们现在暂时先认可有这样一个整数存在，而且其值和平面上可以类比的奇点指 
数一样这样，如果我们把图 10-1 la 的所有指数加起来,就有 

/(祸旋)+ /(祸旋) = 1 + 1 = 2. 

若对图 10- llb 作同样的事，则有 


^ (偶极子 ） = 2 . 

可以拿一个桔子,在上面任意画流线，然后把 它的所 有奇点的指数加起来 .结果一定 
仍然是2!这是巧合吗？ 

数学里没有巧合!在球面情况下，庞加莱-霍普夫定理指出，如果把球面上任意 
向量场的指数加起来，结果一定得到 2. 其实，它讲的是，对于任意拓 扑上为 一球面 
的曲面都会得到这个答案.所谓拓扑上为一球面，就是说此曲面可以用一个可逆而 
且双方连续的变换变为一个球面.如果设想球面是橡皮薄膜做的，通过拉伸但不拉 
破地从它变出来的曲面就是拓扑上为一球面的曲面.图 10-12 a 上画的杏子和酒杯 
都是这种拓扑球面的例子. 



图 10-12 


球面是空间球体的表面，别的封闭曲面可以是别的空间物体的表面.例如轮胎 
的表面称为一个环面 ® (见图 10-12 b 的上图)，很清楚，它下面的那个小孩子在沙滩 
上玩的玩具鸭子和轮胎是拓扑上相同的曲面.但是似乎同样清楚的是，不管怎样把 
它们拉伸扭曲（但是不准弄破)，它们也不能变成球面.所以图 10-12 a 和图 10-12 b 
上的曲面是拓扑上不同类型的曲面.图 10-12 C 显然又是第三种拓扑上不同的类型. 
这样加上越来越多的洞，就会不断地把这个清单继续下去. 

我们不去讲证明这些事情所需的拓扑思想但是再一次清楚不过的是，这些 
拓扑上不同类别的封闭曲面，可以纯粹以洞的数目为基础来分类.这个数目称为曲 

① 许多文献喜欢称之为 doughnut 的表面. doughnut 是一种外国零食，许多文献常译为“油炸甜面 
圈”之类，中国读者未必习惯.所以这里直接说是轮胎，反而一说就懂了. 一^ ■译 者注 

② 见本章末尾的进一步阅读的材料. 
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面 的亏格 .图 10-12 上各个曲面边上注明的 g 就是该曲面的 亏格. 现在我们可以把 
一般结果陈述 如下： 

在亏格为 P 的封闭曲面上，任意向量场只要奇点的数目有限，则 
它们的指数之和必为 {2-2 g ). 

(10.4) 

这就是著名的庞加莱-霍普夫定理，其中出现的常数 x = (2 - 2 g ) 称为此曲面 
的欧拉示性数 ® .这个概念在许多地方枝叶繁茂，结出了许多重要的拓扑硕果.所以 
用 X 来对曲面分类，比用 P 分类更为自然，图 10-12 上我们对各个曲面都注明了其 
欧拉示性数. 

(10.4) 的一个直接推论就是,没有奇点的向量场只能存在于具有零欧拉示性数 
的曲面上，就是拓扑轮胎上②.甚至在那时，这个定理也没有保证这样的向量场存 
在，而只是说，如果有奇点存在，则它们的指数必互相抵消.然而，可以看出，在轮 
胎上，这种无奇点的向量场确实是存在的. 

10.3.2 定义曲面上的指数 

为了对图 10-11 的各个曲面的每个奇点给出指数的准确定义，我们大概会在曲 
面上作一个包围奇点的环路，然后去找一个向量场绕此环路运行时的总旋转角度. 
但是，相对于什么来计算旋转角度？ 

为了回答这个问题,我们重新来检查一下我们熟悉的平面上的旋转.图 10-13 a 
表明，在平面上 Wz ) 沿 L 的旋转，可以看作是相对于具有水平流线的基准向量 
场，比如 U { z ) = 1,发生的.如果我们定义 C / ， V 之间的夹角为则表 
示此角沿 i 的净变化，则我们关于指数的老定义就是 

yv[L] = ^S L (ZUV). (10.5) 

如果我们让图 10-13 a 中 [/ 的水平流线连续地形变成为图 10-13 b 中的流线，用 
我们用惯了的论证方法（即一个量既只能取整数值，又只能连续变化，则它不会变 
化）就知道 (10.5) 的右方是不会变 化的. 这样我们就得知，即使把改成任意的在 
L 上和 L 内均无奇点的向量场， （10.5) 仍然是正确答案. 

现在假设图 10-13 b 是画在一张橡皮膜上的.如果把它连续地拉成图 10-13 c 那 
样的曲面,则不但 （10.5) 的右方仍然有意义,而且其值也不会变化.总结起 来：若 s 
是曲面 S 上的向量场 V 的奇点，我们定义其指数如 下：取 S 的一小片，使之覆盖 


① 取这个名称可以说是为了纪念欧拉，因为他发现了这个概念的最常见的 原型： 关于多面体的欧拉公 
式 V -五 + F = 2. 这个公式的种种推广和各方面的联系，极大地打开了我们的眼界. 一一 译者注 

② 所以在球面上不会有.因为如果如果有奇点，其指数和必为0,而不可能是现在的 X = 2 —2 x 0 = 2, 
(对于球面，亏格 p = 0.) 这个定理称为 hairy ball 定理，见第7章习题15的脚注.——译者注 



10.3 闭曲面上的流 * 411 


s ， 而且其内再无其他奇点，再作一个绕 S 的简单环路 L , 最后应用 (10.5) 来定义指 
数，即当我们绕 L 时， F 相对于 C / 的净旋转. 





图 10-13 

10.3.3 庞加莱-霍普夫定理的解释 





现在我们可以给定理 （10.4) —个非常漂亮的证明.这个证明是霍普夫本人的， 
见 Hopf [1956]. 论证分成两步.第一步我们证明，在亏格已知的曲面上，所有向量场 
的指数和都是相 同的； 第二步，再找一个具体的向量场之例，证明这个和就是欧拉 
示性数.于是定理得证. 

设是一个给定的封闭曲面上的两个向量场. / - \ 

见图 10-14. 若巧是 1/上的奇点（标记为•)， 而叫是 , 
w 上的奇点（标记为 o )， 我们需要证明 / • 


与我们对图 10-10 的处理方法很类似，（用虚线）把 s \ v - 一^^ ^ 

分成若干曲边多边形，使得每一个曲边多边形至多含 \、芝.. 

一个 Vj 和一个％. 图 10-14 

现在集中考虑一个多边形及其边缘 i ^， 并在其上 
规定方向，如果从 S 外面（注意， S 是一个封闭曲面，因此把空间分成内外两部分) 
看， A 的方向是逆时针方向，就说这个方向是正向.为了求 F 和 W 沿的指数， 
在此多边形上作任意的非奇异的向量场 C 7 并应用 (10.5). y 和 W 沿的指数之 
差于是为 


^v[Kj} - yw[Kj} = ^[S Kj (ZUV) - S Kj (ZUW)} = ±S Kj (ZWV), 
很明显，它与作为基准的局部向量场 C 7 无关. 



































412 第 10 章向 量场： 物理学与拓扑学 


由此我们导出 


^v[vj\ - ^ ^w[wj\ = y^s^vjKj] - ^w[Kj\) 

Ki 



Y,^K j UWV) = 0. 

Kj 


这是因为曲边多边形的每一个边都按正反两个方向各走了一次，因而造成了 
ZW 大小相同，符号相反的变化 ® 我们这样完成了证明的第 一步： 证明指数之和 
与向量场无关. 


因为在图 10 -lla 的例子中，指数和为2,我们现在知道了对于拓扑球面上的任 
意向量场，指数和也为 2. —般证明的第二步，也就是在任意亏格 g 的曲面中找到 
一个例子，使得指数和为 x = (2 - 2办图 10-15 就是 g = 3时的例子，对于更大亏 
格的曲面，找一个这样的曲面也是显然的.现在我们设想，把糖浆从这个曲面的顶 
上往下倒，它就会慢慢地往下流，从底部流出去，而成为曲面上的一个流（也就是一 
个向量场).这个图就解释了，指数之和为 X ® 



[ 水源 ) =+1 


‘2次鞍点 ） = -2 | 


图 10-15 


① 这里还请注意，曲面 S 是封闭的，它自己没有边缘，所以我们只需考虑多边形的各边即可. 

-译者注 

② 这里实际上用到了微分拓扑的一个基本结果，即“任意”2维曲面都在拓扑上与一个图 10-15 那样的 

曲面（但是洞的数目，即亏格是任意整数 W 等价.作这样的曲面，如作者所说“是显然的”，但是这 
个结论的准确提法以及证明绝非易事.所以作者很细心地说这个小节只是庞加莱-霍普夫定理的解 
释，而不说是证明.有兴趣的读者，可以去阅读微分拓扑学的专著. 译者注 
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进一步阅读的 材料. 这些拓扑思想，再加上后两章的一些思想，打开了通向一 
个重要分支黎曼曲面的大门.特别是，我们希望你在阅读克莱因的重要著作 Klein 
[1881] 时，会容易一些，这一著作支持了黎曼原来的用空间曲面上流体的流动的途 
径来研究多值函数.也请参看 Sprin ger [1957, 第1章],它基本上重述了克莱因的 
专著，但加上了一些有益的附加评论.对于黎曼曲面比较抽象比较现代的介绍，可 
见 Jones and Singerman [1987]. 最后，更多地讲拓扑学本身，我们推荐 Hopf [1956], 
Prasolov [1995], Stillwell [1980,1989], 特别是 , Fulton [1995] •① 

10.4 习 题 

1. 用代数和几何两种方法证明向量场 P 的流线是在原点切于实轴的圆周.解释 
为什么对于向量场 i /尹 此事也成立. 

2. 用计算机画出 l /( zsin 2 z ) 的向量场.利用图形来决定各个极点的位置与阶数. 

3. 用计算机画出 


P ( z ) = z 3 + (-1 + 5 i ) z 2 + (-9 - 2 i)z + (1 - 7 i ) 

的向量场.利用此图形作 P ( z ) 的因式分解，再把这些因式的括号乘开来验证 
结果. 

4. 设向量场 V 的流线中有一个简单闭环路 L . 解释为什么 L 一定会包围 V 的奇 
点. 

5. 求出图 10-16 所示的3个奇点的指数. 




6. 请注意，本章所研究的各个奇点的邻域，都是由图 10-17 画出的3类扇形构成 
的，各称为橢 圆的、抛物的和双 曲的.用 e ， p 和 h 来记围绕一个奇点的3 种 
类型的扇形的个数 . 

①我愿向希望多知道一些拓扑学的读者，推荐 W . G . Chinn and N . E . Steenrod , First Concepts of 
Topology, (The Math . Assoc , of America 1966) —书. 中译本，蒋守方，江泽涵译，《拓扑学的首 
要概念》，上海科学技术出版社， 1984. Steenrod 是拓扑学大师，他写这本书（以及此书所属的一套 
丛书）的目的是向“广大中学生和非专学数学的外行人”介绍拓扑学是什么.特别是，作者们的取材 
与本书很相近，这样，读者更容易看到在复分析中介绍拓扑学的这些内容是多么自然，也更容易理解 
本书的许多拓扑概念的本质. 译者注 





414 第 1 ◦章向 量场： 物理学与拓扑学 




( i ) 验证上题的3个奇点的指数可以 用本迪克孙®定 理正确而轻松地预测 如下: 

= 1 + ^(e — h ). 


( ii ) 解释这个公式 • 

7. 已给一个定义在圆周 C 上的向量场 F ， 在 C 上 

另作一个向量场 W 如图 10-18. 如果 
yy [ C ] = n ，求 [(7]. [此题取自 Prasolov [1995, 

第6章]，答案也可在此书中找到」 

8. 若/,9是球面 S 到其自身的连续的一对一映射， 

则其复合/。夕也是.现在来证明/，9与/。夕中， 图 10-18 

至少有一个有不动点. 我们用反证法证明如下. 

⑴证明若此结果不真，则对 S 上任一点 p ， /⑼与 [f o g ]( p ) 必为不同点. 

( ii ) 这时可以导出， S 上有唯一的有向圆周 C p ， 并按指定的顺序通过 p ，/( p ) 与 

[ fog ]( p ) 三点. 

( iii ) 设有质点以单位速度沿 C p 运动，令 V ( p ) 为它过 p 点时的速度向量.因为 
V 是任意的， V 就是 *5 上的向量场. 

( iv ) 求助于庞加莱-霍普夫定理，得出想求的矛盾. 

9. 继续上题，像下面这样来应用这个结果. 

⑴令9 = /，导出/。/必有不动点 • 

( ii ) 令 g 为对径映射， 证明： 或者/有不动点，或者/把某点映为其对径点. 

10. 在封闭光滑曲面 S 上，任取一组点51,3 2 , ••- ,5 n . 请试着在 S 上画一个水果或 
者蔬菜，并且研究以下的说 法：在 S 上存在一个流，以^ ，的 ，…，&为其仅有 
的奇点，而且其奇异性的性态（偶极子、涡旋等)，除了一个点外均可任意地确 
定. 

11. 设想单位球面 S 分成为 F 个多边形，其边缘为“球面上的直线”，即大圆.令 
£；和 V 是这样分割所得的边缘与顶点的数目. 

⑴用夕 n 表示单位球面上的 n 边形，用 6.2.1 节的 (6.9) 证明 

A (^ n ) = [少 n 的顶角之和 ] —(n — 2) jt . 

① Ivar Bendixson , 1861—1935, 瑞典数学家.-译者注 
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[提 示： 把少 n 的各个顶点与一个内点连接起来,把夕 n 分解为 n 个三角形 .] 
( ii ) 对所有多边形求和，证明 


F-E + V = 2. 

[这是勒让德的论证 （ 1794 )， 结论本身是下题结果的特例 .] 

12.令 S 是一个亏格为 g 的封闭的光滑曲面，于是其欧拉示性数是 X ( S ) = 2-2 g . 
和图 10-14 —样，把 S 分成 F 个多边形，而其边缘与顶点的总数分别为 E 和 
V . 

⑴ 在桔子表面上画一个图，使你通过作图确信可以在整个曲面上得到一个流, 
而其奇点仅是： （ 1) 在 F 个多边形的每一个中都有一 个源； （ 2) 在 E 条边缘的 
每一条上，都有一个简单 鞍点； （ 3)V 个顶点都是汇. 

( ii ) 对于一般曲面 S 上的这种流，应用庞加莱-霍普夫定理，导出以下的值得注 
意的结果--欧拉公式： 


F-E + V = X ( S ). 

( iii ) 对你在 （ i ) 中的例子以及轮胎曲面验证 （ ii ) 中的结果. 

13 .图 10-19 画出了从一点 p 向光滑曲面 S 所作的法线.令 i ? ⑷记由 p 到 S 中的 
点 g 的距离.我们称点 q 为 R 的一个临界点，如果当 g 在 S 内运动时， i ? 的变 
率 为零; 我们不需要指定 g 在哪个方向运动，因为我们假设了 S 在 g 点有切平 
面. 



图 10-19 


⑴解释为什么当且仅当 g 为 i ? 的临界点时 W 才是 S 的法线. 

( ii ) i ? 在 S 上的水平曲线就是以 p 为中心的同心球面族——“洋 葱头” 与 S 的 
截口. 在图上所画出的临界点的附近画出这些水平曲线的草图.注意， i ? 
的局部极大点或极小点与 S 的其他点的区别在于，在其他点处，若 g 沿着不 
同方向离开临界点， i ? 可以增加或减少. 
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( iii ) 假想 p 点会生成一个吸引力场，使得空间中的质点受到指向 p 点的力 F . 
例如我们可以假设 P 是地球的中心，这时 F 就是地球的引力场.如果一个 
质点被约束只能在 *5 上运动，则此质点只对 F 关于 S 的投影有响应. 
画出 F s 的流线.它们与 （ ii ) 中讲的 i ? 的水平曲线有何关系？ 

( iv ) 你刚才看到了开的临界点就是 Fs 的奇点.怎样用心的奇点的指数 y ( q ) 
来区分 （ ii ) 中所讨论的临界点的类型？ 

( v ) 我们就用这个指数 y ( q ) 来定义法线％的重数.用庞加莱-霍普夫定理来 
导出以下的 结果： 

由任意点 P 可以向 S 作出的法线的总数（按其重数计）与 p 的 
位置以及5的准确形状均无关系，而等于 x ( S ). 

[这个可爱的结果基本上归属于里希®，见 Reech [1858], 虽然他并未使用 
X (5) 的语言，他也没有用以上的论证.事后看来，里希的工作很明显是莫尔 
斯 ® 理论的前驱，而且大约早了 70多年 .] 

( vi ) 当 S 是一个环面（轮胎）时，找几个 p 点的位置来验证里希的定理. 


① Ferdinand Reech ,1805—1884, 法国工程师 .- 译者注 

② Harold Calvin Marsten Morse, 1892—1977, 美国数学家.——译者注 




第 11 章向量场与复积分 

11.1 流量与功 

我们早就承诺过,有一种理解复积分的方式，比第8章中几何化的黎曼和更加 
生动.我们将在本节中为这种更漂亮的新途径打下基础.如果对向量计算已经很熟 
悉了，可以跳过本节而直接去读 11.2 节. 

11.1.1 流量 

为了比以前更仔细地定义流量，请看图 11-1. 在有向路径 K 的每一点处都作 
一个切于 K 的单位切向量 T ( T 的方向同 K ) 和一个单位法向量 N ， N 的方向如 
下 定义： 当我们沿 K 的方向运动时， N 指向我们的右侧.若用相应的复数来表示, 
这个规定就相当于规定 

T = iN . 


( X . T)T 



此图还显示了怎样把一个向量场 x ( 暂时看作平面上的流体的速度场）分解为 
切向分量和法向 分量： 

X = (X.T)T + (X.N)N. 

这两个分量中只有第二个能携带流体穿过 K ， 而在单位时间内穿过路径的无 
穷小段 ds 的流体总量 （即流量 ) 为 （ X.N)ds. 这对于以前的定义是一个改进，因为 
现在流量有 了符号 ：因为 N 是指向 K 的右方的，故若流体由左流向右，流量就是 
正的，反之则是负的. X 穿过 K 的总流量 ^[X,K] 就是穿过这些线元的流量的积 
分： 

T[X,K] = (X.N)ds. 

JK 

请自行验证流量满足以下关系式 
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JT [- X , K ] = ^[ X , - K ] = -^[ X , K ). 


图 11-2 就 K 为包围阴影区域 i ? 的简单闭环的情况进一步说明了流量概念.图 
ll -2 a 画出了 X 的法向分量，我们对这个有符号的量作积分就可以得出 ^[ X , X ]. 
图 ll -2 b 则说明如何估计流量.我们用具有有向边缘的多边形逼近来代替 X ， 
并在每个的中点作 X 的法向分量.于是流量就可以用有阴影的矩形的有符号 
的面积的代数和来逼近.在图上所画的情况下，正面积显然多于负面积，所以流量 
为正.当这些越变越小，其数目越来越多时，这个近似就越来越好. 



在图 ll -2 a 的简单环路 K 的情况下，对于流量还有一种有趣的 看法： 

^[ X , X ] =[单位时间流出 i ? 的流体总量]-[单位时间流入 i ? 的流体总量]. 

以下我们恒设流体是 不可压缩的. 这样只要在 i ? 内没有源和汇，流入只的流体必 
定都会流出尽所以 


7[X ， K] =0. 

其实我们还要反过来应用此式来给出一个 定义： 如果对于区域 i ? 内的所有的简单 
环路，流量均为零，就说这个区域内的流体是无源的.这种没有任何有限的源或汇 
的流的最简单的例子就是 X = const . 如果环路中包含了例如一个源，则不可压缩 
性就指出，流量就是这个源的强度. 

虽然我们只讨论2维流,至少也应该提一下3维流量的概念.如果流体在通常 
的空间中流动，谈论穿越一条曲线的流量是没有意义的，但是确实可以讨论流体穿 
越一个曲面的总量对于时间的变率.如果现在 N 表示曲面的单位法线向量，则穿 
过曲面的无穷小面积 cU 的流量又可由 （ X . N ) cU 来表示.于是穿过曲面的总流量 
就是此量在此曲面上的积分.和2维情况一样，3维流的不可压缩性等价于 说：若 
一封闭曲面不包围源或汇，则必有零流量. 

最后还要指出，流量一词译自 flux , 这是一个拉丁词，意为“流动 （ flow )”， 现在 
标准的作法是，对于任意向量场，在讲到这个数学定义时，总是使用“流量” 一词， 
而不问它讲的是不是某种流动的物质.例如电场表示一种力，但是电磁学的4个基 
本定律（麦克斯韦方程）指出，我们可以把它想象为一种不可压缩流，而正负电荷则 
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起了源和汇的作用，所以穿过空间中任一封闭曲面的流量，就等于此曲面所包围的 
总电荷（高斯定律) 

11.1.2 功 

迄今为止，我们只讨论了 X 的法向分量，现在我们转到切向分量.为此，我们 
现在把 X 想象为一个力场而不是流体的流场.如果一个质点受到某个力场 X 的作 
用而得到无穷小位移，则由初等物理知道，此力场所作的功（即所耗能量）等于 X 
在位移方向的分量乘以移动的距离.这样，如果此质点沿 K 运动一个距离心，则 
X 所作的功为 （ X . T ) ds . 和流量一样，这是一个 有符号 的量，符号的物理意义我们 
马上就来解释.如果质点沿整个环路 K 运动，则向量场 X 所作的总功为 

W [ X , K ] = ( X . T ) ds . 

JiC 

图 U -3 a 画出了 X 的切向分量,我们必须把这些有符号的量加起来，才能得出 W . 



和对—样，请验证 W 适合 下式： 

W[-X,K] = yV[X,-K} = - W [ X , K ]. 

注意,和流量7不同，如果想把这个概念推广到3维力场，对 W 无需作任何 修正: 
考虑力场对于沿空间曲线运动的质点所作的功是完全有意义的，而且公式也和2维 
情况一样. 

图 ll -3 b 画出了一个既能解释 W 的大小又能解释其符号的理想实验.想象力 

场作用的平面是冰面，质量 m 很小的冰球可以在上面无摩擦地滑动.我们在冰面上 

作一条狭窄的无摩擦的小沟，形状如其宽度足够把一个小冰球以速度 〃 in 射入 

沟中.从图上可以看到，在小冰球的旅程的开始一段，力场中的力是反抗它的运动 

的，所以 如果^ 不够大，它就会慢下来，然后停止，以后就会沿着原路回到出发点. 

但是同样清楚的是，如果我们以足够的速度射入小冰球，它就会克服 X 的反抗，而 

最终以速度出现在小沟的终点.令小冰球开始和末尾的动 能为& n 和则 

^ 1 2 ^ 1 2 
^in = — 7nt； in , c-out — — ?Tli； out . 

①也正因为如此，在我国许多文献中常用“通量” 一词，而说，例如电通量、磁通量等.——译者注 
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物理学的一个最神圣的原理就是“能量守恒，它宣布，能量既不能创造，也不 
能毁灭，只能从一个种类变成另一个种类.所以力场 X 在小冰球身上耗用的能量, 
也就是它所作的功 W ， 就会变成小冰球的动能的改 变量： 

W[X,K] =e out -£in= 腳 。 ut 7 腳 in 

= [平均 动量] (速度改变量). 

这个公式也给出了功的符号的清楚的 意义： 它就是速度改变量的方向.这样，如果 
W 为正，向量场将耗用能量来加速冰球，从而增加它的动能,而若 W 为负，冰球就 
要放弃部分动能以作功抵抗向量场. 

下一步再想象把 K 弯过来，使它的两头几乎连接起来成为一个闭环.当冰球 
在相应的小沟里运行时，出口基本上就是入口.假设冰球在出口的速度大于在入口 
的 速度. 把小沟两头连接起来，冰球就会在闭环上一圈又一圈地越转越快，每转一 
圈都得到一点能量——要是能控制这个能量，就能解决世界能源危机了！ 

虽然我们能做出如此的数学模型，但如果不从外部向这个冰球-力场系统输入 
能量，这个物理系统决不会如此 运行： 它将保持能量不变，使得冰球在出口处的速 
度与射入时的速度 相同' 这样的向量场称为保守的.从数学上看， X 为保守的当 
且仅当 

W [ X ， 任意闭环] = 0. (11.1) 

正如我们可以把流量概念用于并不表示流动物质的向量场，我们也可以把功的 
概念用于并不表示力的向量场.然而在这种一般的背景下，标准的说法是把 
称为 X 沿 K 的环流，而不称为功.和“ 流量” 一词一样，这个词也来自于把 X 想 
象为表示一个流.要想知道为什么，取 K 为一闭环，并且做下面的理想实验（见 
Feynman [1963]). 设想在平面上有流体流动，其速度场为 X . 如果突然把流体处处 
都冰冻起来，只除那条小沟，而小沟里的流动情况和没有结冰以前一样.“环流，，就 
是未结冰的流体绕 K (就是“环着 ” K ) 的速度乘以 K 的长度[练习]. 

如果对每一个闭环环流都是零，就说这个流是无旋流.正如“ 环流” 就是指的 
W [ X , X ] 而不问 X 的物理本质是什么一样，“无旋”也同样一般地只是数学命题 
(11.1) 的简称而已.这样保守力场也就可以说是无旋力场. 

11.1.3 局部流量和局部功 

现在我们关于无源和无旋向量场 X 的定义是 

7[ x , 任意闭环]=0以及 W [ X ， 任意闭环] =0. (11.2) 

①如果从系统外输入能量，则沿着闭环所作的功不一定为零.事实上，所有的电机的运行全有赖于旋转 
的磁铁能生成能够加速冰球的电场.然而这并不违反能量守恒，因为要使磁铁旋转就必须作功.见 
Feynman [1963]. 
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我们的下一个目标是证明 X 还有两个非常简单的局部性质等价于上面两个非局部 
的性质. 

为此我们需要计算流量与功当闭环很小而趋于一点时的极限状况，即为“无穷 
小闭环’’时的状况.我们以后还要证明这种极限状况与无穷小闭环的形状无关.这 
样我们就有自由把闭环选成小正方形,其中心为我们关心的点，比如 z 点，边为水 
平的直线段与垂直的直线段，长为 e . 见图 11-4. 



图 11-4 

7与 W 的准确计算可以通过在正方形四边的四个中点 （ a ,6, c , d ) 处分别计算 
X 的值，再对适当分量求和来求出.当 e — 0时,近似值就成了精确值,下面的方程 
也是这样，我们马上就会用到 它们： 

P { a )- P { c )=£ d x P { z ), 

这里 d x P { z ) 就是在 z 点之值. 

于是对于流量我们有 

JT [ X , 口] = eP ( a ) + eQ ( b ) - eP ( c ) - eQ ( d ) 

= e [{ P ( a ) - P ( c )} + { Q ( b ) - Q ( d )}} 

= e 2 [ d x P ( z ) + d y Q ( z )]. 


如果考虑梯度算子 ▽ 与向量场 X 的形式点积 

即可化简此式.量 ▽ . X 称为 X 的散度(许多书上记作 divX ), 利用这个概念就有 

jr[x,q = [v.x] (□ 的面积 ) • (11.3) 

在下一节里，我们将看到，即使将□代以任意形状的无穷小环路， (11.3) 仍然成 
立.这个重要结果还可以解释“散度” 一词的来由，因为这个公式说的就是 V.X 
即为穿过每个包围着 Z 的单位面积流出(即散出）的局部流量.以后我们就把“单 
位面积的局部流量”简单地说成“流量密度”. 
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图中 z 是一点，而 i? 最终将会缩成这一点，我们就是要在此点求 X 的散度.令 
S 和 P 是过 z 点的流线及其正交轨迹， s ， p 则分别是 S 和 P 上的弧长， p 的增加 
方向选定与 X 成正的直角（如图上的箭头所示). 

从 i? 的净流出流量等于流入流量与流出流量 之差， 前者是 |X|dp, 后者仍是此 
式，不过要取在 i ? 的对边上而且反号.现在很清楚，有两个因素使得流出的流体多 
于流入的流体： （ 1) 在出口处流速 |X| 更大； （ 2) 在出口处两条流线的距离 dp 更大. 

第二个因素显然受 X 的方 向在办 间距中有多大的变化所控制，即受 P 在 z 
点的曲率控制.说精确一点，如果用5来表示一个量当在流线上运动心时的增 
长量，则 5 (dp) = Kpdsdp [练习].这样 

(i? 的净流出量） =5{|X|dp} = 5(|X|)dp + \ X \5( dp ) 

=( 氏 |X| + K P |X|)(i? 的面 积). 


所以，流量密度是 

▽ •X = a s | X | + /^ p | X |. (11.5) 

事实上,这个公式对于3维向量场也成立[练习]，只要存在® —个正交于流线的曲 
面 P ， 且是某曲率之和. 

现在转到绕 i ? 的环流.用完全同样的推理，就会给旋度以同样干净的公式[练 
习]: 

VxX = -9 p |X|+k 5 |^|, (11.6) 

这里 M 是流线 S 在 z 点的曲率. 

虽然我们相信 （11.5) 和 (11.6) 必定已经为麦克斯韦、凯尔文和斯托克斯等人 
之所知，但在现代的文献中没有看到有人引用过它们. 

11.1.5 零散度和零旋度向量场 

由定义 (11.2) 以及结果 （ 11.3 )、 结果 （ 11.4) 可知，若 X 在某区域 ii 中为无源 
且无旋的，则在 i ? 的每一点均有 

▽ •X = 0 以及 VxX = 0. 


这时我们就说 X 在 i ? 中是 零散度和零旋度的. 
例如，考虑一个具有强度 S 的源点的向 量场: 


刪 = 


S 

2jti 


[(x/(x 2 -\-y 2 ) \ 
2jl \ y/{x 2 + y 2 )) 


除在原点外，它应该处处有零流量密度（即散度)，而在原点，此向量场无定义.请自 
行验证此事.回想一下，我们以前说过，它也是一根很长的有电荷均匀分布的导线 


①这种存在的条 件是： curl 或者为零，或者正交于向量场 . 
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所生成的静 电场. 我们现在看见了，说这个场是局部保守的也是有物理意义的.如 
果是局部保守的，则当我们把冰球（现在它必须带有电荷才能感到静电场的作用力) 
射入一个无穷小环路时，则在回到起点时，冰球的动能不变.要证明这个局部保守 
性,就必须验证这个场是零旋度的. 

我们已经看到，一个无源且无旋的向量场必是零散度和零旋度的.在本节结束 
时,我们想要证明 其逆： 若在一区域中，一个向量场散度和旋度均为零，则它对区域 
中所有简单环路的流量和功也都为零.这时，我 们有： 

一向量场在一单连通区域中无源且无旋，当且仅当它具有零散 
度和零旋度. ® 

为了理解这个逆定理，考虑图 11-6( 它其实是复制了图 8-27 的一部分).把那个 
图所说明的推理再重复一次.首先注意，如果图上的网格越来越细，则 K 上的流量 
和功就趋于 C 上的流量和功.第二步,把流量和功与 K 内的散度和旋度联系起来. 
请验证，原来给出 

I nz)dz = J 2 i f ( z)dz (这里是对有阴影的正方形求和） 
jk Jn 

的推理现在就会给出 

7[ X ， K ] = 口] (这里是对有阴影的正方形求和)， 

以及 

w[x ， K } = ^2 W [ X , D ] (这里是对有阴影的正方形求 和). 

然而，在现在的背景下，这些结果都可以从物理直观上得到.第一个结果是说，由 
K 流出的流体总量等于由各个内部小正方形流出的流体流量之和.第二个结果说 
明什么呢？ 

现在让网格中的小正方形缩小以至覆盖 C 的整个内域凡利用 （11.3) 和 (11.4) 
并把对于小正方形的求和代以对于无穷小面积 cL 4 的二重积分， 我们 就会得 到高斯 
定理 

7[ X ， C ]= [ V . X ] cU ， (11.7) 

JJh 

以及斯托克斯定理 

W [ X , C ] = | [ VxX ]( L 4. (11.8) 

■ R 

从这些公式就可以看到，若散度和旋 度在丑 中处处为零，则 （7 上的流量和功也为 
零，这就是我们想证明的事情. 


①因为这个原因，在大多数文献中，就只说一个向量场为无源或无旋，而不用零散度或零旋度的说法. 

- 译者注 
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图 11-6 


仍然追随第8章的逻辑，我们来看当一个闭回路（或具有固定端点的开回路) 
连续形变时，对于流量和功会发生什么事情.你应该能够看到 （11.7) 和 (11.8) 蕴含 
两个形变 定理： 

若回路只扫过散度为零的点，则流量不变. （11.9) 

若回路只扫过旋度为零的点，则功不变. （11.10) 

11.2 从向量场看复积分 

11.2.1 波利亚向量场 

现在从向量场的观点来考察积分 

H ( z ) dz . 

JK 

见图 11-7. 在作它的黎曼和时，像 8.3.1 节那样，不把 F = \ H \ e ^ 与 dz = e ia cb 画 
在各自的复平面上，我们只能得到不多的好处.而我们仍然面临着一个问题，就是 
涉及了两个角的 相加： Hdz = ,而角的相加不容易做到可视化.正如 

向量的减法比加法更为自然[连接两个向量的端点即可]，角的减法也比较自然，因 
为只需作两个方向的夹角即得. 
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现在考虑一个新向量场，即在 z 点不画出 H ( z ) 而画出其共扼豆 0) 二 \ H \ e ~ i(3 , 
这样我们提出的从向量场的观点来考察积分的问题，就可以得到一个更简单更漂亮 
的 解决. 我们称这个新向量场为//的波利亚 ® 向量场.在说明这个新向量场是如何 
解决我们的问题以前,我们 要：⑴ 先给一个 警告； （ ii ) 再作一个保证. 

( i ) H 的波利亚向量场并不是由丑的普通向量场对实轴作反射而得，如果那样 
作，就会对 I 点附加一个向量 H ^). 如果亲手画（或者用计算机画）一下2和;^ 
的波利亚向量场为例，这一点就会变得很清楚.与图 10-1 比较，就可以看到所得的 
相图（而不是向量场）与 （1/4 和 { l / z 2 ) 的相图一样.这是因为, F 和 ( l / z n ) 指向 
相同方向. 

( ii ) 我们立刻就会看到，用波利亚向量场来表示丑,所得极多，而在目前，我们 
只想强调指出，这样作毫无 损失： 新向量场和老向量场含有相同的信息.例如，当我 
们转到波利亚向量场时，环路 L 的指数只改变 符号： 

= ~^h[L]- 

这样，一个解析的丑的 n 阶零点，仍然清楚地表现为其波利亚向量场的奇点,只不 
过其指数不再是 n 而是 - n . 类似地， m 阶极点，仍然表示为其波利亚向量场的指 
数 m (而非 - m ) 的奇点. 

现在回到积分问题，波利亚向量场的一大优点就在于它与回路所成的角 0( 见 
图 11-7) 现在是 e = a - (—/3) = a + /?，这正是我们想要使之可视化的两角之和，也 
就是黎曼和中的 Hdz 这一项的辐角.更好的是，我们还有 

Hdz =\ H \ e l6 ds = [\ H \ cos 6 + i \ H \ sin 6 }ds 
=[H*T + iH.N]d5. 

这样,黎曼和的每一项的实部与虚部正分别是其波利亚向量场对于回路的相应元素 
的功与流量.我们就这样发现了，丑在一个回路上的复积分，可以用其波利亚向量 
场在此回路上的功与流量作生动的解释（这也是波利亚的功 劳，： 

H { z)dz - (11.11) 

JK 

由于以下的事实，这个解释变得特别 有用： 一个计算机可以立即画出你的被积 
函数的波利亚向量场.只要看一看向量场沿着回路和穿越回路流过多少，就可以对 
积分之值很快得到一个感觉了.例如， ( z 2 z ) 沿着从1 一 i 到1 + i 的直线段的积分 
显然应该是 i 乘以一个正数.（为什么?）想要知道更多的利用 （11.11) 计算积分的 
真相，请参看 Braden [1987]. 

① George Polya , 1887—1985, 匈牙利裔美国数学家.-译者注 

② 见 Polya and Latta [1974]. 
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我们对于 （11.11) 的兴趣主要倒不是来自这种实际的方面，更多的是来自它在 
理论上的 意义： 关于流场和力场的思想，可以对复积分提供一种新视角，反过来也 
是一样.下面我们将要给出这两个方向的例子. 

11.2.2 柯西定理 

如果给定了复映射 H ( z ) = u + iv 的向量场的图像，我们能不能一下子说出来, 
H 是不是解析的？按照问题的这样的提法，就我所知，问题没有满意的回答.然而， 
如果我们看波利亚向量场，则是有答案的，而且这个答案揭示了物理学和复分析之 
间的一个美丽的 联系： 


丑的波利亚向量场具有零散度和零旋度当且仅当丑为解析的. 
证明只不过是简单的 计算： 


( 11 . 12 ) 


以及 


V H 


V x H 


d x 

9y 


d x 


—v 


u 


x 


d x u — d y v , 


( d x v + d y u ). 


这样， H 的散度和旋度均为零，当且仅当 F 满足柯西-黎曼方程.为了将来的 
应用，请注意这两个方程只是一个复方程的两个 侧面： 


id x H - d y H = V xH + iV H , (11.13) 


令其左方为零就是 CR 方程的紧凑写法 ® 

有了这样的联系，就有了柯西定理的第二个解释，即物理解释，比之第8章的 
几何解释，它的直观性绝不逊色.因为如果丑在包围区域 i ? 的简单环路 if 内处处 
为解析的，则它的波利亚向量场在 i ? 内（作为流场）有零流量密度，（而作为力场) 
还有零功密度.这就意味着，作为流场，从 i ? 内不会有流体的净 流出； 作为力场，绕 
K 射出的冰球回到原地后，动能不变.由 (11.11) 知丑沿 K 的积分必为零. 

在上一小节末尾,对于这个物理解释还给出了一个更加数学化的版本，就是使 
用高斯和斯托克斯定理的版本.如果在现在的背景下来重述那里的论证，对于包围 
区域 i ? 的简单环路把 （11.7) 和 (11.8) 代入 (11.11), 就有 


() H ( z)dz = 

JK 


[▽ xH]cU + i 

R R 


[▽ • H]cU, 


如果 H 在 i ? 中具有零旋度和零散度，它自然为零. 


(11.14) 


①另一个常用的记号是嘉= l ( d x + id y ), 于是 （11.13) 左方为零又可以写为 -§=H = 0 . 这个记号称 

为庞培 (Dimitrie Pompeiu , 1873-1954, 罗马尼亚数学家）记号.这也是 CR 方程常用的写法.见 
第12章习题 7. ——译者注 
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11.2.3 例子： 面积作为流量 

作为一个有趣而且有启发性的例子，我们用物理上很直观的高斯定理和斯托克 
斯定理来重新考虑以下 结果： 

o zdz = 2iA. (11.15) 

、 K 

注意 H(z) = z 的波利亚向量场是 H{z) = z, 它是沿半径方向由原点向外的, 
像源点一样.但是和源点不同，流速随距离 增加， 这就使得这个流很清楚不会是零 
散度的.实际上，经过计算其流量密度，就有 



换言之，在每个单位时间，都有2单位流体输入每个单位面积.所以流体流出 
K 的流量是2乂另一方面，这个流是零旋 度的： 

▽ xs = (:: H :)=。， 

所以绕 K 的环流为零.把这些事实代入 (11.14) 即得 （11.15). 

图 11-8 就是用这种新方法观看 (11.15) 的例子，把 K 的形状选为圆周，为的是 
使得环流和流量的值都成为明显看得出来的. 



很清楚，在图上的两个圆弧上，没有环流，而在两个直线边上，环流大小相等， 
方向相反.所以绕 K 的总环流为零.同样清楚的是，穿过两个直线边的流量为零. 
较远的大弧长为 a 0， 穿过它的流速则为 a ， 所以穿过大弧的流量是类似地，穿 
过小弧的流量是6 2 0.这样， 

T \ z , K \ =(流出的流体）—（流入的流体 ）= 2 = 2( 阴影面积). 

在往下讲以前,先来弄清有关向量场 z 的一个悖论似的 特点： 流体是均 勾地穿 
过平面输入的，然而又只从一个点，即原点，放射出去.这一点的解释（见图 11-9) 
在于，不足道的恒等式 z = z 0 + ( z - z 0 ) 表明，从原点发出的流其实是两个流的叠 
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加： 一个是无源且无旋的向量场％,另一个是原来的流，但是以％为中心而不是 
以原点为中心. 




图 11-9 

11.2.4 例子： 环绕数作为流量 

其次，对于具有基本重要性的公式 

r 1 

O -dz = 2 niv [ L ^ 0], (11.16) 

JL z 

我们来看一下波利亚向量场怎样也给予它新意义.按照（11.11)， 

| -dz = \ V [( l / z ), L ]^ iT [( l / z ) ) L }. 

JL ^ 

但是波利亚向量场 ( l / z ) 却是我们的老朋友 一一 位于原点而强度为271的源. 

图 11-10 从新观点表现了这个结果的直观本性.如果环路不包围源，则流入与 
流出的流体 等量； 如果环路包围了源，则它与在原点输入的所有的 2 jt 条流线相截; 
更一般地说,每当环路包围源点一次，就会生成 2 jt 流量. 



为了结束对于 （11.16) 的解释，我们还要证明源是 纯粹的 流量，就是说,在这个 
场中，每个环路生成的功（环流）为零.因为源除了在原点以外均为零旋度的，斯托 
克斯定理保证了对于不包围0的环路，场所作的功为零.如果环路包围了 0,情况 
就不那么显然.然而对于以原点为中心的圆周，情况仍是显然的.再求助于形变定 
理，就能够自己完成全部论证了. 

考虑图 11-10 中的有阴影的扇形，则与另外一件事情有关.这事情 就是： 在回 
路与扇形相截的每一段曲线，流量大小总是相同的，但是流量 的符号 却与回路的方 
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向有关.请静心想一下这件事与环绕数的穿越法则（见 7.1.3 节的 （7.1) 式）的联系. 

11.2.5 向量场的局部性态 * 

我们前面已经对于无穷小正方形证明了 V.H 和 VxH 表示 H 的流量密度 
和功密度.但是为使公式 （ 11.7) 和公式 (11.8) 真正有意义,还需证明这个解释对于 
任意形状的 无穷小环路仍然持续有效.现在我们就通过验证散度与旋度具有与无 
穷小环路的选择无关的意义来把 （ 11.7) 和 (11.8) 放在更可靠的基础上.为此，我们 
先来分析一般的波利亚向量场亙在原点附近的局部性态.想要推广到原点以外的 
其他点是自明的. 

在原点附近的任意点 z = x + iy, 下面的公式是 H(z) 的很好的近似，其中的偏 
导数都是取在原点 处的： 

H(z)- H(0) =xd x H + yd y H = ^ + z)d x H ~ - z)d y H 

—~ [d x H — id y H]z + — [d x H -1- id y H\z. 

令 N — o 取极限，就会得到精确的式子. 

回到波利亚向量场本身，并以 (11.13) 代入上式，即有关于波利亚向量场亙的 
近似展开式 


互 M = 互两 + (▽ . H)| + (▽ x H ) j ^ Cz , (11.17) 

其中 c = \[d x H-id y HY 注意，当丑为解析函数，从而向量场亙无源又无旋时， 
(11.17) 就正确地化归为泰勒级数的前 两项： H(z) = 丑 (0) + H f {0)z + .... 


图 11-11 画出了分解式 （11.17) 的意义.除非 H (0) = 0,否则此式的第一项占 
优： 在原点附近，向量 H ( z ) 与 原点处 的向量 H {0) 几乎没有区别 .(11.17) 的后三项 
则是对此近似的修正.第二项是一个无旋的向量场（请与图 11-8 比较）且其散度 
为常值，与 H ( z ) 在原点处的散度相同.第三项是一个无源的向量场，其旋度等于 
H ( z ) 在原点处的旋度，是常值.最后一项则为既无旋又无源的. 

注意，这个分解在几何上是有意义的，因为每一个分向量场，定性地说，并不受 
系数大小的影响 ® 我们希望观察到这些，这会使 (11.17) 既可信又有意义. 

现在回到原来的问题.令 K 为绕原点的任意形状的小简单环路，4为它所包 
围的面积.我们想要证明， H 在 0 的散度与旋度，正是单位面积的流量和单位面积 
的功当 K 缩为原点时的极限值.在 (11.11) 中利用 (11.17), 我们得到 


①对于第2项（源）和第3项（涡旋）这是显然的，但是对最后一项则不然，见习题 10. 
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W [ H , K ] + iT [ H , K ] H ( z)dz 


K 


■ H {0) cfc 


K 


dz + -[V.H-iVxH] 


zdz + Cep zdz 




K 


当 K 缩为一点时，这个近似式就会变为精确式•即使 K 不是很小，我们也知道这 
三个积分精确值为 


、 r 

o dz = 0, o zdz = 2 iA ^ 

JK JK 


C ) zdz = 0. 
JK 


所以 

W [ H , if ] + zJT [ H , K ] = [V x H + zV . H]A 
令左右两边实部和虚部分别相等，就得到我们想证明的结果. 

11.2.6 柯西公式 


波利亚向量场还使我们能把柯西公式的数学解释写成更具有物理直观的形式 
考虑函数 


其中/(0是解析的.因为丑 ( z ) 除在 p 点之外都是解析的，它的波利亚向 量场亙 
除在 P 点之外流量密度和环流密度都 是零. 这样，如果 C 是绕 p 点的一个简单环 
路，则其所有流量和环流均应由 p 发出. 所以为了找出 W [互， C ] 和 JT [ F , C ] 我们应 
该在: p 的紧邻处研究互. 

如果 /⑼ = A ^ iB , 则在紧邻 P 处波利亚向量场 F 与 


A-iB 

- = A 

z-p 

无法区分.图 11-12 对于正的 A , B 画出了这个向量场，并显示了上面的代数分解 
式的几何意义. 


z-pj 


B 


J-P1 
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图 11-13 

我们可以把这个想法弄得更精确.首先请注意，对于圆周上的任意向量场，把 
整个图形绕圆心作任意旋转，并不会改变功与流量之值.其次，我们要利用这些特 

① 我们现在是使用涡旋一词的狭义.原来我们使用它则是指所有在拓扑意义下具有这个形状的场. 

② 在 z 2 这一特例下， Braden [1991] 也看到了这一点，但是他并没有给出下面的一般论证. 



图 11-12 


第1项很熟悉，是位于： p 点强度为的源，若4为负，则是一个汇.第 2 项 
是一种不太熟悉的场 i /{ z - p ) 的倍数，它表示一个在 p 点处的涡旋 .①很容易看 
到，在绕此涡旋的任意圆周流线上的环流都是 2 JT , 所以在绕 p 的任意简单环路上， 
环流之值也是2 JT ， 因此我们说这个祸旋的强度是 2 jt . 但另一方面,它在任意环路上 
的流量总是零.所以我们说，源是纯粹的流量，而涡旋则是纯粹的环流. 

看到了这些，就给了我们一个稍有不同的观看柯西公式的方法： 

| j^-rdz = W [ F , C ] + i ^[ H , C ] 

Jc ( z - P ) 

= — 2 jtB -h i 2 nA = 

11.2.7 正幕 

如果 n 是一个正整数，则#处处解析，它的波利亚向量场 P 相应地处处有 
零散度与零旋度.柯西定理的物理版本就给出 

| z n dz = W \ H , C ] + iT [ H , C ] = 0 . 

.c 

至少在 C 是以原点为中心的圆周时，我们可以把这一点变得更加栩栩如生 .® 图 ii - 
is 画出了 5和尹在这种圆周上的性态.现在看来很清楚，对于每一个有阴影的圆 
盘,流入的流体和流出的流体一样多，所以 7=0. 也可以看到 ,( 如果把向量场看成 
力场)，任意质点绕任意一个这样的圆周转动一周所作的净功也为零,所以 W = 0. 
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殊的向量场所具有的吸引人的对称性.把 I 的向量场旋转 ( jt /2) 就会得到原向量 
场的反号，而相应地也就会得到原来的功与流量的负值.因为 W 和7既要维持原 
值，又要反号，它们就只能为零. 

同样的论证也可用于尹旋转 （ Jt /3) 以及7旋转 ji /( n + l ). 请用计算机验证 
n = 3 的情况.要想更好地理解这里的对称性，请参看习题 10. 

11.2.8 负幂和多极子 

考虑负幂函数 （ l / z ，， 其中 m 是正整数.它们的波利亚向量场除了在原点有 
奇点外，处处为零散度和零旋度.所以如果一个简单环路 C 不包围原点，则沿它的 
流量和环流均 为零. 然而，我们既然已经在 m = 1的情况下知道了，奇点能够生成 
流量和环流，多少有点神秘的是，除了 m = 1的情况以外，即使 C 包围了奇点 ， W 
和7仍然为零. 

下面来看 m 兴1时的负幂函数（1/，).在以原点为中心的圆周的情况下，我们 
仍然可以和在正幂的情况一样,看出这个结果•图 ll -14 a 对于所谓偶极子场 （1/ 尹) 
表明了这一点.论证和前面 一样： 这个向量场在旋转 jr 以后会反号，对于更一般的 
(1/，)，其中 m # 1，则在旋转 ji/(m - 1) 后反号.知道了对于圆周 W 和7为零， 
就知道[参见（ II . 9 )和 (11.10)] 对于一切通过圆周的连续变形可以变成的环路，它 
们仍然为零，但是在形变过程中，不得穿越原点. 



现在让我们超越几何解释来寻求更能服人的物理解释.图 ll -14 b 画出了偶极 
子 ( l / z 2 ) 的相图，其流线看起来都是圆 形的; 用简单的几何论证就可以证明他们的 
确是^美的圆周[练 习]. 我们以前看见过类似的东西吗？答案是 有的： 第10章，图 
10-3 画的由同样强度 S 的源和汇组成的一对电荷的场就是.所以，看起来只要让 
源和汇合并起来成为一个偶极子就行了.这就以一种惊人的漂亮的方式解开了这 
个 神秘： 源和汇都不产生环流，而包围源和汇在内的环路，则分别得到相等但反号 
的流量，加起来流量也就是零. 

这个解释基本上是正确的.然而，当源和汇越来越靠近时，就有更大一部分流 
体还没有从源流出去，就被汇吞进去了，在源和汇碰到一起的那一瞬间，就彼此消 
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灭了，所以就根本没有了场.现在利用 10.1.4 节的 (10.1) 式从代数上来研究它. 

设源和汇沿一条固定直线 L 接近原点，而 L 与实轴成角表这条对称直线1 
称为这个电荷系统的轴.在上述 （10.1) 中令 A = ee # = - B ， 则电荷对的场 （10.1) 


变成 


D(z) 


2 eSe - 坤 
2jt 


( z 2 - e 2 e ~ i2< ^) 


(11.18) 


当源和汇的间隔 k — 0 时它就会消逝.那么，怎样在这时求这一对电荷所成的场 
呢？办法就是：与间隔 k 成反比地增加强度而使 kS 保持常值不变.如果把这 
个常数值记作电荷对的场就有极限（当 e — 0时） 


它是把图 11-14 中的一般的偶极子场旋转角度+0，而且把流速按因子 fc 放大而得, 
这个 A : 就叫做偶极子的“强度”.这样看来， ( d / z 2 ) 的波利亚向量场就是一个偶极 
子，其轴指向 d 的方向，其强度则是 | d |. 复数 d 称为偶极矩. 

上面我们是让两个强度相等而符号相反的源互相融合，同时增加其强度以防止 
彼此消灭，这样得出了偶极子.我们要问，如果继续这个把戏，“让两个强度相等而 
符号相反的 偶极子 融合，同时又增加其强度，以防止彼此消灭，又会发生什么事情 
呢?”图 11-15 揭露出令人兴奋的答案.图 ll -15 a 中画了一对强度相等但符号相反 
的偶极子，分别位于士 e , 其偶极矩则分别为实数士 d , 图 ll -15 b 则画了 (1/^ 3 )的波 
利亚向量场.二者惊人地相似，我们确实能够代数地证明，图 ll -15 b , 即所 谓四极 
子， 确实是图 ll -15 a 的适当的极限. 



图 11-15 

图 ll -15 a 中的场是 

Q ㈤ = d ,(^-£) 2 一 W + W . 

再一次令 d 与间隔 e 成反比增长而保持 fc = 4如不变，则这一对强度相等但符号 
相反的偶极子融合以后就生成 四极子 

Q( z ) = =3 • 


=4d5 (i^)- (11 . 19) 
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一般地说 {q/z 3 ) 的波利亚向量场就称为具有 四极矩 g 的四 极子. 

我们就这样解释了何以 (l/z 3 ) 的环流和流量都为 零：图 ll-15a 的每一个偶极 
子都不会生成环流和流量，所以它们融合而成的四极子[图 ll-15b] 也不会.请按此 
思路继续下去，用几何和代数两种方法证明，两个矩大小相等但反号的四极子融合 
而成所谓八 极子场 ( l /^ 4 ), 并依此类推. 

偶极子、四极子、八极子等，总称为多 极子， 偶极矩、四极矩、八极矩等则总称 
为多 极矩. 

11.2.9 无穷远处的多极子 

虽然正整数幂函数的环流和流量为零再也没有神秘之处了，找出它们类似于负 
幂情况的物理解释仍然是很好的.要想知道怎样做，我们先从常值函数/(4 = a 开 
始，它的波利亚向量场是具有常值速度 M 而与 a 同方向的流. 

如果站在这个流中间，你会感到流是从天边沿着^的方向流过来，然后又在反 
方向的天边消失,就好像在无穷远处有一个源和一个汇一样.为了使这个想法真正 
有意义，用球极射影把流线映到黎曼球面上.因为这些流线是沿方向&的平行直 
线，它们的射影就是沿此方向通过北极的圆周，我们于是就会得到类似于图 10-llb 
那样的 图形： 在无穷远处有一个偶极子！ 

现在对此作进一步的分析.如果我们站在 10.1.2 节中图 10-3 的那一对源和汇 
的中点，在我们邻近处的流将近似地有常值的速度和方向.如果源和汇都退向无穷 
远处，最终在无穷远点融合为一个偶极子，则对于常值场的近似就会越来越好.障 
碍只在于，在此过程中，任意有限远点处场的大小会不会衰减为零. 

我们可以用 (11.18) 来代数地 看到： 当 e — oo 时,确实有 D(z) 0. 但是如果 
让 S 与间隔成 正比地 增长，使得 {S/e) = const. = kn, 则当 e ^ oo 时电荷对的场 
趋于常值场 D(z) = -ke^. 

既已知道/给出无穷远处的偶极子，那么， z 1 的波利亚向量场相应于什么？ 
请用计算机来证明，它相应于无穷远处的四极子.也可以用 (11.19) 来从代数上证 
明它.按此方式进行下去，又会得知 P 相应于无穷远处的八极子[练习]，如此类推. 

11.2.10 罗朗级数作为多极子展开 

上面的思想使我们对于罗朗级数和留数定理有了新的视角.设除了在原点处 
有 3 阶极点外， /(2) 为解析的.第 9 章告诉我们， /(z) 有以下形状的罗朗 级数： 


在奇点 z 
向量场为 


/ {z) = — 2 H — 2 - \- a bz cz +•••• (11.20) 

0 附近，它的性态由其主部 P(z) =含+吾+ f 决定，而主部的波利亚 


-=rr^r Q ^ ^ 
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易知，它是由一个四极子、一个偶极子和一个如图 11-12 所示的那种类型的源/涡 
旋的组合叠加而成的.所以罗朗级数的主部就是物理学家所说的 多极子展开. 

为了可视地掌握这种展开式的意义，请看图 11-16 所示的一个典型的 R 在非 
常接近奇点处，这个场完全由第一项的四极子统治，其特征是有4个环,但是只要 
稍微离开一点点，四极子的影响比之第2项的偶极子，就有所衰落了.说实在的，在 
不远不近处，我们清楚地看到一个偶极子场的两个环这一特征.最后，如果距离再 
大一点，四极子和偶极子相对于第1项的源/涡旋组合，都要退居后位了，这时，场 
的精确的形状将由留数 p 决定.请与图 11-12 比较，在此图 = A + 



我们再继续向外走，比方说远远超越单位圆周，整个主部比之 （11.20) 式的其 
余部分都可以忽略不计了.首先是 a 变得很重要，然后 k 取而代之，如此等等.这 
样，当我们接近无穷远点时，这个场先是像一个偶极子,然后像一个四极子，如此等 
等. 然而,和接近极点不同,在我们走向无穷远处的旅程中，我们经历的是阶数越来 
越高的多极子,没有终止. 

当然，一般的/还可能有其他奇点，当卜 | 增加到接近原点和最近的另一个奇 
点的距离时， (11.20) 就不再有意 义了. 但无论如何，在 （11.20) 仍然有效的区域内， 
我们总可以把非负幂想作代表无穷远处的多极子. 

总结起来说，罗朗级数和留数定理，可以从物理上这样来 理解： 会生成非零的 
环流和流量的唯一一项是(^),它又可以分解成一个强度为 W = -2 如 Im ( p ) 的涡 
旋和一个强度为 7 = 2nRe{p) 的源的组合.所有其他的项则相应于既不生成环流 
又不生成流量的多 极子； 其中有限多个位于各个极点处，其余的则位于无穷远处. 

11.3 复位势 


11.3.1 引言 

相图用起来这样方便，以致时常让人忘记，一般说来它们不能表示向量的长度. 
在本节中我们会看见，如果一个向量场或者无源或者无旋，或者二者兼备，则有一 
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种画相图的特殊方法,使得长度也能表示出来. 

虽然最终我们要考虑解析函数的波利亚向量场，它是既无源又无旋的，但是，分 
别考虑无源性和无旋性的意义仍是有启发的，考虑到我们最终的目的，我们继续把 
向量场写作 

11.3.2 流函数 

现在设亙是一种流体的无源流.形变定理 (11.9) 告诉我们，如果一条曲线连 
接两个定点，则穿过此曲线的流量与曲线的选取无关.这样，如果 K 是由任意定点 
a 到动点 z 的回路，则穿过它的流量 


^(z)=^[H,K] 

将是2的适当定义的函数，称为流函数.若选另一点％则新的流函数与老的流函 
数只差加一个常数. 

设 z 位于过 a 的流线上任意地方，见图 11-17 .选 K 为此流线上由 a 到2的 
一段，我们看到 = 0. 类似地，设 g 位于过另一点 P 的流线上某处.取 K 为这 
样的 路径： 先从 a 到 p ， 继之以由 p 到 g 的流线，我们看到屯⑷=屯 ( p ). 换言之， 


流线就是流函数的水平曲线. 



我们现在不再如以前那样随机地画一些流线来作相图，而如下 作图： 选一个数 
K 只作屯 = 0, 士 fc ， 士 2 fc ， 士 3 fc ， …这些 流线.见图 11-17. 用这个特殊方法作出相图， 
则流速将由这些流线密集的程度来表示.现在来论证这一点，并且把它弄得更准确. 

因为没有流体穿过流线，我们可以把两条相邻流线之间的区域看成一根管道， 
而流体就在此管道中流动.连接管道两侧的任意一段曲线都将有相同流量，即这 
样我们就可以采用法拉第和麦克斯韦的语言，比较定量地称这个管道为 fc 流管. 

图 11-17 中的阴影区域就是这样一个流管的一部分，其开始处和结尾处的截面 
都画成垂直于流线（长度分别是^和 e 2 ). 如果 A ; 选得充分小，则在每个截面的各 
点处，流速〃 =|亙|都近似地相同，故可设在两个截面上的流速分别为％和 〃 2 ,而 
流入和流出这个阴影区域的流量分别近似地为和 e 2 r 2 ( 都近似地等于 A :). 当 
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k 取得越来越小时，这两个近似值也就越来越精确，即有 

k k 

vi = — , v 2 = —• 

己 1 £2 

为了维持常值的流量，管道变宽时，流速就一定下降. 

总结起 来有： 

用 A : 流管作一个无源向量场相图如上.若 fc 取得很小，则在任 
意点的流速近似地等于 A : 除以该点附近的流管宽度.对于无穷 
小 k , 就得到精确的结果. 

然而，经过一个区域的 fc 流管的根数与 / c 成反比变动，所以若 fc 选得太小，相图就 
变得挤成一片.事实上，只要画少数几条流线，就会对流速的大小有很好的感觉了. 
请与 10.1.2 节的图 10-3 比较. 

现在把这个想法用于 H(z) = iz 这个简单的（非解析）的例子.它的波利亚向 
量场是 

H = —iz H = ( W ) , 

流线是一顺时针方向绕原点的圆周，绕每个圆周的角速度等于其半径.见图 11-18. 


R 


图 11-18 

虽然这个向量场不是无旋的 [▽ x H = -2], 但却是无源的 [▽ • H = 0]，所以具 
有流 函数. 为方便起见，令 a = 0. 我们已经知道流线是以原点为中心的圆周，所以 
为了求半径为 i ? 的流线上的屯值，就必须找到通过由原点到此圆周上任一点的路 
径的流量.选此路径为正实轴上由0到丑的一段，我们看到 

ds = dx, N = ( 。 ). 



( 11 . 21 ) 


( 11 . 22 ) 


这样， 


^ = (H . N)ds 


xdx 


丄妒 
2 R - 
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知道了流函数以后，就能作出特殊的相图了.令 A : = (1/2), 我们就知道流线的 
半径是图 11-18 上就画出了这些流线，并且定性地证实了 （11.22) 
的 预测： 当我们由原点向外走时，流线就越来越靠拢，反映了流速的增加. 

11.3.3 梯度场 

上面我们看到了，怎样在已知流函数屯以后用几何语言作出一个无源的向量 
场 H . 为了找到一个用屯来表示 H 的简单 公式， 我们需要 梯度场▽少 的概念.它 
的定义就是下面的向量场 

\9y ) \dy^ ) 


梯度场▽屯可以用图 11-17 中的流线作简单的几何解释.为了看到这一点，我 
们把由于无穷小运动 dz = dx^idy 而产生的无穷小变化 d 屯用点积表示为 

= (a x ^)dx + (dj^)dj/ = ( H r ) = V^r • dz. 

如果 dz 切于流线，则01屯 = 0, 所以▽屯与此方向的点积为零.还有，如果 dz 与 
▽屯成锐角，则少增加.这样，我们有 

▽少的方向与流线方向正交，而且屯沿此方向增加.这样， -iV^ 

指向亙的方向. （11.23) 


见图 11-19. 

关于▽屯的方向就讲这么多，它的大小又如何？在图 11-19( 它基本上是图 11-17 
的复制本）中，我们设想 A : 为无穷小.在▽屯的方向取 dz = e id ds , 这里-0是▽屯 
的辐角，我们就有= | V ^| d S . 特别是，若令 ds = s ( fc 流管的宽度)，则⑽= fc . 
所以 


|V^| = (k/e). 



图 11-19 
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其右方就是我们前面得出的流速公式 （11.22>= 同！这样， | W | = | 司. 
把这个结果与 （11.23) 联合起来，我们就得到用少表示亙的简单 公式: 


H = ▽少 



(11.24) 


请对我们前面的例子 H ( z ) = iz 试一试这个公式对那个例子我们已经知道，波利亚 
向量场有流函数^ = ( x 2 + y 2 )/2. 

现在考虑下面的 问题： “如果还要求亙为 无旋的 ，则屯还必须满足什么附加 
的条件?”答案是，它必须满足拉 普拉斯 方程： 


拉普拉斯方程 的解称 为调和函数， 所以我们可以把这个结果重述 如下: 


当且仅当流函数为调和函数时，无源场才是无旋的. 


证明只是简单的 计算： 

VXH= (':) 


( 9 , 
\ ~d x ^ 



-△屮. 


11.3.4 势函数 

下一步设亙是已知其为保守的（即无旋的） 力场. 这时，是功而非流量与路径 
无关 • 这样，如果 K 是由任意定点 a 到动点 z 的回路，则这个场对于沿 K 运动的 
单位质量的质点所作的功是 z 的一个适当定义的函数 

= W[H, K}. 

这个函数称为 势函数 ，然而在不同前后文中又有不同的名称,例如静电学中称为“静 
电势（位)”，流体力学中称为“速度势”，而在热流的情况下就是我们熟知的温度.和 
流函数的情况一样，另选 a 点只会对$添加一个附加常数. 

现在我们来对0进行以前对屯进行过的研究.水平曲线中= const . 称 为等势 
(位） 线； 它的几何意义是什么？正如图 11-20 所示,答 案是： 

等势线是力线的正交轨迹. （11.25) 

理由是很清楚的，把质点由 a 移动到 p 需作一定的功 $( p ), 再沿过 p 的正交轨迹 
移动到 g , 则不需要另外的能量.这样， ^( p ) = ^( q ). 

在图 11-20 上，仿照图 11-17 中对于流函数的特殊做法，我们没有画出随机的 
等 势线： 只画了 伞= 0, 土 Z ， 土 2 Z , 士 3 Z ，... 这些流线.在此图上，把质点从一条等势线 
移动到紧邻着的下一条，需要做一定量 Z 的功.所以我们把这样两条相邻的等势线 
所围成的区域称为一个 Z 功管. 
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图 11-20 


设 Z 取得很小，考虑把一个质点移过图 11-20 中的短截面5所作的功.对于趋 
于零的 Z ， 我们发现 

I 互 I = I. (11-26) 

这样，力的大小将由等势线的拥挤程度来 表示： 

设保守力场的等势线是按上述方式由 Z 功管构成的.如果 Z 选 
得很小，则在任一点，力的大小将近似地由 Z 除以这个功管在此 
点附近的宽度来表示.当 Z 为无穷小时，所得的结果是准确的. (11-27) 


因为梯度场自动地垂直于等势线而且大小为(//5),故可将（11. 2 5)和 
(11.27) 综合为一个简单的 公式： 


n = v 屯 o 


(d x ^ \ 

V ) 


(11.28) 


最后，再设亙是无源的.因为 

▽_ H= ⑵•(:::)， （1129) 

我们看到 

保守力场为无源的，当且仅当其势函数为调和的. (11.30) 

11.3.5 复位势 

现在我们关于无源且无旋的向量场亙已经知道了两 件事： ⑴巾和屯均 存在; 
( ii ) 它是一个解析函数的波利亚向量场.我们在本节中将要试图说明这两件事的联 
系. 

既然少和屯均存在，我们可以把图 11-17 和图 11-20 类型的图形叠加起来，这 
样，同时用互相正交的 fc 流管和 Z 功管来把流分割开来.在画这样一个图形以前, 
我们 先取功的增量与流的增量在数值上 相同 ： l = k . 
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我们把一个 fc 流管和一个 / c 功管交叠而成的区域称为一个 jfc 胞腔.我们已经 
知道 fc 胞腔的相邻两边成直角，所以对于小的 fc , 它们近似地为矩形.这样的矩形 
的两边，我们以前考虑过，其长度是 e 与&但是，把 （11,21) 和 (11.26) 综合起来, 
我们就看到 

k k 

— = = — => 8 = e . 

e 6 

所以 

胞腔在 — 0 时的极限是正方形. （11.31) 

图 11-21 的左图画出了怎样把流场近似地分割成正方形 fc 胞腔.我们在右图上特 
地用黑色标出了 $ = llfc 和屯= 3 A : 的 A : 胞腔，请把其余的流线和等势线标出来[练 
习];这种标志方法是唯一的. 



图 11-21 

注意，只要对很小的 fc 画出了这个特殊的相图（包括等势线)， I * 丑 dz 的值就 

很好求了.因为如果 L 穿过 m 条等势线和 n 条流线 ，则 k(m + in ) fc 是此积分很 
好的近似值.如果 L 穿过同一条等势线或流线不止一次, m 和 n 应该怎样计算？ 
顺便提一下，麦克斯韦对于 A : 胞腔给出了一个很有趣的物理解释（见 Maxwell 
[1881]) ①设向量场表示一种流体的流,而此流体在单位面积上有单位质量.在 fc — 
0的极限状况下，在任一胞腔内，速度〃都取常值,而且在此胞腔内的流体的动能是 

动能=备(面积> 2 = (备) 2 = 卜2 

这样， 


每个 k 胞腔都含有相同数量的能量，要计算某个区域中的总能 
量，只需计算此区域中所含的 fc 胞腔的数目即可. 

①在 M . Kline 主编的论文集 (Mathematics in the Modem World, W . H . Freeman &: Company , 
1968) 中有一篇麦克斯韦传，作者是纽曼 （James R . Newman ), 对于麦克斯韦如何用流体模型解释 
电磁现象，有很精彩而且通俗的解释.对于理解本书这几章很有好处.此书有中译本，由齐民友等译， 
书名《现代世界中的数学》，上海教育出版社， 2004. 所引用的纽曼一文见该书第98〜117页. 

——译者注 
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如果我们把这个向量场重新解释为静电场，并把“能量”重新解释为静电能，这个 
结果仍然有效.麦克斯韦正是在这样的解释下发现这个结果的. 

结果 (11.31) 与复分析有密切的关系.为了看出这个关系，把势函数和流函数 
合并成单个复函数 A 称为复 位势： 

f](^) = ^{z) -f i^(z). 

回到在本书中一直占主要地位的观点，把 D 想成一个映射，则图 11-21 的右图画出 
了特殊相图在此映射下 的象： 

复位势映流线为水平直线，映等势线为垂直直线.进一步看，它 
映每一个正方形的 fc 胞腔为边长为 fc 的正 方形. 这样， D 是解 
析映射. 

我们可以用公式来验证这一点.令 （11.24) 与 (11.28) 相等，即得 

/ \ = / dy^ \ 

{ d ， j { -dj j ， 


但这就是 D 的 CR 方程. 

复位势的伸扭是什么？考虑图 11-21 左右两图的黑色胞腔就会看见，如果过 z 
的流线与水平方向的夹角是0， D 在 z 点的扭转角就是-0，这也就是 H(z) 的辐角. 
我们也看见， D 的伸缩率是 {k/e), 这也就是|亙| = |丑|.所以， 

n，= h. 

既然丑是一个解析函数的导数，它自己当然也是解析的.这样就得到了以下事实 
的第二个更加几何化的证明，这个事实 就是： 无源又无旋的向量场类和解析函数的 
波利亚向量场类是一致的. 

n f = H 这个结果也可以用式子来验证.把 D 的 CR 方程之一代入 （11.28), 就 

得到 

H = V$ = d x 屯 + id y ^ = d x 电 — id x ^ ― d x il = ft,• 

当我们把一个解析函数 / 看作一个共形映射时, f 就表示它的伸扭.但是因为 
任一个这样的函数又可以看作一个流的复位势，我们现在就有了导数尸的另一个 
解释，即是由/所描述的流的速度的共轭.相应地，我们对于临界点也有了新解释; 
它们就是速度为零之处.这种点称为流的驻点. 

通过对无源性和无旋性的意义分别考虑，我们就能理解非解析函数的波利亚向 
量场： 它们可能有流函数或者势函数，但不能二者兼有.如果我们从一开始就限于 
研究解析函数的波利亚向量场，则可以更快地得到复位势如下（但是稍欠启发性). 
若 L 是从任意定点 a 到动点 z 的回路，我们可以定义 

n L (z) = f H(w)dw = W[H, L]-f iT[U,L]. 
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但是我们在第8章中已经看到，若丑为解析的，则此积分与路径 L 无关, 而为适 
当定义的函数 

= H ( w)dw = 少 ( z ) + 

Ja 

它在事实上是 f 的原函数.更明确地说，由 p 点到 g 点的回路 l 的象 n ( L ) 就是 
H 沿 L 的积分之黎曼和所走的路径.于是,积分值则是连接 n ( L ) 的起点到终点的 
向量，就是 Q ⑷— f 2( p ). 

11.3.6 例 

(1) 我们在前面就已经宣称，偶极子亙= (1/ z 2 ) 的流线是完美的圆周，并且请 
你给出简单的几何证明.下面是另一个利用其复位势的 证明： 

H =— 2 => = — 2 => f 2 = — — + c . 

Z Z Z 

流线就是水平直线在映射= - l /( z - c ) 下的象.因为这是一个反演,直线在 
反演下的象一定是经过原点的圆周. 

(2) —个向东的均勻流具有复位势 n = z . 如果我们把一个复位势为 n = ( i / z ) 
的偶极子放到这个流中（也就是把例1那样的偶极子放进去)，这两个单独的流就 
会叠加成为一个新的流，而其复位势也就是它们二者的复位势的 叠加： 

= Z 

Z 

请用计算机验证，这个新流的流线和等势线如图 11-22 所示.请注意由偶极子发出 
的流线被均匀流扭曲变形，而不再是完美的圆周，但是越靠近原点，扭曲就越小. 



图 11-22 


(3) 位于原点的强度为 2 ji 的源具有向量场 F = (1/ z ). 如果我们沿着从 z = 1 
发出的路径 L 来计算功与流量，就会得到其复位势为 

D ( z ) = ^(z) + = \ og L ( z ) = In | z | 4 - iOl(z). 

它的功 0 是单值的，但是流量 T 是多值函数，其各个值相差 2 tt 的整数倍.这是 
完全有道理的，因为每当 L 绕过源一周，它就会截全部输入源点的 2 jt 条流线一次. 
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请注意叫 z ) 的单值逆映射（即反函数)= e 2 确实把这个源点的流线与等势 
线映为水平与垂直的直线. 

如果我们想要得到单值的复位势，只要集中注意于不包含源点的单连通区域就 
可以了.图 11-23 中的阴影区域 D 就是一个例子.完全位于 D 内的由1到2；的 
两条路径都可以互相变形而不必离开 A 所以也就不会越过源点，从而不改变流量. 
举一个例子，对于图 11-23 的那个特定的区域乃，屯在（1 +幻和 (2 + 2 i ) 处唯一的 
值分别是 （ Jt /4) 和 (9 ji /4). 然而若取另外的 A 则在这两点很可能得到屯的不同 
值. 



图 11-23 


一般说来， 如果乃 是一个单连通区域，丑在其中解析而且没有奇点，则它的波 
利亚向量场 H 在 D 中必有单值的复位势. 


11.4 习 题 

1. 对以下各个向量场 X ，验证几何公式 （11.5) 和 (11.6), 给出散度和旋度的正确 
的值 • 

⑴X = ( V 办 

( ii ) X = z . 

( iii ) X = a : 2 , 其中 z = x iy . 

( iv ) X = y 2 , 其中 z = x - i - iy . 

( v ) X = i ( l / r 2 ) e id , 其中 z = re i0 . 

2. 对以下各个向量场对已给的环路 c 计算和 W [ X , C ], 并把计算结 
果代入 （11.7) 和 （11.8) 来验证你的答案. 

( i ) X = x 2 , C 是矩形 a ^ x ^ b ,- l ^ y ^ l 之边，并沿逆时针方向运行. 

( ii ) X = i ( l / r 2 ) e ie , C 是区域的边界，并沿逆时针方向 
运行. 

3. 用计算机画出/⑷= l /[ zsinz ] 的波利亚向量场，由此确定/⑷的极点的位 
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置和阶数.对于以下每一种 C 的选择，利用在屏幕上对向量的测量来估计积分 
f c /( z ) 心，然后估计绕 C 的流量和环流.在各个情况下，再用留数理论算出精 
确值来检验你的答案. 

⑴令 C 为以 - jt 为中心的小圆周. 

( ii ) 令 C 为以0为中心的小 圆周. 

( iii ) 令 （7 为以 jt 为中心的小圆周. 

( iv ) 令 C 为以 2 jt 为中心的小圆周. 

( v ) 令 C 为矩形彡 2 /<1的边. 

4 .令/⑷= zcosec 2 z , 再重复上题的⑴和 （ ii ). 

5•令 L 为由实数 —0 到的回路.取 L 为直线段，画出 L 上各点的波利亚向 
量场来证明 J L ze - dz 是纯虚的.通过计算此积分的精确值来验证你的结果. 

6. 所有的复分析教材都承认不等式 


f ( z)dz 

L 


^ |/( 之 )| • ㈣ 

JL 


(11.32) 


极为有用，但就我们所知，还没有任何一本教材试图回答以下 问题： “何时等号 
成立?”这可能是因为，如果没有波利亚向量场的概念就还看不出来漂亮的答 
案（请与我们在第8章中的意图作比较).然而有了波利亚向量场以后，我们就 
会得到我们将称为 布拉顿定理的 结果％ 


(11.32) 中等号成立当且仅当回路 L 与/的波利亚向量场的流 
线成常角. 

请解释布拉顿定理. 

7. 继续前题，并设 /( 幻 = Z 

⑴ 证明： 如果 L 是极坐标方程为 r = e e 的螺线的一段，则布拉顿定理的条件 
得到满足. 

( ii ) 通过显式的计算来证明 （11.32) 中等号确实如所预示地成立. 

8. 考虑由 (2 n + 1) 个强度均为 M 的源所生成的流，这些源分别位于以下 各点： 


0, 士 jt, 土 2jt ， •. • ，士 rut. 

⑴若用 Q n ( z ) 记此流的复位势，证明 

W ⑷= In 卜 (1 - •) C - …0 - ^)] + const . 

(ii) 略去上式中的常数项，再用第 9 章的习题 13 导出，当源点的个数无穷增加 
时， Q n (^) 趋向 ^(z) = In [sin z ]. 


①见 Braden [1987]. 我们在大约与他差不多的时间独立地认识到这一点. 
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( iii ) 用计算机画出速度向量场 F =疗，以验证这个结果. 

9. ⑴解释为什么源的复位势的导数会给出偶极子的复位势. 

⑻就前题画一个草图来预测复位势为 ㈤ = £ ln [ sinz ] 的流的 外形. 用计算 
机画出图来验证你的答案. 

10. 重新考虑由 （11.17) 式所给出的一般向量场的局部分解式中的一项.见图 
11 - 11 . 

⑴证明向量场的外观基本上与 C 之值 无关. 更准确地说，若 C d 气则0 
的增加只会引起向量场的整个图形旋转,而且旋转的速度只是6^旋转 
速度的一半. 

( ii ) 为使结果更生动，请用计算机作出，当4由0增加到 JT 时，向量场^兮旋 
转的动画. 

( iii ) 更一般地， 证明： 如果 n 是整数， F { z ) 或者表示或者表示则 e^F 
的向量场,可以由 F 的向量场旋转 0/( n + l ) 而得到.[注意 ， n = -1 是例外情 
况（其中包括源和涡旋)」 

11. 考虑一个流，其逆的复位势是 n ~ 1 ( w)=w + e w . 用计算机画出它的流线，并且 
从数学上证明，这个流可以解释为从渠道 - jr 彡 Im ⑷彡 Jt ， Re(^K - 1中流出 
的流. 

12. 考虑具有复位势 


的流.用计算机画出它的流线，并且从数学上验证这个流可以解释为一个具有 
复位势= (1/ z ) 的偶极子的流在渠道 -jt < Imz < jt 中的限制. 

13. 继续前一题.如果在放入偶极子之前，就已经有流体在此渠道中以常速〃流动, 
则新的复位势是什么？请用计算机画出流线来验证你的答案. 

14. 设在 z = 1处有一个强度为％的源,在 z = -1 处有一个同样强度的汇.把这 
一对源和汇放进具有正速度的均匀流中.找出总流动的“驻点’，(流速为零的 
点）的位置，并且描述（最好用计算机）当〃由 0 变到 3 时，这个流如何变动. 

15. 如果有两个源位于一个正方形的两个相对顶点处，两个汇则位于另两个顶点处， 
而且它们都相同.证明过此 4 个顶点的圆周是一条流线.用计算机画出整个流 
来验证你的结果. 

16. 证明两个强度相同的涡旋所生成的流线是卡西尼曲线（见图 2 -8b), 涡旋就在焦 
点处.[请注意，你的结果可以立刻推广 如下： 具有 n 个焦点的卡西尼曲线是 n 
个强度相同的涡旋生成的流线，这些涡旋就位于焦点处 .] 

17. 证明图 ll-15b 中的流线和四极子的等势线都是双纽线（见图 2-9). 


e z + l 
e z -I 
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12.1 调和对偶 

12.1.1 对偶流 

和前一章一样，令亙为一个定常的无源且无旋的向量场 ， D = $ + 冲为 
其复位势.如果在每一点我们都把亙旋转一个固定角 A 我们将会得到解析函数 
IU 三 e -^ H 的波利亚向量场，即馬= e 吼 于是,这个经过旋转的向量场将自动 
地是无源和无旋的，其复位势是如果我们写出^ + i 则这 

个向量场的位势和流函数应该是 

= (cos 以 )$ + (sini?)^ 以及 = {cos 6)^ — (sin^)$. 

以下我们将集中注意于一个特别简单而且重要的情况，即0 = +( V 2) 的情况. 
把 F 转过这个直#，就会得到 H n /2 的波利亚向量场，而且我们将翠给它一个专门 
的记号 食.于是1 = H k/2 = iH . 在复分析中，标准的用语是说流互“共辄”于原来 
的流互.但是我不知道流的共轭和我们通常说的复数的共轭，在数学 ® 上有什么联 
系.进一步说，我们使用了波利亚向量场（其中倒是有真正的复数的共轭)，更使得 
共轭一词的这两种用法直接冲突，因为共轭流并不是把原来的流中的复数取其共轭 
复数而得到的. 

幸而,在数学的其他分支中（例如在拓扑学中)，通％吏用另外一个名词来描述 
这个情况，这就是使用“对偶” 一词.所以，我们建议称互为亙的对偶流.类似于 
此,我们也称对偶流的位势和流函数为对 偶位势 和对偶 流函数 ® 

我们以后会看到，对偶流是一个很有用的概念.例如，在找到流体绕一个障碍 
物的流动以后，对偶流就表示静电学中类似问题的静电场. 

① 然而从语言学来说，这两个意义的共轭都来自同一个拉丁字 “ conjugatus ”， 意为“连在一 g ”. 

② 在介绍波利亚向量@时就已指出（见 11.2.1 节)，它并不是在共轭的点5取共轭向量值瓦所得的 
向量场.原书 定义吾 是指在 同一个 2 点取共扼复数为向量值而得到的向量场. 如果我们把2称为 
自变量，向量的值称为函数值，波利亚向量场是指自变量不变，而函数值变为原来函数值的共轭复数. 
原书说波利亚向量场的引入造成了这两种用法的直接冲突，就是指本应把自变量与函数分开，可是 
按照我们通常的习惯用法，则容易混淆不清.至于说到拓扑学，在那里（还有在泛函分析里）会把例 
如函数切= f(z) 写成 ( w , z) = (f, z) 而把切看成一个泛函作用在; z 上.前者属于另一个空间， 
称为;2空间的对偶空间.把这个思想用于波利亚向量场，则应该把互所在的空间看成;^空间的对 
偶空间.这样就有了 2不变而 H 变为其共轭复数，从而得到波利亚向量场.所以原书作者申明，自 
己是借用了拓扑学的思想.——译者注 
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作为对偶流的一个有趣的例子，考虑在奇点附近发生什么情况.图 12-1 表明， 
当必 逐渐由0变成 （ ji / 2 ) 时,源是如何逐渐演化为具有相等强度的对偶的涡旋的. 
注意，图中间的流可以看成是原来的流和对偶流的叠加（参见图 11-12). 实际上，相 
当一般 地有： 

= ( cosi 9 )H H - 

请你自己验证，图 HI 所表现的流的类型的定性的改变，在高阶多极子的情况下不 
会 发生. 例如，偶极子的对偶不过是另一个偶极子.当 W 由0变成 （ ji /2) 时，所有 
对应于^的中间值的流是否仍为偶极子？请参见第11章的习题 10. 



顺便可以看到，当一个流变成对偶流时，流线和等势线互相 交换： 对偶流的流 
线是原来的流的等势线，而对偶流的等势线是原来的流的流线.用式子来表示，这 
种互换表现在对偶的位势和流函数恰好是： 

$ = +屯而且 . 

只要看一看图 I 2 - 2 ,这两个式子里符号的变化就容易理解了，此图描述了典型 
的流及其 对偶. [图上实线是流线，而虚线是等势线 .] 请回忆 一下， 如果我们把这个 
图形看成是力场，则当质点沿力线运动时，场将会作功，所以原来的位势和对偶的 




原来的流 


图 12-2 


对偶的流 








位势都沿箭头所指的方向增加.类似地，如果看成流体的流，当流体从一条有向曲 
线的左侧向右侧流动时，则流量为正，所以原来的流函数和对偶的流函数，都在图 
示的箭头方向上增加.我们现在就清楚地看到了 泰和屯 在同样的方向上增加，而 
金和中增加的方向则相反. 

如果已知一个复位势 n = $ +冲，我们既可以把屯看成流函数，又可以把它 
看作对偶流的势函数.类似于此，我们既可以把$看成势函数，又可以把它看作对 
偶流的流函数反号.因为任意一个解析函数 卜 U + iv 都可以看成复位势，我们可 
以把这里的用语转用于解析函数，而说 V 对偶于％ - tx 对偶于心 

最后，我们无法抗拒至少提一下以上所述与肥皂泡即所谓 极小曲 面有两个奇迹 
般的联系.第一个 奇迹： 每个复解析函数 H ( z ) 都描述一个极小曲面，反过来也对. 
第二个奇 迹：令 变动，则相应于 H ^{ z ) 的极小曲面必定会经历一个无拉伸的弯 
曲： 在此过 程中， 所得到的曲面全是极小曲面，而且所有这些曲面都有同样的内蕴 
几何. 举例来说，如果丑相应于所谓螺 旋曲面 ，则应相应于所谓悬 链曲面 ，图 12-3 
画出了它们如何经过无拉伸的弯曲而互相变形的过程，而且在此过程中出现的曲面 
全是极小曲面 ® 


悬链 
曲面分 W 


关于极小曲面这个迷人问题的初等介绍，见 Hildebrandt and Tromba [1984]; 从 
数学上详细介绍，见 Nitsche [1989]. 


①作者在这里给出了有关极小曲面的最著名初等例子.螺旋曲面 ( helicoid ) 是由螺旋线 （ helix ) 如同造 
旋转楼梯那样造出来的曲面，这一点从图上可以看得很清楚.悬链曲面则是由旋链线 （catenary 
curve)y = I ( e ^ + e ^) 绕 y = 0 而得的旋转曲面.可以说它是仅次于平面的最简单的极小曲 
面.除了平面以外，螺旋曲面是极小曲面中仅有的直纹面，而悬链曲面则是极小曲面中仅有的旋转曲 
面.作者提到的 Hildebrandt and TVomba [1984] 有中译本《铿铿宇宙》，上海教育出版社， 2005. 

——译者注 
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12.1.2 调和对偶 

我们知道，解析函数的实部和虚部都自动地是调和的.所以自然会问，其逆是 
否成立，即每个调和函数是否必为一个解析函数的实部或虚部？我们将会看到情况 
确实如此.就是说，若已给一个调和函数 u ， 我们一定能找到另一个调和函数〃，即 
u 的所 谓调和对偶， 使得/ = u +如是解 析的. [注意，标准的用语，则称为 n 的 
“调和共扼” •] 

在往下讲以前，我们先作两点说明.第 一点： 若 v 是 u 的一个调和对偶，则 
V + const. 也是.所以，为了唯一地确定〃，还需要加上附加的条件，例如要求它 
在某个特定的点为零.第二点，单值函数的调和对偶，可以是多值的，图 12-1 中的 
= In \ z \ 就是证据： v = arg ( z ). 

设已给一个无旋向量场，我们知道怎样做出一个势函数.但是反过来，如果给 
一个实函数中⑷，我们也可以 作出一 个无旋向量场互 ，使少 为其势函数，即使得 

互=▽尘. 

如果少还是调和的，我们又知道 ，亙 还是无源的[见 11.3.4 节的 (11.30)], 所以它还 
会有一个流函 数屯. 既然亙是无旋的，则屯是调和的.这时，复位势 Q = ^ + 
将是一个以已给的调和函数中为实部的解析函数.换言之,我们已经证明了 

已知调和函数$的调和对偶就是向量的流函数. 

另一方面，屯又是的调和对偶的势函数. 

这个结果意味着，关于解析函数的结果有时可以改造成为关于调和函数的结 
果.例如在第9章里我们看到， 若 f = u + iv 是解析函数，贝〈/〉= f ( p ), 这里〈/〉表 
示/在任意的以 p 为中心的圆周上的平均值.由此可知，/的调和的实部也服从平 
均值 定理： [ u ) = u [ p ). 但是我们又知道了，对于任 意已给 的调和函数％总可以作 
出一个解析函数以它为实部，这样我们就得到了关于调和函数 的高斯平均值 定理： 

调和函数在圆周上的平均值必等于它在圆心上的值. 

重新考察 7.7.1 节的图 7-14, 又可以得到一个例子，在那个图中，我们看到了如 
果/ = u + 如在某连通区域 0 中解析，而此区域的边界是 r ， 则 w 的最大值只能在 
r 上达到（除非在此区域中 U 三 const.). 因此，从调和对偶的存在性可知 

若一个函数在某连通区域中调和，则除非它恒等于一常数，否则 
它必定只能在此区域的边界上达到最大值. 

对于调和函数的非零最小值，也有同样的结果. 

①原书在这里有时漏掉了区域连通性的假设，这里作了适当的补白.——译者注 
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下面,我们给出在连通区域中构造$的调和对偶屯的显式公式.为使①为唯 
一的，我们要求它在某定点 a 处为零.这样，如果 K 是由 a 到 p 的路径,我们就会 
有流量的公式 

^( p ) = f (▽ 伞 ）. Nds . 

JK 

换成用复积分来表示，就是 


^ (p) = Im (V^)d^ . 

Jk . 

正如我们所看到的，如果限制于一个单连通区域，屯在其中调和，则这些积分必为 
单值的.然而，若区域不是单连通的，或者0在其中有奇点，则（一般说来)屯将是 
多值函数. 

我们现在以 ^ = x 3 - 3 xy 2 为例来说明这些公式，$显然是调和的.取 a = 
0 ， p = X + iF , 再选 K 为连接这两点的直线段，其参数表示为 z = x + iy = 
(X + iY)t , 0 ^ t ^ 1. 因为 


( 3x 2 -3 y 2 \ ( 3 X 2 -3 Y 2 \ 2 

(- 6y , ) = { -evx Y' 


N = 


1 

y / X 2 + Y 2 


Y 

—X 


ds = VX ^ TY ^ dt , 由第一个公式就得出[练习] 

^ = 3X 2 y-y 3 . 

换一个作法，因为 

▽$ = (3 x 2 — 3 y 2 ) + i 6 xy = 3 z 2 , 


第二个公式就给出 


rX+iY 

^ = Im 3 z 2 dz 

Jo 


= Im(X + iY ) 3 = 3 X 2 Y - Y 3 . 


第二个方法比较简单，关键在于我们有办法把 W ( x , ?/) 写成 z 的函数 a ⑷, 
但一般说来,这并不是很显然的.然而,如果伞是定义在一个包含了实轴的一段的 
区域中，存在一个作成这件事的系统的方法. 

设此向量场限制在实轴上成为 y ( x ), 即 V ( x ) = V^(x , 0). 如果少 (X , 2 /) 是 
一个可以用我们熟悉的函数（例如幂函数、三角函数、指数函数等）的显式公式来 
表示的函数，而这些函数又很容易得到在复域中的推广，那么 V ( x ) 也就会有这样 
一个公式.如果在此公式中把: r 换成复数就会得到一个解析函数 V ( z ) 使得当 
z 取实值时就具有我们需要的 性质： V ( z ) = 但是我们在第5章中就已看到， 

这意味着,对 于复的 z ， 这两个函数也相等. 
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所以我们寻找的用 z 表示 ^ f ( z ) 的显示公式的办法就是：先算出 W ( x , 2/)( 不 
管是不是用我们熟悉的初等函数来算)，再令2/ = 0,最后再把 x 换成 z : 

n\z) = V^(z , 0 ) . ( 12 . 1 ) 

例如，如果 $ = cos [ cost sinhy ] e sinxcoshy ，则[练习] 

， 2 /) = cos [cos x sinh y ] e sin x cosh y cos x cosh y + F ， 

这里的 F 是 3 项之和，但是每一项都 在？/ = 0 处为零.利用 (12.1) 就有 n \ z ) = 
e sinz cos 么，所以 ^ = Im e smz . 

12.2 共形不变性 

12.2.1 调和性的共形不变性 

令 w = 为 z 的复解析函数.我们把它看成由 z 平面到 w 平面的一个共 
形映射（而不看成向量场 )2 平面上的任意一个实函数伞(4都可以用/摹写 ® (或 
“移植”） 为⑶ 平面上的函数 $( w ) 如下 ： 

$ lf ( z )] = ^( z ). (12.2) 

换言之，对于两个平面上的对应点,赋予同样的函数值.我们现在要证明（先用式子 
证明，再用几何证明） 

调和性是共形不变的，即当且仅当伞⑷为调和时， §( w ) 才是调 和的. (12.3) 

和前面一样，把看成向量场 V = V $ 的位势.当且仅当5为调和时 ， y 
才有解析的复位势 Q ( w ) = + 其中流函数运 ( w ) 是 $( w ) 的调和对偶. 

因为/是解析的，它与解析的 n ( w ) 的复合也是解 析的： 

fi ( z ) = fi [/ ⑷]= ^( z ) + i ^( z ). 

这样作为解析函数的实部也是调和的. 

在这个重要结果后面有一个非常简单的几何思想.图 12-4 描绘出了检验一个 
已给的实函数$是否为调和的可视的方法.我们再次把伞看成力场 V = ▽伞的位 
势.我们知道，当且仅当 V 有复位势时，少才是调和的.而当且仅当这个力场可以 
分割为（无穷小）正方形 fc 胞腔时才会有复位势. 

为了验证这一点，我们来作一个“试验网 格”： 


①这里有一个非常重要的条件，粗略地说，即要求作为一个映射，/局部地是一对一的.否则可能无法 
定义这里讲的“摹写”.认真研究这里涉及的问题超出了本书的范围.——译者注 
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图 12-4 


( i ) 对于很小的 A :， 画出等 势线： 少= 0, 士 fc , 士 2 A ;， 土 . 

( ii ) 选取一个所得的 A : 功管[即图上的阴影带形]，再作一些短直线段，把这个 
管子分成小正方形. 

( iii ) 把这些直线段延伸成为1/的力线[即图上的虚线]，也就是等势线的正交 
轨迹. 

于是 少为调和的，当且仅当这些力线把所有其他的 A : 功管也都分成正方形.图 12-4 a 
画的是通过了试验且是调和 的艽图 12-4 b 画的则是没有通过试验，因此不是调和 
的现在可以把结果 （12.3) 看作是对一个几何试验结果的预告，这个几何试验就 
是共形不变性.我们现在把这一点讲清楚. 

~等式 (12.2) 也在 2 平面的每一点定义了位势 $(z), 即把 w 平面上相应点的位 
势之值定义为 z 平面的相应点处的位势 $( z ) 的值，这里的相应点 w 就是^ 
平面的^点在映射/下的象.这样/把$的 A: 功管映为$的 A: 功管.见图 12-5. 
最后，因为/是共形的，对屯所作的试验网格由正方形组成，当且仅当象网格由正 
方形组成.图 12-5 画出了位势是调和的情况. 



图 12-5 


12.2.2 拉普拉斯算子的共形不变性 

(12.3) 只是关于拉普拉斯算子 △ 的共形不变性的更一般结果的 特例： 

△$( 2 ；) = \ f \ z )\ 2 . (12.4) 
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对这个结果，我们要作两种解释. 

在第一个解释中，我们要用流量密度的语言来重述这个结果.正如我们在 w 平 
面所作的那样，我们在 z 平面上作向量场 V 三▽中，并且希望弄明白下面这 件事： 

▽ . v ⑷= [▽ • VH ] \ f \ z )\ 2 . (12.5) 

现在考虑图 12-6, 它是这个现象的一个简单得如同玩具一样的模型.位势 
$( z ) = ( S / A )\ z \ 2 生成一个向量场 F = ( S /2) z , 且具有均匀的散度 ▽ . V =孓 
对于很小的 fc , 图 12-6 的左图是一组特殊的等势线^ = 0 , ±k , ±2 k , ±3 k ，…， 
场强反比于两条相邻曲线的间隔.现在对它作映射 w = /(4 = 就是先旋转一个 
角 arg ( c ), 再按因子 | c | 膨胀.按定义，这些膨胀后的曲线就是 屯 ( w ) 的同值的等势 
线，所以， 

$( w ) = ^( z ) = ^S\z \ 2 = 

所以场 v = 有均匀的流量密度 ▽ • V = 5/| c | 2 ,于是这个特例下的 （12.5) 得 

证. 



还可以更直观一点.图 12-6 比较了左右两图中离开阴影圆盘的流量.因为相 
邻的等势线的间隔从左到右，上升了一个因子 | c |， 所以在右方象圆盘边缘上的场强 
就比左方要下降一个因子 M ， 但边缘圆周的长度又会上升一个因子 | C |. 所以就流 
出象圆盘的总流量而言，仍与从原来阴影圆盘流出的 V 的流量相同.最后，又因圆 
盘面积右方比左方上升了一个因子 | C | 2 , 所以就流 量密度而言， 右方比左方下降一 
个因子 | C | 2 . 这就是 (12.5) 的意义. 

为了把这个思想用于一般背景下，只需要认识到，我们的玩具位势和一般的 
位势，就局 部性态 而言，是非常相似的，而一般的解析映射/与我们的玩具映射 
就局 部效果 而言，也是非常相似的，|尸|就起了 | c | 的作用. 

我们不想现在就把它完全说明白，因为我们马上就能给出第二个更简单的解 
释.然而按照 11.2.5 节的 (11.17), 在非常接近勿处， V ( z ) 的性态可以表示为 



456 第 12 章流与调和函数 


这里的 Y { z ) 是无源的，当然也是无旋的.相应地，位势的局部性态 ◎ 则是 

伞 ⑷ = |[V_V ㈤] r 2 + T ⑷， （ 12.6) 

这里 T 是调和函数，而 r = - z 0 | 是由勿到 2 ：的很小的距离.我们已经把一般 

情况与玩具模型的关系说清楚了，所以细节就留给有兴趣的读者自己去完成了. 

12.2.3 拉普拉斯算子的意义 

给出 z 平面上的实函数 0( z ), 我们已经看到，它的梯度向量场▽巾是一个几 
何量，说是几何量，就是说它与表示2所用的坐标无关.我们也看到，向量场的散 
度是其流量密度的度量，所以也是几何地加以定义的.由此可知，拉普拉斯算子 
必定有与坐标无关的解释. 

为了陈述这个解释，回忆一下，如果 C 是以 p 为中心的圆周， 而，〉 表示$在 
C 上的平均值，我们要证明 

伞在 p 处的拉普拉斯算子，度量$在以 p 为中心的无穷小圆周 
上的平均值与伞本身在 p 的值的偏离.准确些说，若 r 为此圆 
周的无穷小半径，则 

〈$〉一 = ^ r 2 A $ . (12.7) 

请注意，这个结果与高斯平均值定理是一致的，这个定理指出若$是调和函 
数， 则对于任意大小的圆周，而不只是无穷小半径的圆周，都有 〈少〉 - $( p ) = ◦ .事 
实上，如果已经信服了（12.6)，就可以利用 T 为调和，从而适合高斯平均值定理这 
一事实,直接导出 （12.7) [练习]. 

在给 (12.7) 一更直接的证明以前，让我们回到高斯平均值定理，并且不用复分 
析来重新导出它②令 V = ▽$ 为势函数$的向量场 . V 流出半径为 r (非无穷小) 
的圆周 C 的流量是[练习] 


T\y , C ] = 2 nrd r ($). 

因此，如果中是调和的，则 V 是无源的，而由 11.1.5 节的 （11.7) 即有7 = 0.既然 
d r (^) = 0,我们就知道〈％与 C 的半径无关，令 C 缩为 p 点，即得这个与半径无 
关的值是 屯 ( p ). 证毕. 

现在设 y 不是无源的，但是设其流量密度 ▽ . V = △$ 为常数，高斯散度定理 
(即 11.1.5 节的 (11.7)) 就会给出 T[V , C ] = : tr 2 A 歪.以此代入前面的结果，即有 

d r (^)=秦 

① 当然也可以用中的泰勒级数直接导出下式，并且把结果重写，但是读起来就不那么显然了. 

② 以前我们是利用〈/〉= f ( p ) 来得到高斯平均值定理的 7 但现在此式来自柯西公式. 
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把它积分一下，就得到 (12.7). 要想完成 (12.7) 的整个解释，就只需看到任意少的 
拉普拉斯算子在无穷小圆周之内总是常数即可. 

理解了拉普拉斯算子的意义以后，再去理解由 （12.4) 所表示的共形不变性就 
是一件简单的事情了.解析 f 射/把一个以 P 为中心的无穷小圆伸扭为一个 
以 p 为中心的无穷小圆周新的半径则是 F = \ f { p )\ r . 由定义， ^{ p ) =屯 ( P ) •类 
似地，$在6上各点的值等于$在 C 上的原象点处的值，所以5上的等于 
C 上的 ㊉ 〉.这样. (12.7) 就蕴含了 

r 2 A ^>( p ) = r 2 = |/’( p )| 2 r 2 △伞⑹， 

(12.4) 可以由此直接得出. 

12.3 _个强有力的计算工具 

几何迷会希望有一个理想王国，在这个国度里，所有的计算都没必要了，而统 
统归结为对于几何学所提供的洞察作验证.可惜，即使本书的作者也不得不承认， 
偶尔也难免有计算走到了理解的前面这样的事情！我们现在要讲述一种强有力的计 
算工具，它在复分析的许多领域里，大大地节省了人们的劳动.下一节对于“复曲 
率”的研究（请与第5章比较）将是这个工具的简单和优美的很好的展示. 

向量分析中的梯度算子 ▽ 是作用在一个实函数 i?(z , 2/) 上的，从而生成了梯 
度向量场 

我们有自由把这个向量想作一个复函数（前面我们已经这样作了） 

Vi ? = d x R + id y R . 

由此,我们可以抽选出复梯度算子 ▽ 及其伴随算子（或称共轭算子) ▽ 的概念 如下： 

V = d X +idy 以及 V = d X - idy •① 

这两个算子打开了令人激动的新计算方法的道路. 

设已给一个向量场 



我们已经看到了 V 作为实算子，可以形式地与 f 作点乘和叉乘，从而给出 f 的散 
度 ▽ • f 和旋度 ▽ X f . 把这些量解释为流量密度和功密度，说明它们真正是几何 


①也就是我们前面介绍过的庞培记号 ▽ = 2 先以及 ▽ = 2也. 


译者注 
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量,就是说它们是与坐标无关的.但是，似乎找不到一种自然的方法把 ▽ 直接应用 
于 f 以得出一个新向量场 Vf . 然而,如果我们用复算子 ▽ 来取代 ▽, 并且把 f 换 
成一个复函数 f = u + iv ， 那么确实有一个很自然的定义 如下： 

V / = ( d x + id y ) (u + iv ) = ( d x u — d y v ) + i ( d x v + id y u ). 

等价的表达式 

▽/ = ▽!/ + iVv = Vu + ( Vi ; 旋转 Jt /2) 

能够使我们看到 ▽/ 在几何上是有意义的（因为和 ▽!； 都在几何上有意义). 
复梯度算子的力量来自以下的基本结果[练 习]: 

复函数/为解析的，当且仅当▽/ = ()，这时歹/ = 2//① 

很容易验证 ▽ 有以下的有用的 性质： 

• ▽(/ + 々) = ▽/ +▽分. 

• ▽⑽= /▽" + 々▽/. 

•若/为解析的，则 ▽/ [ g ( z )] = f [ g ( z )} Vg . 例如 

▽ e 沒⑷ = e 9{z) Vg . 

• 散度和旋度的概念可以干净地包含在 ▽中： 

V / = V • f + z V x f . 

类似地还有 

V / = V - f - iVxf , 

此式又一次证明了，一个向量场为无源且无旋的，当且仅当它是解析函数的 
波利亚向量场. 

• 拉普拉斯算子 △ 可以干净地表示为 

你将在下一节和本章末尾的习题中看到这个新技巧的力量.也可以在前几章 
中找到一些习题，它们用新方法解更加容易.暂时，我们先从两个例子看看复梯度 
的用处. 

第一个只是简单地看到高斯和斯托克斯定理 (11.1.5 节的 （11.7) 和 （11.8)) 用 
复梯度来表述多么干净利落.令 C 是单连通区域 i ? 的边界曲线，则 

o fdz = i \ VfdA . 

Jc JJr 

①这个结果在许多文献中是用庞培记号来表述的 / 为解析的充分必要条件是羞/ = 0,而且 f / = 
f . ——译者注 
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如果/是解析的 ( V / = 0), 我们立即得到柯西定理.当然，这不是一个新解释，只 
不过是前面的物理解释的数学上更光顺的写法. 

第二个例子是结果 (12.4) 的另一个推导.令; 2 = + w = u + 如，于是这 
两个平面上的复梯度算子分别是 V z = d x + id y 和 Vw =久+ i 氏.我们想要证明 
的结果可以（比以前更少歧义地）写为 

V , V ,5[/( z )] = \ f \ 2 V w W w ^{ w ). 

因为切 = /( z ), 直接应用链法则就可以给出[练习] 

V z =— f ’ V w 以及 V , = fV w . (12.8) 

例如， 

V z f ( z ) = fV w w = f ( d u - id v ) {u + iv ) = 2 f \ 

(本来就该是这样).回到我们的问题，就容易得出 

[/ ⑷卜 

= ( V z /0 W w ^( w ) + f f V z V w ^( w ) (注意= 0) 

12.4 回顾复曲率 * 

12.4.1 调和等势线的几何性质 

设已给一个实函数^, 2/)，图 12-4 给出了一个试验它是否调和的几何方法. 
然而，这个试验的第一步就是非几何的，因为它用到了函数$的值,而不是仅用了 
曲线步= const . 的几何性质.这就引导我们来证明一个更微妙的问题. 已给一族 
曲线&使它们能把平面的一个区域填满，我们怎么才能判断是否存在一个调和函 
数少，使得£:恰好是它的等势线族？ 

例如，设 S 是以原点为中心的同心圆周族.如果我们按照规则 ^( z ) = | z | 对每 
个圆周指定一个位势值，就会得到图 12-4 b , 其上的黑色方块“出了麻烦!”，所以这 
个位势不是调和的.但是我们现在问的问题是，仍然是同一族曲线，能否按不同规 
则来指定另一位势，而它 却是调 和的？事实是可以.只要令 ^( z ) = In |^|就行！ 

如果对一族曲线能够如此调和地指定位势，我们就把“调和” 一词也推广用于 
这一族曲线.这样，我们就会说这一族同心圆周是调和的.这样就可以把未解决的 
问题，简洁地重述为 

f 的什么几何性质决定了它是或者不是调和的？ 

回答这个问题的方法之一是把图 12-4 的试验推广为图 12-7 上的试验. 
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(0在£:中选两条很靠近的曲线. 

( ii ) 在这两条曲线从区域中分出来的带形[图上的阴影区域]中作一些直线段， 
把它分割成小正方形. 

( iii ) 把这些直线段延长成流线[图上的虚线]，即 S 的正交轨迹. 

( iv ) 选一个这样得出的流管[图上深灰色的区域]，再作一些直线段把它分成小 
正方形. 

( v ) 把这些直线段延长为 S 的元. 

于是， S 为调和的当且仅当所得的网格是由正方形构成的. 

我们已经知道一族同心圆周是调和的，图 12-7 a 表明，对称性怎样保证了它能 
通过试验.图 12-7 b 则表明，一族相似的同心椭圆族不是调和的. 


图 12-7 




12.4.2 调和等势线的曲率 

我们现在转到这个问题的第二个，也是更漂亮的一个解答.令 S 为正交于 f 的 
曲线族（即流线族).看一看图1 2 _ 7 就会有一个感觉，即为了构成正方形网格，£:中 
的曲线的弯曲，一定要以某种特殊的方式与 S 中的曲线的弯曲相联系.只要检验一 
下这两类曲线的曲率,就会发现，事实确实如此. 

我们先对£：和 S 的曲线赋以特定的方向，使得它们的曲率具有确定的符号 . S 
中的曲线的方向可以随意规定，但 f 中曲线的方向要这样规定，使得由 S 的切向 
量（按照前述的规定赋予了方向）转过一个正直角后就得到£：的方向.经过任意已 
知点⑽必有5中一条曲线 Q 和6中一条曲线 C 2 通过.令它们的曲率分别是 M 
和 k 2 , 令々和 S 2 分别为 Q 和 C 2 上的弧长.我们将会得到下面的惊人的 结果： 

f 是调和的当且仅当+ =0 . (12.9) 

换言之，当且仅当这两类曲线的曲率对于相应弧长的变率,大小相等而符号相反时， 
£ 是调和的.注意，即使我们没有在这两类曲线上分别指定方向，这两个曲率的变 
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率仍然可以合理地定义，因为，如果把曲线的方向反过来，则 k 和加会同时反号, 
使得 （12.9) 的每一项不变. 

图 12-8 画出了对于图 12-7 的同心圆周和椭圆如何通过或者通不过新的试验. 
因为图 12-8 a 的圆周和直线都具有常值曲率， (12-9) 的成立是平凡不足道的.在图 
12-8 b 中，在指定点处，这两个曲率都是下降的，所以 （12.9) 在该点不会成立. 



图 12-8 


结果 (12.9) 似乎首先发表于一篇很有趣的文章 Bivens [1992] 中.我们则在研 
究第5章所介绍的“复曲率”概念时碰到了它.可以得到以下的待证明的相关的结 
果： 


解析映射/的复曲率向量场自动地是无源的，其流函数是少 = 1/1/1. (12.10) 

(12.9) 和 (12.10) 这两个结果有何联系？首先要看到， w 平面上的族6为调和 
的当且仅当它是 z 平面上的垂直直线族在一解析映射 w = /( z ) 下的象.这是因为, 
如果5是调和的，则其势函数是一个复位势 z = n ( w ) 的实部，而此复位势 
映 s 为垂直直线.所以 ，若令 f ( z ) 三 n -\ z ), 则这个/就是具有所求性质的解析映 
射.反过来说，若 S 是垂直直线族在一个解析映射下的象，则它当然是调和的，它 
的调和位势就是由此映射得到的复位势 n { w ) = /- 1 ㈣ 的实部. 

这样，若 f 是调和的，则过_ = f { z 0 ) 的曲线 G 和 C 2 就是过勿的水平直线 
和垂直直线在/下的象.但是按照介绍复曲率的 5.9.1 节的图5-20,我们看到 (12.9) 
中的 MM 恰好就是复映射/在％点的复曲率的实部与 虚部： 


IC(zq) = /^i + iK2. 


因为无穷小的水平运动 dx 和垂直运动 d % 在复映射/下被放大 \ f ( z 0 )\ 倍而成为 
沿 G 和 C 2 的运动 dh 和心 2 ,所以复曲率的流量密度为 


V K = 


dx 


+ 


0k2 


dy 


= I/’ ㈤ I 


dhii dtZ2 

+ ds2 


所以结果 （12.10)( 即 X ：为无源的而其流量密度为零）蕴含了条件 (12.9) 是 f 为调 
和的必要条件. (12.9) 的充分性马上来讲. 
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为了证明结果 (12.10), 我们要利用前节介绍的复梯度技巧，以后我们还会给出 
一个适当的几何解释.我们需要证明 T = 1/|尸 | 是复曲率 

d 

m 


的流函数，换言之，就是需要证明[见 11.3.3 节的 (11.24) 式] /C = — i ▽兔. 

因为 

- ，一 ▽ 品 ) = 

所以我们需要知道 V | f | 是多少.因为/是解析的，所以尸也是， 从而 ▽尸 = 
0, V / , = 2/ // . 因此 


2|/| V |/，| = V \ f \ 2 = v ( fT ) = rvT + Tvf 

rr 


2/T 77 


^ V |//| = 


1/1' 


把此式代入前面的方程，就得到所要证明的 结果: 




ifr if 7 


i/i 3 r\r\ 


K . 


要理解调和性蕴含 (12.9) 这件事也可以不必求助于复分析.令 S 和^表示向 
量场 X 的流线及其正交轨迹,应用现在的记号， 11.1.4 节的结果 （11.5) 和 （11.6) 成 

为 v-x=ffl +K2 in VxX^-^i + K lW 

为使 q 或 S ) 为调和的， X 必须是零散度与零旋度的，所以 


^1 


d _ 

ds ： 


ln | X |, k 2 


d 


ds \ 


ln | X |, 


由此立即得出 (12.9). 

作为本节的结束，现在反过来证明 （12.9) 是5为调和的充分条件.令 ㊀ ―）为 
^平面上过 w 的 G 曲线与 w 平面的水平直线所成的角.所以 w 平面上过 w 的 
C 2 曲线与水平直线所成的角为 0+ f . 因为 G 和 C 2 的曲率就是这两个角对于这 
两条曲线上的距离的变率，我们就有 


oe 



以及 ac 2 


dQ 

ds 2 


下一步我们来计算 e 的拉普拉斯算子，理由一会儿就明白了.因为拉普拉斯 
算子是与坐标无关的，我们可以选用切于 g 和 c 2 的方向为坐标方向，这样得出 


A e = f(m + f(m = pi + ^. 

OSi \OSi ) OS2 \dS2 J dsi dS2 
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这样，方程 （12.9) 就表示 Q ( w ) 是调和的，而这时它就是某一解析函数（例如 
GH ) 的实部.我们现在定义一个解析函数 H ( w ) = e~ iG cx e - i 0 , 这样亙 oc 处 
处 切于& 所以，和6：恰好是一个解析函数的波利亚向量场的流线和等势线.证 
毕. 

12.4.3 关于复曲率的进一步计算 

再次设5和 f 是2平面的水平直线和垂直直线在解析映射 w = /( z ) 下在 w 平 
面上的象.于是它们就是向量场疗的流线和等势线，这里 D 是 Z = ft ( w ) = f -\ w ) 
的复位势,而且把 w 平面上的 S 和£：映回到 Z 平面的水平直线与垂直直线. 

现在，在 w 平面的_ = f ( z 0 ) 点的曲率々和％可以表示为/在 z 平面 
的％点的复曲率的两个 分量： ICf { zo ) = ^1 + ^ 2 - [我们在 / c 后加了下标/，因为 
我们马上就会要考虑好几个映射的曲率 .] 但是,如果我们把复位势 n ( w ) 看成基本 
的，而不是把 w = /(2)看成基本的，不是只把 Q ( w ) 看做/的逆,那么怎样直接用 
n { w ) 来表示曲率呢？ 

我们将要导出 f 在 z 点的曲率心⑷与 D 在象点 w 处的复曲率之间 
的一个十分简单的关系式，以此来回答上面的问题.因为 f ( z ) = 由 (12.8) 

就有 


^f( z ) = —iV z (l/|/ / |) = — $▽ 切 |$1’| 

= ~^r [—《▽- (Vl n ’l)] = . (i2.li) 


这是很有趣的.回忆一下,一个由$发出的无穷小复数（即向量 ) e 将被伸扭为 
由 w 发出的象复数 f ( z ) s . 这样，因为 （12.11) 又可以写为 


我们就看到， fCf ( z ) 就好像一个无穷小向量一样被变换，不过它在 w 处的象是负的 
fCn(w). 


在下一节，我们还会从某种几何视角来看这个结果，但是在目前， （12.11) 就已 
经对于无源而且无旋的向量场的流线与等势线的曲率给出了我们想要的结果，若用 
复位势来表示 就是： 


M + IK2 = _1 


.l^in 77 

'W 


不过这个结果已经见于 Bivens [1992]. 

下一步我们转到 / C 的旋度.复曲率就是函数 (^ j ) 的波利亚向量场.分母上 

出现 | 尸 | 就已经说明它不可能是解析的.这样，尽管已经证明 / C 具有零散度，它却 
不会有零旋度.那么，它的旋度是多少呢？ 
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因为 / C 是由/几何地定义的，又因为旋度算子也是几何地定义的，所以 / C 的 
旋度必定隐藏了关于映射/的某些几何信息（可能是很简单的).不幸的是,我们迄 
今还没能解读出这个信息. 

12.4.4 复曲率的其他几何性质 

以上的结果完全是通过计算得出的，其目的是说明如何应用复梯度技巧.现在 
转过头来寻找更加几何化的解释，我们从 (12.10) 开始. 

在 5.9.3 节中曾用几何方法导出结果 (5.31), 它部分地是说复 曲率的流线就 
是放大率 | f | 的水平曲线 .图 12-9 说明这 一点： 两条相邻的流线的弧段被尸映 
为两段以原点为中心的圆弧.它还画出了沿着过 a 点的流线的无穷小复数（即向 
量) 扣， 是怎样被/〃⑷伸扭为 f ( a ) 处的无穷小复数/〃⑷如的，它是沿圆周 
lf ( z)l = \f(a)\ = const 指向逆时针方向的.于此相应，过 ci 点的正交无穷小复数 
dz 2 = - zd ^ i 被伸扭为过 f(a) 的沿半径方向指向外的无穷小复数. 



图 12-9 
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一为使 / C 为无源的，就需要它具有形式 /C = - i ▽屯，所以▽屯的方向必定如图 
所示（即屯上升最快的方向)，而屯必定是 | 尸 | 的函数.因为|/，|在 心 2 的方向上 
是上升的，而▽屯指向相反的方向，所以屯必为|尸|的下降函数.这样，如果屯是 
| 尸 | 的任意下降函数 ，则 ▽屯将是与 K 同方向的无源向量场.余下的只是需要证 
明，对于特定的函数屯=1/| 尸 /C 与▽屯 的大小 也相同，即 | A ：| = | ▽屯 | 即可. 

令 d | 尸 | 和 d 屯是 | 和屯的相应于运动 dz 2 的改变量_从图上我们看到 
d | f | = |/〃⑷ | dz 2 , 所以对于屯=1/|尸 | 有 


| ▽屯 | =- 


d 屯 
| 心 2 | 


1 d|/'| 
1尸| 2 1心 2 | 



证毕. 

下面再给出 (12.11) 的一个更几何化的推导•图 12-10 画出了 z 点处的一个水 
平直线段怎样被/映为 w 处的曲线段，其曲率为而单位切向量记为 f /的逆 
映射 Q 则把这个曲线段拉直再送回 z 点成为直线段.所以由曲率的一般变换规则, 
有 

- ^ + Kl/|f2 ， | = 0 . 

换句话说， -/ Cn 在€方向的分量是 « i /| n / | = 与此类似,正交于此方向的分 

量是 l ^2 \f \ . 



图 12-10 


我们现在看见了由 / C ， 先膨胀 If I 倍，再旋转一个角 arg ( | )? 即可得到 — Kn , 
但是2:点处的一个无穷小实数 e 也被/伸扭为 W 点处与 I 同方向的无穷小复数 
e f f ( z )， 我们看到 arg ( l ) = arg (//), 所以 


— = /»(/ ⑷， 

这就是我们要证明的. 

对于结果 (12.12) 也可以给出一个更加几何化的 证明. 但是我们不想再做下去 
了，因为我们还不能确定这样做的意义. 
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12.5 绕障碍物的流 


12.5.1 引言 

考虑流体典型的流，如图 12-11. 从我们关于流体无粘性的假设[这完全肯定 
是理想状况]可知，如果我们把某一流管（图 12-11 的阴影区域）内的流体突然冻结 
起来，则没有冻结的流体仍然和以前一样地流动.如果认为图 12-11 表示的是热流， 
同样的想法仍然是成立的：如果把金属板上的阴影区域突然换成不导热的材料，则 
金属板的其余部分的热流不会受到扰动.这个情况比之流体的情况就不那么理想化 



反过来，如果我们把一个障碍物放到流中，则新的被扰动的流一定是这样的： 
障碍物的边缘 S —定是一条流线，或者由几条流线构成.如果我们把被扰动流的 
复位势 D 看成一个映射，以上所述就意味着， D 映 S 为水平直线，或一条水平直线 
的几段. 

所以求绕着给定的 B 的流这个问题，就相当于求具有这个性质的共形映射 a 
事实上，因为一个已给的流的复位势只能确定到相差一个常数，我们还可以进一步 
要求这个水平的象直线就是实轴.这个问题的描述方式，也可以换一个方式重述如 
下： 求一个调和的流函数軋使之在 S 上为零.当然，满足这个要求的不同的流有 
无限多；如果再加上其他要求，就会只有一个解，例如要求在远离障碍物处流是均 
勻的.事实上,任意两个绕 B 的流叠加起来将给出第三个这样的流. 

12.5.2 —个例子 

作为出现障碍物情况下的流的第一个例子，考虑 n ( z ) = z ^( l / z ) 的情况.见 
图 12-12. 正如我们以前讨论过的那样，此图表示在一个向右的均匀流中于原点处 
插入一个偶极子.另一方面，对此图肯定也可以作第二种解释：它是把一个圆形障 
碍物（即有阴影的圆盘）放在均匀流中产生的流.[以后我们会看到，此图有两种解释 
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并非偶然」单位圆周 C 的上下两半各是流线屯= 0的一段，这件事很容易从以下 
事实看出来，即 D 把这两个半圆周都映到实轴的线段 - 2 < z < 2: 

= e iG + e~ ld = 2 cos 6. 

请注意图上的网格在土 1 处的破裂，并请验证这两点都是流的驻点. 



图 12-12 


虽然这个流是在无穷远处为均匀的可能的流，但它绝非唯一的这种流.我们先 
在绕任意形状的障碍物的背景下来讨论这个问题. 

对于绕一障碍物的任意的流，障碍物的边缘曲线 B 都是由流线组成的，所以 B 
具有零流量.如果把这个障碍物放进均匀流中，则在 B 外（无穷远点除外）没有奇 
点，所以由关于零散度流的形变定理 （SP 11.1.5 节的 (11.9)) 可知，如果把 S 变形 
为绕障碍物的任意闭环,通过它的流量始终为零.不包围障碍物的闭环则可以不越 
过奇点而收缩为一点，所以通过它的流量也为零.既然所有的闭环都有零流量，这 
个流就不只是局部无源的，而且是完全无源的.换一种方式来说，通过连接两点的 
任意曲线的流量不依赖于此曲线的选取. 

但是对于绕 B 的环流/功来说，情况就完全不同了，因为没有任何事先已知的 
理由使得此环流为零.令 S 表示环流值，则由关于零旋度流的形变定理 （11.1.5 节 
的（11.10))，对于绕此障碍物的任意简单闭环，环流 都为乂 而对于不包围障碍物的 
闭环，环流为零.换一种方式来说,这就是说闭环的环流依赖于路径的选取，视其关 
于障碍物的环绕数而定.所以，沿着由一定点到动点2的路径的环流以4是2的 
多值 函数： 如果这样两条路径构成的闭环绕障碍物 n 周，则沿这样两条路径所得的 
之值相差 nS . 

至于把一个给定的障碍物放到一定速度均匀流中所产生的流的唯一性的结果， 
我们现在可以陈述如下（但不给出证 明)： 对于环流 S 的每一个值，恰好有一个流. 
特别是，只有一个无旋流，即使得 S = 0的流.对于圆形障碍物，这个流就是图 
12-12 所示的流. 
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在圆盘的情况下，很容易作出 S # 0的流.我们只要把图 12-12 的完全无旋流 
与原点处的一个强度为 S 的涡旋的流叠加起来就行了.图 12-13 画的就是具有很 
小的 S 之值的这样的流.我们强烈鼓励读者自己用计算机验证一下这个图形. 



图 12-13 


当逐渐增加 S 的值时，就会看见圆周上的两个驻点相向运动,直到最终在 i 点 
处融合 . S 取何值时会出现这个情况？请用精确的计算来验证你的经验的答案.让 
S 的值继续增加，这个驻点就会离开圆周沿着虚轴向上运动，这样就会得到定性地 
与图 12-13 中流不同的流，见图 12-14. 



图 12-14 


现在再回到图 12-12 中的完全无旋流.图 12-15 试图比以前更细致地表现其复 
位势的几何 性质. 图的上部，其实基本上是图 12-12 的复制，而下部则是它在复位 
势映射下的象.虽然作这个图时希望它是自明的，我们还是要作以下的 说明： 

• 如果我们选择由 p 发出的路径来测量环流和流量，则 n { p ) = 0 . 

• 图上的流是完全无源而且无旋的，所以是 z 的单值函数. 

• 由 p 到 q 和勿 的路径具有同样的环流和 流量： D 在圆盘的边缘上是二对 
一的. 

• 然而，绝无两个严格位于圆盘外的点使得$和屯取相同的值，所以，在圆 
盘外和下面的图中连接 D (士 1) 两点的直线段外之间的区域， D 是一对一的 
(即有逆映射 fT 1 ). [图的下部的连接 Q (± l ) 两点的直线段以外的区域时常 
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图 12-15 

说成是平面沿此直线段作了一个切口 •] 

• 下图用黑色箭头和空心箭头画了两条路径，使得左下角中间画满小圆点的 
曲尺形，可以分别沿它们运动到右上角的用砖砌起来的曲尺形.上图则是这 
些路径在 fT 1 (上面已经确定其存在）下的象.它们也都给出同样的用砖砌 
成的曲尺为象，但是这样做要付出代价，就是,现在的 fT 1 在切口上是不连 
续的（更谈不上解 析)： 只要看看黑色的曲尺在空心箭头路径下的命运 
沿着画了阴影的圆周被切成两块——就是一个见证.然而，请看另一种做 
法.仍然考虑空心箭头的路径，并且画出越过切口解析拓展 fT 1 的草图.[提 
示： 看一下图 12-12 的单位圆周内的流 .] 

• 用砖砌的曲尺有两个不同的象，这件事反映了这两条路径包围了 D - 1 在 
0(1) 处的支点.在士1处有这个流的驻点（即的临界点）也蕴含了这 
个情况.从几何上看，上半图在驻点处，角经过映射 A 在下半图的象点加了 
一倍，例如在上图的 -1 处的角 Jr 在下图的 ^(-1) 处成了 2 jt . 

我们现在转到对图 12-12 的另外两个物理解释.第一个是,我们可以把图 12-1 2 
的2维流看成一个真正的3维流的2维 截口. 假设作此图的照片几千份，并且叠 
成一摞.于是有阴影的圆盘将会叠成正交于每一张照片的圆柱，每条流线都表示绕 
此圆柱的流.当然，真实的圆柱一定有端面，而当把它放进与其轴正交的均匀流中 
时,在靠近端面的平面上的流就不会是图 12-12 那个样子了. 
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要给出第二个解释，先要对前面的一个说明再解释一番.这个说明就是，绕障 
碍物的流的对偶，必定是静电场，它解答了静电学中类似问题.图 12-16 画出了图 
12-12 的流的对偶.因为 C 是原来的流的流线，它就是对偶流（静电场）的等势线. 



图 12-16 


假如把一根很长的铜做的圆柱放进与其轴正交的均匀静电场内.圆柱内的自由 
电荷几乎立刻就会被安置为平衡分布，而电场立刻就变成定常的场 （ g 卩“静电场 ”). 
于是图1 2 _16就表示此静电场在接近导体圆柱中间（即远离端面）的某处，且垂直 
与其轴的平面上的截面•[再说一次，在靠近圆柱两端处，场是不一样的 .] 

现在来说为什么.正如我们要求流体的流屯在障碍物的边缘为常数一样，现 
在我们也要求0在导体边缘上为常数.这就等价于要求静电场在导体边缘处垂直 
于导体边缘，不难看到为何必然 如此. 因为如果静电场五=▽伞不垂直于边缘，它 
就必定有导体边缘的切向的非零分量.这就意味着那里的自由电荷会受到一个力 
的作用而移动，这与此场已经安置好了成一静电场相矛盾. 

图上还画出了负电荷 ㊀ 与正电荷 ㊉ 在圆柱表面上的平衡分布.这个分布应 
该是这样的，即电荷密度正比于表面上的（有符号的）电场强度.如果把相图分成 
小正方形（图 12-1 6 已经这样做了)，这意味着，电荷密度正比于（每个单位长度 
上）离开导体表面的电力线的密度.[为什么?]想要更多了解静电学的物理学，请读 
Feynman [1963]; Maxwell [1881] 则给出了一个几何处理方法. 

12.5.3 镜像法 

前面我们是把单位圆盘放进均匀流中，得到了图 12-12 中的流，为了说明当同 
一个障碍物出现时，还有哪些不同种类的流是可能的，现在把单位圆盘放进这样一 
个流中，这个流是由位于 z = 2且偶极矩为 -(1 + 0的偶极子所生成，看一看会出 
现什么样的流.因此，未经扰动的复位势是 

^u(z) = 号 二 ;) • ( 12 . 13 ) 
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很明显，扰动后的流的复位势看起来一定像图 12-17: 在接近 z = 2处和在远 
离障碍物处，流线一定像的流线,而且单位圆周也是一条流线.下面我们要用所 
谓镜像法证明，图 12-17 除了因为要好看而有一点差错外，正是精确的图.为了解 
释这个方法，我们从一个简单得多的例子开始. 



图 12-17 


考虑位于 (2 + i ) 处强度为 2 jt 的源的流,如果放进下半平面作为障碍物，会得 
到什么样的流？未扰动的流的复位势是 

= log (； 2 ： -2 - i ). 

很明显,扰动后的流的复位势 OK 这是我们想去求的）的流线看起来大概是像图 12- 
18那 样的： 在奇点附近很像的流线，而且障碍物的边缘也是流线.图 12-18 其 
实是精确的图，这件事可以这样看 出来： 画出等势线[虚线]，把流场分割为小正方 
形.我们现在来讲解怎样用镜像法求 

我们在第 5 章中就已看到，施瓦茨对称原理（见 5.9.5 节）指出，在实轴一侧为 
解析，而且在实轴上取实值的函数（例如注意现在实轴是一条流线，不妨设为 
屯= 0), 必可通过在共轭点取共轭象而解析拓展到实轴另一侧.这件事在图 12-18 
上看得很清楚而且很 生动： 上半平面的正方形网格经过对实轴的反射就成为下半 
平面的正方形网格.于是图 12-19 就给出了完整的流. 

直观地看，我们发现了在出现障碍物时可以这样来找 出流： 把障碍物拿走，而 
在实轴的镜像点处放一个与原来的源同样强度的源就行了.这样就由这两个源 
叠加而成： 

^ d { z ) = \ og(z - 2 - i ) -f log(z - 2 + i ) • 
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请用计算机作图来验证此式恰好生成图 12-19. 




更为一般地说,如果在上半平面放置了许多多极子（包括源、涡旋、偶极子等)， 
记这组多极子所生成的未扰动的复位势为若在其中放进下半平面作为障碍物， 
扰动了的复位势将是这组多极子的未扰动流，与它们的镜像的未扰动流的叠 
加.注意，尽管镜像多极子的类型与大小均与原来的多极子相同，其多极矩的方向 
则不同.例如一个方向为 （3-2 i ) 的偶极矩，将会反射为具有共轭方向 （3 + 2 i ) 的 
偶极矩.一般地说，具有多极矩 Q 的多极子会反射为具有共轭多极矩0的多极子. 

现在我们把这个方法变成一个公式.我们在第 5 章中已经证明，从已给的解析 
映射 /( z ) 可以按下式生成一个新的解析映射 r ( z )： 


r(z) = f(z). (12.14) 


这个新解析函数的物理意义很容易看到：如果仍表示一组在上半平面的多极子 
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所生成的未扰动的复位势，则将是它们在下半平面的镜像的未扰动的复位势. 
这样,扰动了的复位势的公式就是 

OiW = %⑷+ 咖）_ (12.15) 

注意，这个公式确实满足施瓦茨对称 原理： ^ d ( z ) = 所以实轴仍是一条流线. 

自然，如果表示下半平面的一组多极子生成的未扰动的复位势， (12.15) 仍是在 
出现了障碍物-现在是上半平面——后的解答. 

可以用基本上相同的方法来求图 12-17 那种障碍物为圆周而非直线时的扰动 
了的流.请再看那个图.我们随意画出了一条流线屯 = 如果我们像图 12-12 

中那样，按一个算术级数来取屯的值，就能够把这个流场分割为无穷小正方形网 
格，并使单位圆周由这些无穷小正方形的边组成.正如我们在第5章中所看到的那 
样，可以把这个网格拓展过障碍物（见图12-12)，但是这时必须把关于直线的反射 
换成它在圆周时的类似物——反演. 

作了关于单位圆周的反演以后，就会得到图 12-20, 在 z 二2处的偶极子变成了 
在 (1/2) 处的另一个偶极子.现在很清楚，为了求出1^，应该除去这个障碍物，并 
且把这两个偶极子的未扰动流叠加起来.但是这个在 (1/2) 处的新偶极子的未扰动 
复位势又是什么呢？ 



我们在第5章中已经看到，如果把关于直线的反射换成关于单位圆周的反演， 
则可以修改公式 (12.14) 以生成一个新解析函数产，其定义 如下： 


内和 / Q ) 


(12.16) 
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这个新解析函数的物理意义很像前面 所述： 如果表示单位圆周外的一组多极子 
所生成的未扰动的复位势，则将是它们在单位圆周内的反演象所生成的未扰动 
复位势.类比于 (12.15) 的公式就是 


+ ( 12 . 17 ) 

它自动地会满足关于对称性的要求 ^ d ( z ) = n d ( z ), 所以单位圆周也是一条流线.这 
个结果称为 米恩-汤姆孙 ® 圆周定理. 如果％表示一 组全都 位于单位圆周内的多 
极子，则这个0^仍然表示出现障碍物时的解答.强 调全都 二字的理由，下面会要 
解释. 

现在应用这个方法来求图 12-20 的流的经过扰动的复位势（当然也就求出了图 
12-17 的流的经过扰动的复位势).如果％是由 (12.13) 给出的，则 




(1-i) (1-i), 


(1/ 么） 一 2 1 — 2 >z 


只要把它写成 




(1-i) 


( 1 / 2 ) 


( 1-0 


就容易看出它确实是位于 (1/2) 处偶极子.因为上式后面的常数项对流并无影响, 
所以它就是位于 (1/2) 处而且偶极矩为 ( l - z )/4 的偶极子.注意,与关于直线的反 
射不同，现在不仅偶极矩的方向受到反演的影响，其大小也受到 影响： 反演后的偶 
极子强度只有原偶极子的 （1/4). 把这两个偶极子叠加起来，我们就得到 


邮)=〜⑷+吡⑷=+ 

你可以用计算机来验证这个公式确实给出了图 12-20 中的流. 

图 12-20 和图 12-19 —样有对称性，但是和以前的情况比较，更为微妙 ：由它 
的作法来看，在关于单位圆周作反演后，此图将被复制.如果把图 12-20 映到黎曼球 
面上，这个对称性也就跳到黎曼球面上去了.我们在第3章里已经讲过，关于单位 
圆周的反演等价于黎曼球面关于其赤道平面的反射，所以南半球面上的流和北半球 
面上的流应该彼此互为关于这个平面的镜像.看看图 12-21 吧！请注意，在球面上 
这两个偶极子的强度相同. 

我们现在看到，图 12-12 只不过是图 12-21 的极限情况，因为当南半球的偶极 
子向南极（即 0) 移动时，它的反射就向北极 （ oo ) 移动，而在 oo 处的单独的偶极子 
的场将投影为平面上的均匀流. 


① Louis Melville Milne-Thomson, 1891—1974,英国数学家. 


译者注 
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我们在第5章里已经看到，关于直线的反射和关于圆周的反演，都只是关于曲 
线的施瓦茨反射的特例.我们现在利用这一事实来推广镜像法.举例来说，把一个 
椭圆五放进均匀流中.很清楚，这时的流将会是像图 12-22 那样的流.说这个流就 
是精确的流,仍然可以从流场可以分割为正方形网格看出来.那么，怎样去分割呢? 



图 12-22 

在关于曲线 K 的施瓦茨反射的情形，公式 （12.14) 和 （12.16) 的推广是 

例如，若 K 是实轴（这时⑷=旬，贝 IJ 户=广，而若 K 是单位圆周（这时 
^ k ( z ) = 1/旬，则户= / t . 这样，若比是位于 K 的一侧的一组多极子的未扰动的 
复位势，则以 K 为障碍物的经过扰动的复位势将是 


^ d ( z ) = fl u ( z ) + 

这个公式自动地适合= Oi , 所以 K 是一条流线. 
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例如,设图 12-22 中的 椭圆五 的方程是 ( x /2) 2 + 2/ 2 = 1.这时有（见 5.11.5 节) 

^ e ( z ) = ^ 5 z — 4\/ z 2 — 3 • 

O L - 

所以，对于⑷=%，我们有 

^ 2 z — y / z 2 — 3 ， 

o L - 


您可以用计算机来验证这个公式会给出图 12-22. 然而，并不是所有的事情都真正 
是“似乎是这样”.尽管是速度为1的向右的均匀流，0^对于很大的 H 却是 
速度为 (4/3) 向右的均匀流.当然，如果我们希望流在远离椭圆处有单位速度，只 
要把 Oi 乘上 (3/4) 即可. 

12.5.4 把一个流映为另一个流 

我们前面已经确定了一件事实，即一个共形映射把一个无源且无旋的定常流的 
流线和等势线，映为另一个同类的流的流线和等势线.这个思想有许多理论和实际 
的用处. 

它在理论上有一个好处，它对于复位势概念本身提供了一种新的洞察.重新考 
察一下 11.3.5 节的图 11-21. 对左方的定常无源无旋流施加任意的共形映射/,就 
在右方给出另一个定常无源无旋流.复位势可以定义为特殊的映射 / = A 其象流 
是具有速度1的均匀流.例如,可以问，一个具有速度1的均勻流的复位势是什么? 
从新观点来看，这就是一个映这个流为具有速度1的均匀流的共形映射.所以，它 
就是恒等映射 n ( z ) = z . 它也应该就是这样！ 

为了说明把一个流映为另一个流的共形映射的实用性，我们回到把一个障碍 
物放进均勾流内，再求绕此障碍物的流这个问题.作为一个例子，我们重新来推导 
图 12-22 中的绕椭圆 ( x /2) 2 + 2/ 2 = 1的流.假设我们已经知道一对一的共形映射 
w = f(z), 它是由 z 平面上的单位圆周 C 的外域，到 w 平面上的 椭圆五 的外域的. 
我们已经知道把单位圆盘塞进一个速度为1的均匀流以后绕 C 的流，对此流施以 
映射/ 就给出绕 E 的流.如果我们还要求绕五的流在远离£处为均勻的，则我们 
必须要求 /( z ) 在远离 C 处很接近恒等映射的常数倍，即当 ㈤ 很大时，/(4 « 
如果对 Q 在原流线和象流线指定同样的值,则象流在远离五处就将是一个速度为 
( l /| c |) 且与 c 同方向的均匀流.[为什么?] 

回忆一下 5.10.2 节的图 5-22. ^ z = e u 描出 C 时，切= p # + qe~ u 就会描出 
補圆 {x/a) 2 + (y/b) 2 = 1 ,这里 p = (a + 6)/2 , q = (a —6)/2. 所以在 (x/2) 2 + y 2 = 1 
的情况，所求的映射为 

切= f < X ) = ' (12.18) 
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如图 12-23 所示， C 被映为 E , 而与 C 同心的圆周则被映为与 E 共焦的椭圆.在 
远离 C 处， 这个映射接近于 (3/2) z ； 可以看到，当左方的圆周变大时，它们的象将 
接近是它们 (3/2) 倍大的圆周.这样，/将映绕 C 的流为 ，把五 塞进速度为 (2/3) 
的均匀流以后得到的流. 



现在作详细的计算来验证确实恢复了图 12-22 中的流. f 为绕 C 的流的复位 
势是 n { z ) = 因为在 z 的象点扣=/⑷处，复位势 h ( w ) 的值按定义就是 

所以有 h ( w ) = z ^( l / z ). 为了把它表示为 w 的显示的函数，我们从 (12.18) 
中把2解出来,得到 

z 二 ^(w + y / w 2 — 3 ) , 

O 

[为何只取+号?]虽然我们可以立刻就把它带入 h ( w ) 的式子而得其值，但是最好 
少用一点代数，首先注意，由 （12.18) 有 ( l / z ) = 2 w - 3 z . 于是 

il { w ) = z (1/ z ) = 2 (w — z ) = ^{2 w — \ Jw 2 — 3) • 

除了有一个因子 (2/3) 以外，它与我们以前利用施瓦茨反射得到的公式是一样的， 
而此因子表示在远离 E 处速度为 (2/3), 这正是我们期望的. 

作为这个思想的另一个例子，现在设把放进一个方向为 e # 的均勻流中.为 
了找 到绕五 的流，我们只需要找出，当把 C 放进这样一个流时所得到的流，然后再 
以/作用于它.因为未扰动的复位势是 n u ( z ) = e -^ z , 由镜像法即知绕 C 的流是 

= ( 之 ）+ = ® ^ Z ~ - • 

Z 

当 0 = ( Jt /4) 时，就得到图 12-24 左方的流.右方则是对绕 C 的流以/作用后所得 
到的绕五的流，也就是我们想要的流.请用你的计算机来验证这个图. 

用这个方法，只要选取一个解析映射 w = f ( z )， 它把 C 的外域一对一地共形 
地映到一个障碍物的外域，而且 在远离 C 处性态接近于就可以得到绕无 
穷多个障碍物的流，其复位势是 n ( w ) = r 1 H + [ l / r ' H ], 这个障碍物的边缘 
是曲线 s =/( c ). 
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图 12-24 


12.6 黎曼映射定理的物理学 


12.6.1 引言 

回忆一下，黎曼映射定理 （ 3.9.1 节的 （ 3.54)) 指出，任意单联通区域 丑， 只要 
不是全平面，必可一对一地共形地映为任意其他的这类 区域义 承认了这件事，我 
们就看到，取 S 为单位圆盘 D 不会失去一般性，而且， D 有多少自同构，就有多 
少由 i? 到 S 的这种映射.后来， 7.7.1 节的 (7.14) 又指出，这些自同构都是刚性的 
双曲运动，它们具有 3 个自由度.这样，我们想要证明的，就是如下的完全的 结果: 
在 i? 与 D 间，存在一对一共形映射的一个 3 参数族 . 

这个基本的结果至少有两个标准的证明，每一本比较深的复分析教材都包含了 
其中的一个.尽管其中一个论证（属于科贝 f 本质上是构造性的（因此在原则上是 
可以理解的)，我们却未能找到一种与本书目的相符的表述方法.然而有兴趣的读 
者可以在 Hilbert [1932] 中找到关于科贝的证明的基本思想的极好的讲解,其技术 
细节则可在 Nehari [1968] 或 Nevanlinna and Paatero [1969] 中找到就我们所知， 
这个思想最深刻的研究是由 Henrici [1986] 给出的. 

但是还是出现了一个更明亮的音调，上面关于流的思想， 将要使 我们更深刻地 
洞察这种映射的存在以及这一族映射具有自由度 3 这个事实.我们将要把从一个 
流到另一个流的共形映射的思想反转过来，从而做到这一点.也就是说，求助物理 

① PaulKoebe ， 1882—1940,德国数学家.科贝的这个证明公认为写得很晦涩难解，似乎本书作者因为 
它本质上是构造性的证明，才说它在原则上是可以理解的？另一种证明是什么，作者没有提到.是否 
指的是黎曼基于狄里希莱原理的证明？如果是，则在缺少很大的准备之前，还很难在复分析的基本教 
材中向读者介绍.所以，这一节标题是黎曼映射定理的物理学，似乎着眼于其物理意义，而没有给出 
完整的数学证明.——译者注 

② 读者也可以在 Ahlfors [1979] (中译本，《复分析》，上海科学技术出版社，1984, 228页）中找到简 
化了的科贝的 证明； 原书提到的 Hilbert [1932] 也有中 译本： 《直观几何》，人民教育出版社，1964; 
所说的证明见下册261〜264页.——译者注 
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实验就可以得到一些流，而这些流则可以用来构造共形映射. 

12.6.2 外映射和绕障碍物的流 

考虑图 12-25. 它的上部画的是一个障碍物 i ? 被塞进速度为1的均勻流中.如 
果我们不引入绕 i ? 的环流，则在前面已经说过，这个流是唯一的.下一步，在图上 
任选一点[图上未标出]并由此点出发来计算环流和流量，也就是选一个点使得在 
此点势函数0和流函数屯均为零.再用很小的 fc 来作流管和功管，这 样把尺 
的外域分成近似为小正方形的 A : 胞腔.和通常的做法一样，设想 fc 趋于零，则这些 
k 胞腔最终成为正方形. 



图 12-25 


如图所示，设 a 和6是 i ? 的边缘上的驻点（其次序是使流由 a 流向6)，再令 
&和& 是边缘流线上连接这两个驻点的曲 线段. 因为流是完全无旋的，沿&和 
S 2 的环流必相等，其公共值就是 a 和6的位势差 

[$] = $(6)— 少 (a). 

用几何语言来说，就是毗邻 于&和 S 2 的小正方形的个数一定相同.因为 fc 功管以 
等势线为管壁，所以每个小正方形的对边的位势差为 A :， 这样，毗邻于&和&的 
小正方形的个数必为[巧 / fc . 
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现在把单位圆盘塞进速度为的均勻流中，并把所得的流分割为 fc 胞 
腔，所用的 A ： 值与前相同.我们对于新流的任一物理^或几何量都釆用原来的流^ 
的记号，但是加一个上标“〜 ，，： 这样，驻点就是5和孓连^它们的流线段 就是氣 
和吴，（相对于任意选定点的）势函数和流函数就是5和否. 

将丑外的点^共形映射到 D 外的 w = /(幻点这个方法,现在就很明白了，这 
就是把两个网格的相应正方形等同起来！现在请别太兴奋,先把这个实验做到底再 
说.我们规定，所谓“相应’’就是指，如果我们已知一个网格格点 z 的象 A 则任意 
其他格点的象都由这一对网格来 决定： 如果 z 沿流线向下游移动 4 格，再沿等势线 
向“上”移动2格，则 w 也要这样移动.见图 12-25. 

然而，我们不能任意地把一个特定的 z 点映到特 g 的 w 点， 因为理想的共形 
映射 w = /( z ) —定把驻点 a 和驻点6 映为驻点 S 和 6. 这是因为临界点 a 的几何 
“ 签名”就是： 在 a 处，流线与等势线之间的角度是 （ Jt /4) [这一点在图上没有画出 
来],而共形映射能保持这个性质. 

障碍在于， 如果定义 a 的象为 5 (必须 做到这一点) ，则6 被映到石当且仅当毗 
邻氧的正方形的个数与毗邻 Si 的正方形个数相同. 仔细看看图 12-25, 就会发现现 
在情况并不如此 ：沿吴 的正方形比沿&的正方形少.为了纠正这一状况,我们必 
须稍稍增加流绕圆盘的速度〃.更准确地说，#、须这样选择％使得穿越^的位势 
差 [$] 等于 穿越尺 的位势差 [$]. 因为已知向=如，我们由此导出 

当且仅当把圆盘塞进速度为 ^ = [$] /4 的均匀 流时， 才能得到网 
格之间的一对一的共形映射. 


虽然我们希望利用网格有助于使映射更加生动（也有助于证明此映射是一对 
一的共形映射)，然而我们也应指出，网格对于决定这个映射/并非必不可少.我们 
所做的只不过是利用环流和流量来确定 z 的象 ： w = /(匀应由 

f) ㈣=+ D(2) — fi(a) 

来确定,方括号中的常数是用来保证3= /( a ) 的 

因为在每个流中，确定什么点为流量和环流的零点，对于构造/并无关系，我 
们就看怎样确定对我们更加有利.以下， 我们就以原来的流的零点之象作为象流的 
零点. 例如，在图 12-25 中，如果我们取 a 点为绕 R 的流的零点,即令 n ( a ) = 0,我 
们就必须取绕 D 的流的零点为 3( 即令 0( a ) =0). 所以上面的方程就成为 

Q(w) = f2(z). 

换言之，当且仅当 w 与 z 的环流与流量均相，时，这两点才是对应点 • 

这时，对于映射/为什么可以写成/ = 可作如下解释.请看图 12-25 

和图 12-15. 复位势 n ( z ) 和复位势 n ( w ), 分别把严格位于 i ? 的外域的点和乃的 
外域的点，映到沿实轴上的区间0到[副割开的复平面上的点.这样，/可以看作 
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首先把 i ? 的外域用 fi 映到有割口的复平面，再用6- 1 把有割口的复平面映到 D 
的外域. 

现在回到映射本身，并且问，用这样的做法能做出“多少个”这样的映射？我 
们首先要解释清楚，这种做法的表观的自由度有一些其实是虚幻的.首先，为什么 
不把塞进具有任意速度的均匀流中？我们当然可以这样作，但是这不会带给我 
们什么新的流；^举例来说，如果我们把流速加倍，则〃也会加倍，因为我们需要维 
持毗邻& 和氣的 胞腔的个数相同.但是这就会给出原来的映射 /. 其次，当我 
们在 D 外作网格时，为什 f 不选用另外的石，使它与原来用于 i ? 之外的 fc 不同？ 
还是为了维持毗邻 &和氣 的正方形个数相同，这就要求把 t ； 改成 Z 阐 /4fc [为什 
么?]，而这又会给出和前面同样的网格和映射. 

然而很清楚，如果我们改变绕乃的流的方向0，确实会得到新的映射.如果 
用 F 来记相应于0 = 0的那个特别的映射/，则相应于一般值4的映射&应为 
F 4> = e ^ F ( z ), 即在作了 F 之后，再来一个旋转. 

若把 i ? 放进一个有不同方向（例如 0) 的流中，似乎有可能会得到不同的映射. 
并非如此.因为如果把圆盘放进这样一个方向为0的均匀流中，再用 F - 1 作用于 
它，就会得到这时的绕 i? 的流.请细看图 12-23 和图 12-24, 来把这一点想清楚.这 
样看来，把 ii 和 D 塞进有不同方向的均匀流中而得到的映射，其实只对于这两个 
方向0和6之差 (\>- e 敏感： 所得的映射就是 F {(f) _ e) . 

因为4是仅有的真正的自由度，我们作出来的映射构成一个单参数族.所以， 
我们还丢掉了两个自由度.虽然我们马上就要来解释这一点，还是请你在往下读之 
前自己想想这件事. 

要感谢大自然的宽宏大度，给了我们这些绕障碍物的流，使我们现在有了决定 
映射的物理方法，但是我们还 缺少一 个数学方法.这是一个很难的问题.但是当 i ? 
是由一个多边形围成的区域时，这个/确有显示的公式.它称 为施瓦茨-克里斯多 
费尔①公式 , 这个结果在 Nehari [1952] 和 Polya and Latta [1974] 中有很好的讨论② 
我们在此将不讨论这个问题,只是提醒一下，髙速计算机的降临,给我们打开了一条 
道路，使得可以用多边形逼近丑的边缘来求出/; TVefethen [1986] 和 Henrici [1986] 
给出了这个问题的多种算法处理. 

12.6.3 内映射和偶极子 


设在图 12-25 中已经把绕 D 的流速调整为 [ 伞 ]/4, 就可以 得到丑 的外域和 D 
的外域之间的共形映射.如果我们对 D 的边缘作反演，就会得到单位圆周 C 内的 
一个流，如图 12-26b. 这是我们熟悉的，正是把一个偶极子放进一个圆形水池中所 
产生的流. 


① Erwin Bruno Christoffel , 1829一1900，德国数学家.-译者注 

② 也可参看 Ahlfors [1979] 中译本《复分析》第6章，234〜240页). 


译者注 




482 第 12 章流与调和函数 



类似于此,如果选定的任意内点^然后对以 g 为中心的单位圆周作 反演' 
就会得到图 12-26 a 中的流.请用计算机或者鲍塞里耶铰链[见第3章习题 2] 来验 
证的边缘确实变成了图 12-26 a 中的曲线把.在图 12-25 中， 远离 R 的流线是 
平行直线，所以反演变换把它们映为一族彼此切于 g 点的小圆周.这样，如图所示, 
图 12-26 a 中的流表示在把围成的水池中放进了一个偶极子.事实上因为原来的 
均匀流有单位速度，在 g 点的偶极子也就有单位强度[练习]. 

这样，在原来的 i ? 的外域和 C 的外域之间的一对一的共形映射，现在给出了 
一个把的内域和 C 的内域之间的这种映射.比方说，驻点 a 现在变成驻点5, g 
点变到了 0点，而切内的黑色 T 形的区域变成 C 内的黑色 T 形区域.虽然当趋 
近 g 时，流速无限增大，映射的性态在 g 附近却没有大变.作为一个例子，请想一 
下，当 T 形区域沿流线向 g 滑动时，其象将会如何. 

我们也可以用大不相同的方法来考虑这种作法.设是一个已给的固定曲 
线，我们想把它的内域共形映到单位圆盘内.可以如下得出这个映射 /. 

( i ) 把一个单位强度的水平偶极子放在把的任意内点 p 处.把切的内域分 
割成流的 fc 胞腔，并以 7 V 记毗邻于切的 / c 胞腔的个数. 

( ii ) 在 C 的中心0处再放一个强度为 d 、 方向为0的偶极子.把 C 的内域 
(即圆盘 D ) 也分割成 D 中之流的 ft 胞腔,调整强度 d ， 使得毗邻于 C 的 
k 胞腔个数也是 iV . 如果仍然用[副来表示边缘流线上连接驻点 a 和0 
的那一段流线的环流，只要令 d = 斤]/4就能满足这个要求. 

( iii ) 除了切的内域的偶极子是放在任意的 p 处（而不是特定的 g 处）以外， 
我们又回到了图 12-26 所画的情况，于是映射/得以完全确定. 

这 个由初 的内域到单位圆盘 D 的一对一的共形映射/是此类映射中最一般 
的.这一点可以从以下事实看 出来： 这个映射具有完全的 三个自 由度， 两个 用于决 

①有关下文的思想可以见于 Bak and Newman [1982, 186页 ]， Siegel [1969, 148页]，特别是 Courant 
[1950]. 虽然黎曼本人是应用了物理推理，但是把他的映射定理与偶极子联系起来，似乎是由 Hilbert 
[1909] 开端的. 
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定偶极子的位置 P ， 另一个用于决定 C 中偶极子的方向 0. 不难看到这种物理的自 
由度的几何 意义： p 就是被映为圆盘中心的点，即 /( P ) = 0;0很明显就是/在 p 
处的扭转率，即$ = arg V ( p )]. 

还要注意，尽管/在 p 点的扭转率可以自由地指定，其伸缩率 \ f ( p )\ 则不然. 
事实上， |广⑻| 只不过就是 C 的内域中的那个偶极子的强度 d , 我们已经看到，在 
构作这个映射的过程中，它己经被确定了 [练习，或者继续往下读].换一个说法，就 
是已经确定为 \ f ( p )\ = [$]/4. 

现在回到图 12-25 是怎样作出来的这个问题，而且再来看看为什么有两个自由 
度丢掉了.其实，为了得出这个一般的由 i ? 的外 域到乃 的外域的映射，我们也可 
以先作出由 i ? 1 " 的内域到 C 的内域的一般映射，然后再把反演映射反过来（即再作 
一次反演)，这样就能从图 12-25 的流得到图 12-26 的流. 

在以上的推广过程中，基本的一步是把 g 处的偶极子移动到任意的内点既 
然图 12-26 b 中的流基本上没有变化，作一次反演就会把它返回到图 12-25 的绕 D 
的流.然而要把图 12-26 a 中的泔 返回为 i ? 的边缘，就需要对以 g (现在取为原点） 
为中心的单位圆周作反演，而 p 处的偶极子在切之内生成的流就会反演为 (1/ 到处 
的偶极子在 i ? 之外生成的流 .图 12-17 就是 i ? 为一圆盘时的这种流. 

于是，图 12-25 的流的作法就可以看成 p = q 时的特例，这时丑外的偶极子被 
放在了 oo 处,而不是放在任意点处.这里就找到了丢失的两个自由 度：把 D 外的 
偶极子放在 oo 处，没有任何错误，但是我们（没有必要）非把另一个偶极子也放在 
那里不可.就前面得到的映射来说，这样做就是坚持一定要把 oo 映到 oo , 而我们的 
一般的作法则是把 i ? 外任意点处放上一个偶极子，从而把这个点映到了 oo . 

12.6.4 内映射、涡旋和源 

既已得到了利用多极子来构作映射这个灵感，我们就会问，是否可以用最原始 
的多极子（就是源）来构作映射，这样来简化这个偶极子方法.然而如果我们继续 
用流体的语言来想问题，这个想法就不会起作用.因为，如果我们在想要映射的区 
域内放一个源，从源出来后进入区域的流就无处可去了！唯一的出路是再放上一个 
同样强度的汇尸这样构成一对.但是这并没有对我们在上面使用的偶极子方法有 
什么改进，因为偶极子只不过是这样一对源和汇的极限情况. 

然而，我们马上就来说明，使用源来构作映射这个企图的失败，只是由于我们 
用了某个奇怪形状的池塘里的流体来思考；如果应用电场或者热流，我们确 实能够 
利用源来构造映射. 

暂时还继续应用流体的解释，其实偶极子方法还有一个简单的替代，但是在源 
所在的地方，现在放 上涡旋 .令 B 是我们想要映射到单位圆周 C 之内的连通区域 
的边缘.为了构造出此映射,我们在 B 的任意内点 P 处放一个涡旋，再把另一个涡 

①当然也可以放上几个汇，并使其总强度与源的强度一样，但这只会把事情弄得更加一团糟. 
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旋放在 C 的中心0处.见图 12-27. 和以前一样，把这两个流都分割成 fc 胞腔，共 
形映射就会跃然而出.下面请看详情. 



图 12-27 


第一步，在定义这两个网格之间的对应时,我们必须把 p 映到 0. 第二步，如果 
已经确定了 B 内部 p 涡旋的强度&则 C 内部的那个涡旋的 强度豆 必须使毗邻 
C 的 A : 胞腔的个数及与毗邻 B 的胞腔的个数 iV 相同（图上就是这样画的).想 
法和前面用偶极子来构造映射是一样的，但是答案简单 得多 ： = S 即可.怎样 
解释呢？ 

解释也和答案一样简单.请集中注意一个涡旋，例如 B 内部的那一个.它的强 
度，按照定义，就是沿绕 p 的任意简单环路的环流，我们不妨就取此简单环路为一 
流线 ： 等，线把这个流线切成了 ^段，而，一段的环流为 fc . 職 S = Nk , 类似 
itk , 5 = Nk . 由此立即得到 ， N = N 就是 S = S . 

最后一步,注意，我们还没有把映射定死.在图 12-25 和图 12-26 中，都有驻点， 
我们必须把它们对应起来，由此即可自动地定死映射.然而，现在没有了驻点，我们 
只好自己动手来做这件事.一个普通的作法如下.在 B 和 C (它们都是流线）上各 
取特定的点 a 和 S ， 并令它们在映射下对应. 

如果我们还想更加确定一点，则可像下面这样做.考虑 B 内部的用粗虚线画的 
等势线.它由 p 出发向东行进，我们就取 a 为这个等势线与 B 的交点.见图 12-27. 
如果我们现在取5 = e ' 这两个网格之间的映射/就完全定下来了.例如， S 内 
部的黑色 T 形区域就被映为 C 内部的黑色 T 形区域.用这个特定方法确定 a 和 
5的唯一好处就是，现在4可以用/作简单 解释： 它很明显就是 f 在 P 处的扭转 
率： ( j ) = arg \ f r ( p )]. 

和偶极子方法一样,我们得到的是完全的含三个参数的映 射族： 两个参数用于 
决定是哪个点 p 被 f 映到 C 的中心，一个用于决定 f 在 p 的扭转率. 

现在我们转到这个构造的另一个物理解释.取图 12-27 的对偶流，即得图 12-28 
中的流.等势线变成了流线，而流线（特别是 B 和 C ) 变成了等势线.用以上同样 
的推理,每个源的强度都几何地表示为 A : 乘上由它出发的流线数目. 
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图 12-28 


现在让我们稍稍偏离主题.既然源的强度是用从此点发出的 fc 流管的数目来 
度量的，一个共形映射必定把一个源映为另一个同样强度的源.很明显，对于汇也 
是这样.回到图12-26,我们就能理解为什么在 C 内的偶极子的强度 d 恰好就是/ 
在 p 点的伸缩率了.在 P 点的具有单位强度偶极子可以看成一对源和汇，它们相隔 
无穷小距离 e ， 强度均为 (1/ e ). 共形映射/把它们映为在0点的另一对源和 汇：强 
度保持不变,而间隔被放大了 If ( P )| 倍.所以偶极子的强度也有同样的放大 • 

回到图 12-28 的物理解释.我们已经看到，如果把它看作流体的流，则这个图 
形用源来解释是没有意义的.但若看成静电场，则是完全有意义的.把图 12-28 的 
阴影区域看成两个铜块的断面，在这两个铜块上，则各钻了一个“柱形”的孔,其边 
缘分别是 B 和 C . 现在想象在 p 和0处各有一根很长很细的导线穿过这个孔，其 
上有相同的均匀电荷.由这些导线生成的静电场自然以 S 和 C 为等势线，所以图 
12-28 忠实地表现了这些场，不过流线成了电场线. 

也可以用热流来解释图 12-28. 想象由 B 和 C 包围的白色区域是从导热的金 
属板上切下来的空洞，暗色区域充满了冰，使得 B 和 C 维持恒温（温度就是位势). 
如果在 p 和0处以定常的速率引入或导出热量，则热流将最终定局为图 12-28 中 
的场，而用虚线画的等势线就成了等温线. 

然而，必须看到，热流的点源远不如由很细的荷电导线生成的静电场点源在物 
理上那么合理.理由在于，当着趋近一个源时，势函数0会变得任意大.在静电学 
中，这不会产生任何困难，但在用热流解释时，表示温度，所以在我们想象的热 
源附近,金属就会 气化了 ( vaporize )! Maxwell [1881] 的51页以后，对于这种物理区 
别作了绝佳的讨论. 

可能许多读者对静电学不甚熟悉，但是大概没有什么人对于热也会不熟悉.所 
以尽管有如上的反对的理由，我们还是坚持用热的理论的语言，而不用静电学的语 
言，来表达我们的思想. 

12.6.5 —个 例子： 圆盘的自同构 

让我们在 B = C 的情况下，把图 12-27 所示的构造过程显示地完成,这样从一 
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个新的观点重新得到单位圆盘的自同构. 

图12- 2 9描绘了这时的 构作. 我们以前并没有指定这两个涡旋的强度 S ， 因为 
这对最终的映射并无影响，但是现在我们取 *5 = —2 k . 对于图 12-29 b 中的流，设其 
流量的零点与环流的零点均在 z = 1处，于是图 12-29 b 的流的复位势是 



图 12-29 


现在考虑图 12-29 a 中的流.我们可用镜像法来求其复位势就是说，我们把 
位于 P 处的一个真实的涡旋,与它关于 C 的反射，即位于 (1/ p ) 处的一个强度的大 
小相同但是反号的虚拟的涡旋叠加起来.见图 12-30. 于是图 12-29 a 中的流的复位 
势是 

i log(z — p ) —i log(z - 1 / p ) — 7 
= — 5 ， (12-19) 



图 12-30 


①但请注意，我们不用 （12.17) 式.理由可见习题 14. 
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这里7， J 是常数. 

在图 12-29 b 中，我们是选了一个边缘上的点作为计算流量和环流的起点，现在 
对图 12-29 a 中的流,我们也这样做.就等式 (12.19) 来说,这就等价于要求常数5是 
任 意实数 [练习]. 

为了完全确定所求的映射，现在需要决定 a 和 5. 但是这次我们不像在图 12-27 
的流那样，而是在这两个流中各取一个边缘上的点来作计算流量和环流的起点.如 
前面讨论过的那样，只需令这两个流的环流和流量相等，就能确定所求的 映射： 

fi ( w ) = fi ( z ). 

由此式解出 w ， 我们真就恢复了我们熟悉的圆盘的自 同构： 

= f ( z ) = e id [^4 l . (12.20) 

当然，我们所做的事不全是新的，因为我们应用了镜像法，这不过是对称原理 
变个样子，原来的结果就是用对称原理得来的.然而，希望你会因为能从一个新的 
更有物理味儿的观点来看待圆盘的自同构而得到教益——并感到赏心悦目. 

12.6.6 格林函数 

我们现在回到图 12-28, 以及用热流来构作共形映射的方法. 

图 12-31 基本上是图 12-28 的复制，但是加了一些我们马上就会用到的细节. 
我们以定常的速率 2 ot 向区域 i ? 中的 p 点注入热量，同时让边缘 S 上的温度保持 
为零.当热的分布达到稳定以后， i ? 中的温度将是一个适当定义 ( p 点除外）的调和 
函数 Q P ( z ), 称为 i ? 的以 p 为极点 ® 的格林函数气 



图 12-31 


① 注意，这里的“极点” 一词有新的含义，与 7.8 节所定义的“极点”不同. 

② 格林 ： George Green , 1793 一 1841,英国数学家.--译者注 


译者注 
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作为一个例子,我们来求单位圆盘的格林函数.在图 12-29 a 中，我们考虑了在 
V 点放一个强度为 -2 jt 的涡旋所产生的流.因为我们选了 C 上一点作为流量和环 
流的零点，所以在边缘流线上，流函数之值为零.所以，它的对偶流就是我们所求的 
格林函 数：在 p 点有强度为 2 jt 的源，而边缘维持在零位势上.由 (12.19), 它的复 
位势是 

= $(之）+ = log - z ： —, 

\_pz — 1 

其中5是实常数.这样，圆盘内的温度由下式 给出： 

G P ( z ) = -^( 2 ;) = - In ^^ . (12.21) 

_丄 

注意，也可以写出 Q p ( z ) = - ln |/ ⑷ I ,其中的/⑷是适合条件 /( p ) = ◦ 的任意映 
到单位圆盘的共形映射，这些共形映射构成一个单参数族.我们会看到，这在相当 
一般情况下都成立. 

还请注意，格林函数具有很有趣的对称 性质： 

^p(Q) = ^qiP ) - 

这样，如果把边缘上堆满了冰，则由 p 处的点源在 g 点产生的温度，等于在9处的 
点源在 P 点产生的温度.值得注意的是，对于具有任意形状的区域中的格林函数， 
这种对称性都成立！ 

格林函数在好几个数学领域都是有力的工具.但在目前，我们只考虑它与把区 
域5的内域映到单位圆盘的共形映射 w = /(%)的关系.下一节中再讨论它的另一 
个重要应用. 

回到图 12-31 所表示的一般情况，假设已知正如前面已经讲过的那样，我 
们这时可以作出其调和对偶 n v { z \ 它也是一个调和函数，其水平曲线就是热流沿 
之由 p 流到边缘的曲线（即等温线％ = const . 的正交轨迹).这样,知道了％就足 
以造出整个复位势 n ( z ) = - [ G p { z ) + in p { z )\. 

考虑 A 在 P 的紧接的近邻处的性态.物理直觉让我们想到，不论对 B 指定 
什么样的温度，由 p 流出的热总是和从一个孤立的源流出的热很相近，所以 
log(z - p ). 这样，如果 z = p + pe ie , 贝! J 对于很小的 p ， 

G p ( z ) « -Inp . (12.22) 

与此类似， n p ( z ) 一 ( e 逸 这里4是一个常数.我们将会看到，选择4的自 
由，等价于选择 B 上的哪一点被映为 C 上的特定点.如果我们取 (/> = 0,则在 
一个典型的点 g 处的值有特别简单的解释.见图 12-31. 如果热随着流由 g 回到 P ， 
则它进入 P 的角度就是 -n p (q). 
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回到式 (12.22), G p 的准确式与 - ln ( p ) 相差一个在 i ? 内调和的函数 g p { z )： 

= _ In p + 9 p (之） • 

因为 A 在边缘上为零， 办在 B 上的值就直接由 B 的形状以及 p 在 B 内的位置 
决定： 

g P { z ) = lap . 

所以，构作 A 的问题，就等价于求一个在万上取给定的值而在其内域为调和的函 
数 g p ( z ) 的问题.这是下一节要讲的“狄里希莱问题”类型的一个例子.这个问题 
的解决也就给出了 W p , 因为我们可以作 g P ( z ) 的调和对偶而得= -e + h p . 

要作由到单位圆盘 D 的共形映射 w = /匕）并使/⑼= 0,如前面说过的 
那样,只需令开中的流的复位势 ^( z ) 等于 D 中的复位势 ^( w ) = hgw , 这里在 D 
中的0处有一个热源，而且在 D 的边缘上温度要为零.这样 

w = f ( z ) = = e ~ G e- iH . (12.23) 

正如图 12-31 所示,左方的用虚线画的温度为^⑷的等温线被/映为右方用虚线 
画的半径为 e -。 ⑷ 的圆周，而以角度0进入 p 的流线 W = H { q ) = -9 被映为右方 
的以角度0进入0的射线.所以/在 p 的扭转率为零.这就是我们前面对于/取 
0 = 0的意义，一般情况下，我们取 arg [尸⑽= 0. 

现在设我们已经有了映射/,则上的任意调和的温度分布 T ( z ) 都可以通过 
/移植为 D 上的调和函数 TH ， 就是规定，在两个区域的对应点 z 与 /( 均上，它 
们要取相同 的值 ： T [ f ( z )] = T ( z ), (反过来也一样).特别是 T 在 B 上的值被移植 
到 C 上. 

这一点使我们懂得了：如果我们知道了由 i ? 到乃的共形映射 w = f ( z ), 使得 
/⑼= 0,则 i ? 的以 p 为极点的格林函数是 

0 P ( z ) = - ln |/ ⑷ | . 

为了看到这一点，考虑用/把％移植到 D 中得到的温度分布 G p ( w ). 我们知道， 
共形移植能够保持％的调和性，并且把 p 处的源送到 /( p ) = 0处的同样强度的 
源，而在 B 上为零的温度移植到在 C 上为零的温度.于是这个在 D 中的温度分布 
Q P { w ) = G p [ f ~\ w )] 必定是以 ◦ 为极点的格林函数，但我们已经知道,这个格林函 
数就是 - ln | tt ;|. 证毕. 

完全同样的推理,还给出了以下的推广.令 J ( z ) 是由到另一个以 F 为边缘 
的单连通区域 S 的一对一的共形映射.则 J 把 i ? 的以 a 为极点的格林函数 Ga(z) 
共形移植到 S 的以 j ( a ) 为极点的格林函数.特别是，丑中的流线被映为 s 中的流 
线.在这个意义下， 格林函数的概念是共形不变的. 
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这个结果立刻给出了公式 （12.21) 当丑的格林函数以任意点 s 而不只是 f ~\0) 
为极点时的推广•由 （12.21), 我们可以得到极点已由 ◦ 移到了 /(岣时圆盘的格林 
函数的公式•用/- 1 作共形移植，这个极点又被移植到 i ? 中的 s 点（这正是我们 


要求的)，所以 


G s {z) = — In 


f( z ) - /⑷ 

7(s)f{z) - 1 


作为一个意外收获，注意，这个一般公式还证明了前面已经提到的格林函数的“对 
称 性”： 


Gs { z ) = Gz ( s ). 

习题15给出了研究对称性的比较普遍的方法. 

现在以一个以后用得着的结果来结束本节.流体的速度在热流中的类比是所 
谓热流向量 if ; 在现在的情况下，其定义是 丑= - AQ . 我们称其大小 Q 三 H 为局 
部热 流量； 它是流体速率（即速度的大小，不计方向）的类似物，它表示穿过短短的 
正交于热流向量的直线段的（单位长度）热流量.因为 B 是一条等温线， if 垂直于 
B , 所以在边缘上的 z 点，局部热流量可以表示为 

OG 

Q (和- ▲， (12.24) 

这里 n 量度 J 5 的外法线方向 iV 上的长度（见图 12-31). 现在我们把这个结果陈述 
为： 


在边缘点 z 处，局部热流量等于/的伸 缩率： Q ( z ) = \ f \ z )\ . (12.25) 

例如，利用 (12.20), 这个结果预示了，单位圆盘边缘上的局部热流量是[练 习]: 

= 1 尸 ( 2 )1 = _^|2 = 1 p 2 P • ( 12 . 26 ) 

这个公式将在下一节起中心 作用. 当然直接把 （ lm ) 代入 （12.24) 也可以得到 
Q ( z ) [练习]，但是现在的做法要简单一些. 

对于一般结果 ( 12 . 25 ) 可以做很直观的理解.见图 12 - 31 . 对于无穷小的 fc 值, 
作由 p 发出而且于 z 点达到 S 上的 fc 流管，并设它在 z 处宽度为 e . 它在映射/ 
下的象是由0发出而且于 w = /( z ) 点达到 C 上的 A : 流管.[注意，/原来就 是定义 
为具有这个性质的!]令？是象流管在 w 点的宽度.因为 B 在2点的长为 e 的线段 
被 f ，( z ) 伸扭为 C 在 w 点的 长为？ 的线段，所以 

\f\z)\ = I 

其次,回想一下, 一条 k 流管在给定点的宽度等于 A : 除以该点的局部热流量[原 
来在流体情况下是除以流体速率].因为在 C 上的局部热流量是常数，它在 w 的值 
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就是在0处热源的强度除以 C 的周长，而由我们的作法，这个比就是 (2 n /2 n ) = 1. 
因为在 z 处的局部热流量是 Q { z \ 我们看到 



£ = 

k / l , 

e = k / Q . 

所以， 


£ 

€ 

' k/Q - Q(Z) ' 

证毕. 





12.7 

狄里希莱问题 


12.7.1 引言 


考虑一片表面绝热的金属板内的定常热流，除了在奇点以外，温度 T ( z ) 是一 
个调和函数，而（局部）无源的热流向量场是丑= - VT . 

我们来量度绕一个半径为 i ? 的圆周 C 的温度，并设圆周之内，没有源和汇，为 
方便计，取圆心为原点.当 z = Re ie 沿着圆周 C 运动时，可以把量度到的温度记 
为角度0 的函数： T = T (6). 我们希望这些温度值在物理上真正有可能决定任意内 
点 a 处的温度.事实上，如果 a = 0, 我们知道[高斯平均值定理]，在圆心处的温度 
是 C 上的温度的平 均值： 


T(0) = 〈 r〉 = 


2jt 


T {6) d 6. 


(12.27) 


我们最终会看到，这个结果对于 a # 0的情况的推广是 


T ( a ) = 


1 

、兀 

ri? 2 -a 2 ] 

2jz ^ 

—JZ 

• |z-a| 2 _ 


T (6) d 6 . 


( 12 . 28 ) 


如果把 a 写作 ci = ( r <丑)，再用余弦定理 [练 习]即得这个公式的通常 写法: 


T ( a ) = 



_ R 2 - r 2 _ 

R 2 - hr 2 — 2 Rr cos (6 — a ) 


T{e)de . 


这个公式通称泊松 ® 公式,方括号中的量式称为泊松核，以后我们记作 V a ( z ). 

公式 （12.28) 说， T ( a ) 是 T 在 C 上的加权平均值， C 的每一个元素对于温度 
T ( a ) 的贡献，均正比于其权重 V a ( z ). 注意， V a ( z ) 按此元素到 a 的距离的平方成 
反比地衰减，所以如果某一元素到 a 的距离比另一元素到 a 的距离大两倍，它对 a 
点的温度的影响就只有另一个元素的 1/4. 如果 a = 0,则 C 的各个部分（因为到 a 
有相同距离）都有相同的影响，你会看到，我们将又回到 (12.27). 

泊松公式联系着下面的重要而又困难的问题，即狄 里希莱 ® 问题. 这个问题不 


① Simeon Dennis Poisson , 1781—1840，法国数学家.-译者注 

② Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet , 1808 一1859，德国数学家.-译者注 
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是处理已经确定了的调和函数，而是对于一个单连通区域在其边缘上任意指 
定了一个（分段连续）函数以后，求一个在 i ? 中连续的调和函数，使得在趋近边缘 
时，取此函数值. 

在圆盘情况下，施瓦茨不仅证明了狄里希莱问题的解存在，而且证明了它恰由 
(12.28) 显示地表出.如果给了我们一个在 C 上分段连续的函数 T 我们就能在 
C 的内域按泊松公式作出函数: T ( a ). 施瓦茨的解答就相当于说,自动地是调 
和的，而且当 a 趋近于 C 上 T(e) 为连续的点时, T ⑷趋近已给的 T{6). 我们现在 
开始来解释这一切 ® 

12.7.2 施瓦茨的解释 

施瓦茨关于公式 (12.28) 有一个非常可爱的几何解释（见 Schwarz [1890]), 可惜 
的是,这个解释现在远未得到它理应得到的注意. 

要求 a 点的温度，可把 C 上各点的温度移植到与此点隔着 a 正 
相对的点（即与 a 连线延长到与 C 相交的交点)，然后对 C 上 (12.29) 
的新的温度分布再求平均值即可. 

施瓦茨是从泊松公式推出这个结果的，而泊松公式本身则是从直接计算得到的.我 
们现在不这样做，而是直接地、几何地证明这个结果，并把泊松公式作为其推论得 
出. 


图 12-32 的例子，说明了 (12.29) 的美丽.在图 12-32a 中， C 有一半（就是用粗 
黑线画的一半）用蒸汽保持其温度为100度，另一半（就是用虚线画的一半）则用 
冰维持其温度为 0 度 . a 点因为靠近冷的一半，可以预期那里比较凉.图 12-32b 则 
表示通过 a 作反射式的温度移植后的新的温度分布.现在非常清楚地看到，距 a 较 
远的热的一半，经对 a 反射后“聚焦”为小得多的圆弧，于是在 C 上给出较小的平 
均值，也就在 a 点给出较低的温度. 

在开始论证 （ 12.29) 前,我们先回忆一下调和函数的共形不 变性： 如果 T (幻是 
任意调和函数, / i (4 是任意共形映射，则 T ( z *) 也是 z 的调和函数，这里/ = h ( z ). 

现在设把圆盘映为其自身.如果 z = i ? e # 位于 C 上，则，= i ? 也 
在 C 上，而因为我们已经在整个 C 上量度了温度，我们也就知道了 z * 处的温度 
T (0*). 既已知道了 之值，就能用它作积分 （12.27) 来计算调和函数 T [/ i ⑷]在 

之= 0处的值， 

1 r 兀 

T(0*) = — T((9*)d(9 , (12.30) 

2jt 一， 


① 狄里希莱问题不一定限于丑为单连通情况.——译者注 

② 以下材料大部分见于 Needham [1994]. (本书的许多书评都 指出： 本书部分获得美国数学协会 
( MAA )1995 年的 Carl B . Allendoefer 奖，就是指的这一部分.这个奖项颁给优秀的介绍性的 
期刊论文，而不是颁给整个一本书 . Needham [1994] 就得到了这个奖.——译者注） 
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这里应该注意 0* = h ⑼， 而且积分变量仍是原来的 z 的辐角0,而不是其象/的 
_ 0 *. 

我们对 (12.30) 的解释如 下：在 0* 的温度，是经过移植所得的（即把在 z 处量 
度到的温度移到/处）在 C 上的新温度分布的平均值.现在离施瓦茨的结果还有 
一 半路.要求出在 a 点的温度，只需要找到一个把圆盘映为其自身，而且把0映到 
a 的共形映射,然后再求新温度分布的平均值就行了. 

但是把圆盘看作双曲平面的庞加莱模型，就会发现我们其实已经对这种映射很 
熟悉了！暂时先对图 12-33 b 稍微瞥上一眼，我们不久还会回到这个图来.如果 m 
是线段 0( x ( 在双曲意义下）的中点，则把双曲平面绕 m 旋转半周，即作^ ^ z * = 
M a ( z )， ①就可以把0与 a 对调，即 0* = a (这正是我们想要的)， a * = 0 . 所以，为了 
证明（12.29)，只需要证明图上画出来的 事实： 若 z 位于 C 上，则^就是过 z 和 a 的 （欧 
几里德意义下） 弦 B 的另一端 A. 我们在第3章中导出过 M a (z) 的公式， 所 以计算 
起来也很容易，但是我们更喜欢直接的几何证明. 



我们先需要一个简单的结果，图 12-33 a 是它的解释.考虑集合 


①见 3.9.2 节的 （3.52) 式. 


A / ■三{过2和的圆弧 }, 
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这里/暂时看成 C 上的给定点.图 12-33 a 上画了 AT 中的三个元素，即过0的圆 
弧乂、欧几里德弦 B 和双曲直线 L . [回忆一下，#的元素就是 L 的等距曲线 .] 我 
们需要的结果 就是： 

欧几里德弦 B 是 A /* 中唯一的使得 I 平分 A 和 B 交角的元素. （12.31) 

因为 Y 中的元素都由它自 z 出发的方向决定，又因半径 W 在 z 点切于 L , 所以 
(12.31) 这个关系就等 价于： 若 k 和 tO 分别在 z 和0切于 A ， 则黑色的角 kO 与 
阴影的角 z * zO 相等.这个关系从图上看得很清楚，所以留给读者自己证明. 

现在请把注意转到图 12-33 b ， 其中的 z * 是 z 在绕 m 旋转半周后的象.为了最 
终证明施瓦茨的结果，我们必须证明图上画出来的事实，即 a 位于弦 B 上.为此, 
考虑4的象 4*. 因为旋转半周将把 z 和/对换，0和 a 对换，所以 A 必是 AT 的 
一个经过 a 的元素. 但是 L * = L , 故由映射的共形性知道，，与 L 的夹角等于4 
与 L 的夹角.由 (12.31) 可知，这个经过 z , a 和;^的弧只能是 R 证毕.① 

12.7.3 圆盘的狄里希莱问题 

图 12-3 2 的例子讲得太急了一点.在眼下，施瓦茨的结果只是说，对于一个已 
给定于圆盘中的调和函数，怎样从它在 C 上的值,找到它在 C 的内域中的值.但是 
在图 12-32 中，我们却不经意地就假设了，只要给出了任意分段连续的边界值，我们 
构造出的圆盘中这个函数就有这样的性质.换言之，我们就假设了，已经得到了施 
瓦茨关于圆盘内的狄里希莱问题的解答.在引言里，我们确实说过，这是可以做到 
的.现在我们来论证这一点. 

图 12-34 a 画出了 a 趋近边缘上的2点，也画出了两段邻接于 z 的很短的圆弧 
⑹与（7 2 )在越过 a 点作上述的投影后的象 （ C ( 与 C 2 *). 如果已给的边界值在 z 
点连续，则 T 在 Q U C 2 基本上是一个常数（因为 Q 和 C 2 都很短)，所以新的温 
度分布在 CT UC 2 * 上类似地也几乎就是常数.所以，当 a 趋近 z 时，作出来的函数 
T ( a ) 确实趋近 T ( z ), 这就是我们要求的. 

虽然狄里希莱问题对于当 a 趋近 T 在边缘上的不连续点时， T ( a ) 的性态如 
何并未作要求，但是要看出究竟发生了什么事情，并非难事（虽然计算起来并不简 
单!) • 假设从 Q 进到 C 2 时，边缘上的温度由跳到 r 2 . 如果 a 是沿一个与 C 成 
角扣 的方向趋近 a 则 T ( a ) 将趋近+ (1 - /3) T 2 ] [练习].这个结果与不连续函 
数的傅里叶级数表示有关. 

现在，只需证明所构造的函数确实是调和的.我们在此暂停一下，先转来把泊 
松公式恢复到它的经典形式.首先要注意， （12.30) 可以重写为[为什么?] 

r ⑷=去「 T (6) d 6\ (12.32) 

J-K 

①与 Needham [1994] 中那个更初等的论证相比，这里的论证在概念上更清晰. 
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图 12-34 


为了把它写成与 （12.28) 同样的形状，就要把 d 0* 用 d 0 表示出来. 

考虑图 12-34 b , 上面画的是当 z 作运动 RA 6 z * 的运动 RA 6 \ 这些弧最 
终®等于弦 s 和 t , 所以最终等于但是 s 和 t 是两个相似三角形 
[画有阴影]的对应边，所以 (t/s) = (a f /p). 最后，因为最终有 {cj f /p) = (a/p), 我们 
得到 


这样， （12.32) 变成了 


T ( a ) = 



- T(6)d6 . 
P \ 


(12.33) 


由此得知，为了导出泊松公式，我们只需证明 [ cr / p ] 就是泊松核 V a (z). 施瓦茨本人 
则是按反方向进 行的： 他原来是从泊松公式导出他的结果 （12.29) 的. 

有一条初等的几何定理，说明 pa = 〆〆 是一个仅仅依赖于 a 的常数，利用过 
a 的直径（虚线）即得 pa = ( i? 2 - r 2 ). 这样我们就真的得到了 


a 


[ i ? 2 - r 2 ] 

. P . 


L p 2 J 


= V a {z). 


作为泊松核的几何解释的一个有趣推论，我们看到，对于固定的 z ， 作为 a 的函数 
Pa ⑷，它的水平曲线是一族切于 Z 的圆周，而 C 本身则是 V a {z) = 0,即极限圆. 

回到调和性问题，我们看到，只要能对 a 在积分号下求导（这当然是许可的，因 
为现在 z 在圆周 C 上，从而 r <丑)，然后再证明 [ a / p ] 是 a 的调和函数就够了.要 
证明这一点，请看图 12-35. 因为在£；点的角是直角，所以 


.PJ 


jz + a | cos7 
\ z - a \ 


Re 


z _ a 


①在 1.3.4 节中解释了本书中对于“最终”二字的用法.例如在这里，“最终”是指 RA 0 与 s 之差对 


于 是高阶无穷小.——译者注 
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既然 h / p ] 是 a —个解析函数的实部，它就自然是调和的.证毕. 



从推理的思路，还可以得到一项副产品. 令 S 为 T 的调和对偶，从而/ = 
T^iS = -{ 复位势）是解析函数.这时，除了相差再加上一个虚常数以外，这个函 
数是唯一决定的，而它必定由下式 给出： 


/⑷= 



mde , 

z — a J 


因为这是一个解析函数，它的实部就是 T ( a ). 这个结果称为 施瓦茨公式，它 使我们 
能从一解析函数实部在 C 上的值恢复完整的函数 /. 

12.7.4 诺依曼和波歇的解释 


如果我们在上半平面的边缘（即实轴）上指定了任意的分段连续的温度 T ( x ), 
则有另一个也属于泊松的公式给出上半平面的任意点 a = x + >0) 处的温 

度 如下： 


T ( a ) = 


、oo 

Y 

i — oo 

_( X - x ) 2 + Y 2 _ 


T ( x)dx . 


(12.34) 


我们将用双曲几何重新解释 （12.32) 式,这样来解释这个结果.这样一来，从 (12.28) 
转到 (12.34) 只不过就是从双曲平面的庞加莱模型转到它的上半平面模型而已.然 
而我们先要给出泊松公式的另一个几何解释. 

为简单计，令 C 为单位 圆周.考虑图 12-36. 设在弧 K ( K 也表示其弧长的弧 
度值）上有单位温度,而在 C 的其余部分上，温度则保持为零.由施瓦茨的结果，在 
a 点的温度为 T ( a ) = ( K */2 jt ) (这里如前所述，是 K 通过 a 在 C 上的投影，也 
表示其弧长的弧度值)，而在圆心处的温度则是 T (0) = ( K /2 n ). 
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想象你站在 a 处向外看着许许多多等距分布在圆周上的温度计.当你把头转 
一 整圈——当然脚跟也得跟着转!~ 一- 用 《 T 》 a 表示你所看见的 （一 切方向上的) 
温度的平均值.例如，出现在高斯平均值定理中的 〈 T 〉 就是 《 T 》 o . 

在我们的情况下，《: T》 a = ( A /2 jt ), 其中 A 是 K 对 a 点所张的角的弧度值.从 
图上我们看到 ® 

所以 《 T》 a = |[ T ( a ) + T (0)]： 你所看到的边缘温度平均值等于你所在处的温度 
和圆心处的温度的平均. 然后就容易看到，对于许多有不同温度的弧，以及对于最 
终 @ 一般的分段连续的温度分布,这个结果也是对的.这样，泊松公式可以重新写为 

T ⑷= 2 《 T》 a - T (0). 

这是诺依曼 ® 的结果，见 Neumann [1884], 我们只是重新发现了它，而 Duffin [1957] 
则从另一个角度重新发现了它.在 Perkins [1928] 中还有一个有趣的推广. 

图 12-37 的目的就是想让这个结果更加 生动： 你连续不断地扭头，每次都扭动 
同样的小角度•，你就能看到边缘上空心圆点处放置的一个温度计.它们所记载的 
温度的平均值就是 《 T 》 a 的很好的近似[当 • — 0时则得到准确值],也就是你所处 
的位置的温度与在0点的温度的平均值的很好的近似.请注意,在边缘的最接近你 
的地方,这些空心圆点是怎样挤到一起来了.这样，正如你能够预期到的那样,这一 
部分边缘会对你所站的 位置的温度具有最大的影响. 

① 附带提到，这也意味着等温线就是过 p 和 g 的圆弧. 

② 请注意前一个译者注.——译者注 

③ Carl Gottfried Neumann , 1832—1925, 德国数学家. 1798—1895, 也是一位大数学家和物理学家. 
是哥尼希堡学派的创始人.希尔伯特其实也是出自这个学派.但是偏微分方程理论中的诺伊曼问题， 
则是因儿子 Carl 命名的.但是请勿与20世纪的大数学家，计算机科学的开创者之一的冯.诺伊曼 
John von Neumann , 1903一1957混淆，这一位是匈牙利人，希尔伯特的学生，与我们这里讲的诺 
伊曼毫无关系.——译者注 
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图 12-37 


为了得到泊松公式的第三种，也就是最后一种解释，请把这个圆盘想成双曲平 
面的庞加莱模型，你又一次站在 a 处向 K 瞭望，现在 K 成了无穷远处的天际线 
(其定义见 6.3.4 节，例如图 6-21). 那么，在这个扭曲了的几何中， K 有多大？如果 
你是上帝那样的观测者，能够俯视双曲平面的这个模型，那么光所行走的直线在你 
看来就是正交于 C 的圆弧,所以你看见 K 所张的角就是 

双曲角度= A + (• + 0). 

但是我们从图 12-36 看到 K + 2 O +2•，即 

(• + 0 卜臺 ( M )， 

这样我们就得到一个值得注意的 事实： 

双曲角度= + X ) + - K ) = K * = 2 jtT ⑷. 

这就是说,你所处位置的温度恰好正比于你所看到的 K 的大小![直接求助于我们前 
面讲过的双曲旋转半周 M a ( z ) 的共形性以及它只保持圆周的性质，也能得到这个 
结果 •] 

现在就能重新解释 （12.32) 了，我们已经看到 d 0* 就是 C 的元素对 a 点所张 
的双曲 角度： C 的每个元素对于内点 a 的温度的贡献，正比于此元素对于点 a 所张 
的双曲角度的大小.像我们在欧几里德空间所做过的那样，用< T 记你站在 a 
点环顾一周时，在双曲平面的天际线上所看见的温度的平均值.于是我们发现了关 
系式 

T ( a ) =^ Ty a . (12.35) 

这个结果（比施瓦茨的结果更美）属于波歇请参看 Bocher [1898], [1906]. 我们是 
把它表述为施瓦茨的结果的推论，但在本节之末我们会看到，还可以用简单得多的 
方法去理解它. 

① Maxime Bocher , 1867一1918，美国数学家.-译者注 
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图 12-37 的类似物现在是图 12-38. 如果你仍然站在原来的地方，不断扭头环 
顾四周，每次都扭一个很小的角度•，图上画的就是温度计在边缘上的新位置.这些 
温度计读数的平均值就是的一个很好的近似[当 • — 0时，则得准确值]， 
因此也是你所处位置的温度的一个很好的近似.请注意,在边界的最接近你的部分, 
空心圆点变得拥挤起来，因此这一部分边缘对你所处位置的温度影响最大. 


从 (12.35) 式这个有利的视点来看， （12.27) 和 （12.32) 的区别就烟消云散了.本 
来双曲平面上的每一点都和其他点是平等的，只不过在 a = 0时，双曲角度 d 0* 恰 
好等于我们更熟悉的欧几里德角度 d 0. 

把结果这样陈述出来，就使我们能把它转移到双曲几何的上半平面模型中来. 
[这种转移的完全的论证将在本节之末给出 .] 对于上帝那样的观测者，现在天际线 
是实轴，而直线则是与实轴交成直角的半圆弧.你所处位置的温度就是图 12-39 中 
那些空心圆点的温度的平均值（当然须令 • — 0.) 


图 12-40 对此作了更详细的分析.它画出了天际线上的元素 Ax 对 a 点所张的 
双曲角度和欧几里德角度.把 Ax 取得充分小，就可以认为 T ( x ) 在其上 
基本上是常数，对于 a 处温度的贡献是 (1/2 k ) T ( x ) A 6\ 沿整个天际线积分，我们 
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得到 

1 px = oo 

T{a) = — T(x)d6\ (12.36) 

Z 兀 Jx = —oo 

为了把它写成 (12.34) 同样的形状,我们需要找到 ( dr / dx ). 我们将通过一个 
很吸引人而且很令人吃惊的结果来做这 件事： 非欧角度正是欧几里德角度的 
两倍，即使 Ax 不是很小时也如此. 为了看到这一点，请注意与实轴交于 p 点的半圆 
弧.过 a 点的虚线切线与过 p 的垂直直线的交角，很明显就是弦叩与这条垂直直 
线交角的两倍.于是立即可得上述结果. 



现在再看图 12-41. 其中小的有阴影的三角形，是按直角三角形画的，因此当 
— 0时，最终相似于大的有阴影的三角形.这样， {^/ Ax ) 最终等于07卬.还 
有，因为 （ 很像半径为 D 的圆周的小弧段，它最终会等于 ■ 所以，只要 A 0 为 
无穷小，就有 

QA9 _ J__Y 
Ax Ax SI 

把此式与前面的结果结合起来，我们就得到 


d 0* 

— o 

'de' 

- o 

Y' 

= 2 

Y 

dx ' 

dx 

— Li 

n 2 

_(X-x ) 2 + Y 2 _ 


代入 (12.36) 即得 (12.34). 



图 12-41 
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以上的论证，形式虽然是新的，但是把波歇的结果从圆盘转移到半平面这个基 
本思想，则由 Osgood [1928] 给出. Lange and Walsh [1985] 是 (12.34) 的另一个处理 
方法.关于迄今所得的三个解释的更多知识，可见 Perkins [1928]. 

12.7.5 一般的格林公式 

若 R 是任意形状的单连通区域，泊松公式有一个推广（归功于格林)， 可把丑 
的任意内点 a 处的温度用边缘 b 上的温度值 t(z) 表示出来.和前面一样，令 g a (z) 
为此区域当热源放在 a 处时的格林函数，所以在边界点％处的局部热流量是 


借助 Q a 我们就能决定 T ( a ). 下面就是非常引人注目 的格林 公式: 


T *( a ) = ―― () Q a ( z ) T ( z)ds , (12.37) 

zjt 

这里心 是沿 S 的弧长元素，这样， Q a 在这里所起的作用就和泊松核 P a 在 （12.28) 
中所起的作用一样.事实上，我们在前面曾经就单位圆盘的情况计算过 Q a ， 即 
(12.26) 中的 Q ( z ) = Q 0 ( z ), 我们现在认出了它就是泊松核 TV 

虽然公式 (12.37) 在理论上和实用上都很有价值，应该指出，它不如泊松公式 
那么明确而直接，因为，为了找出 Q a 就要先找出格林函数但是我们前面已经 
讲过，求^的问题本身就是一个狄里希莱 问题： 为了构造 


Qa(^) = ~ Inp + g a {^)) 

就要先作出一个以 lnp 为边值的调和函数如.所以公式 (12.37) 其实说的是，如果 
能够解决这个特殊的狄里希莱问题，就能解决所有的狄里希莱问题. 

先设想 T ( z ) 是给定的一个 i ? 中的调和函数，我们希望从它的边值来决定它在 
内点 a 处的值 T ( a ). 我们对于 （12.37) 的解释背后的思想其实很简单①格林函数 
Qa 使我们能够作出区域 i ? 与单位圆盘 D 之间的共形映射/及其逆映射/- 1 ，而 
使得 a 对应于原点.图 12-42 基本上就是图 12-31 的复制，在其中解释了这点. 

$用共形映射 z^w = f{z) 就把丑 中的调和函数 T{z) 移植到 D 中的调和 
函数 TH = T(f~\w)).B 上的边值变成 C 上的边值.但是 C 上的这些边界温度 
的平均值就是圆心处的温度，而这就是我们想要求的，因为 f (0) = T ( a ). 

用公式来表示这里的思想，我们有 


了⑷= 


2jt 




c 


T ( w ) A 6 . 


①参看 Maxwell [1873], 其中用静电能对公式 (12.37) 作了美丽的物理解释 ， Maxwell [1881，第3章] 
更好. 
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如果在 C 上的 w = /( z ) 处的元素 d 0， 是 B 上的 z 处的元素 ds 的象，则 

d(9 = \ f(z)\ds , 


所以 

T(a) = 1 T(z)\f\z)\ds. 

最后再回忆起 (12.25)： 伸缩率 \f{z)\ 等于局部热流量 Q a (z). 这就完成了公式 
(12.37) 的推导. 

这里的论证还解释了更强的结果，即 （12.37) 解决了关于 i ? 的狄里希莱问题. 
用/把 S 上给定的边值共形地移植到 C 上，我们已经知道，泊松公式使我们能作 
出 D 上的狄里希莱问题的解.用/- 1 把这个解从 D 移回到丑，我们就找到了 i ? 
中的调和函数: T , 它在 a 点的值必由 (12.37) 给出.你现在能理解为什么我们舍得 
花那么大的精力在圆盘这个特例上了. 


在结束本节时，我们给出格林公式 (12.37) 的美丽的几何解释，如图 12-43 左 
方.和在图 12-38 中一样，设想你站在 a 处，不断把头每次扭转一个小角 •. 但是 
现在假设光是沿着图上所画的热流丑 =- 的流线行走的. 我们这样就会看见 
边缘上画出来的温度计.一般公式 （12.37) 说的其实就是，这些温度的平均值（当 
• -> 0时）就是你所站的位置的温度！波歇的解释明显地是它的一个特例 ® 

这个解释本质上只不过是重复了（ 12 .25)的推导.令％是你向0方向看见的 
边界点.格林公式说的就是，％处的元素 ds 处的温度 T ( z e ) 对于 a 点的温度的贡 
献，正比于 Q a ( ze ) ds , BP H 通过心 的流量.现在随着图上有阴影的流管回到 a 点 
处的源，令此流管在 a 处所张的角为 d 0. 因为正比于 2 jc 的总流量在 a 点的分布是 


①如果我们定义只中间隔为无穷小的两个点的距离，就是这两点在 D 中的象的双曲距离，则 H 变成 
双曲平面的另一个（非标准的）共形模型，图 12-43 中由 a 发出的流线就是其测地线.于是这两个结 
果就是完全相同的. 
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对称的，所以流入这个流管的流量 Qa ( z e ) ds 等于 d 0. 这样， （12.37) 可以重写为 


T ( a ) = 


2k 


d) 


T ( z e ) de , 


B 


(12.38) 



图 12-43 

这就是各方向的边缘温度 T ⑹ 的平均值.证毕. 

我们是用图 12-43 作为 (12.37) 的几何解释的，我们也能用它来简化与说明那 
个公式的 推导. 关键之处在于看到（甚至不需令 • 趋于零)，图 12-43 中在 B 上观测到 
的温度的平均值是共形不变的.和前面一样，令 J ( z ) 是由 i ? 到另一个边缘为 y 的 
单连通区域 S 的一对一共形映射.和处理/ 一样，我们选取 J 使得过 a 的曲线的 
方向在此映射下没有扭转（即 arg [ J / ( a )] = 0). 令⑽三 J ( z e ) 为 B 上的％在 Y 上 
的象. 

由格林函数的共形不变性， 按角度0离开 a 的流线的象就是以同一角度离开 
J ( a ) 的流线.这样，吻不仅是％的象,它也是 J ⑷处的观测者向着0方向看见的 
边界点 • 但是，由定义, B 上每点％的温度都被移植到了 y 上的 仰点， 所以， J ⑷ 
处的观测者在 F 上看到的温度与 a 处的观测者在 B 上看到的温度一样.证毕. 

令 • 趋于零来取极限，平均值的共形不变性就可以表示为 

去£ T { z e ) d 6 = ^ o ^ T { w e ) d 0 . 

图1 2 - 4 3画的是 J = f 的特例，即前面构造的将 i ? 映为 D 并将 a 映为0的共形映 
射.这个特例的优点在于，现在可以算出个共形不变的平均值.由高斯平均值定 
理，移槪后的温度的平均值，即在 C 上的 T ( w e ) = T { z e ) 的平均值，就是在圆心处 
的温度 f (0) = T ( a )： 


J - o T { ze ) d 9 = o T ( we ) d 6 = T ( a ). 

^ jb ^ Jc 

这样，再回到开，并且令 • 趋于零而取极限，就知道,所观测到的温度的平均值就是 
你所处位置的温度.最后，图 12-43 的推理表明， (12.38) 等价于 (12.37). 
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图 12-44 说明的是，共形不变的平均值这一思想使我们做过的许多事情有了统 
一性.图的上部中间画的是高斯平均值 定理： 当•趋于零时，边缘上的空心圆点处 
的温度的平均值等于圆盘中心的温度.对此图应用一个自同构，就给出圆盘的泊松 
公式的可视化形式（上左)；应用默比乌斯变换把双曲平面的庞加莱模型变为上半 
平面模型，就得到上半平面的泊松公式的可视化形式（下图)；而用更一般的共形映 
射，则给出格林公式的可视化形式. 



圆盘的泊松公式 - W ' 高斯公式 W 格林公式 



半平面的泊松公式 


图 12-44 


12.8 习 题 

1. ( i ) 证明偶极子的对偶仍是偶极子. 

( ii ) 把偶极子看成一个对子[强度相同的源和汇所成的一对]的极限.画出这个 
对子的对偶的草图，并由此弄清⑴的几何意义. 

2. 若$是一个实调和函数乃是其调和对偶，证明$$也是调和函数.[提 示：考 
虑复函数（中 + i $).] 

3. 利用高斯平均值定理证明调和函数不可能具有局部极大值. 

4. 求 （12.7) 在3维空间的推广. 

5. ⑴若/为解析的，证明 V |/| = (//)/1/1，并且说明为什么此式与第7章习题 
19的 （i ) 一致. 

( ii ) 证明：若 △ 是拉普拉斯算子，则 A |/| 2 = 4|尸| 2 .请使用硬算来导出此式. 

6.令 /( z ) 为解析的.依次对（/ + 7)和 (//) 应用▽，证 明：若 /的实部或模为 
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常数，则/本身也为常数. 

7. ⑴把 z 和:^ 看成 x 和2/的函数,偏微分的链法则证明（至少是形式上证明） 

^ ^ V , . 

( ii ) 由此导出（至少是形式上导 出)： 一个解析函数 / 依赖于 A 但不依赖于 芝： 

d z f = f , djf = 0. 

8. 令 J 表示变换 z ^ w 的雅可比矩阵.对于上题，证明其行列式为 det ( J ) = 
\ d z w \ 2 - \ dzw \ 2 . 

9. 从习题 7( i ) 我们看到 △ = = 4式各.利用这一事实解决以下各问题. 

⑴证明伞= [1 - ( x 2 + y 2 )] _1 满足△伞= 4$ 2 (2$ — 1). 

( ii ) 从 AF = 〆 形式地先对2积分再对7积分来解出兄由此导出 i ? = 

^ e x (xcosy -f ysiny ) 是方程 △/? = e 33 cosy 的一 ^ 个解.通过显不地计算出 
AJ ? 来验证这个结果. 

( iii ) 证 明：若 /是平面上的最一般的调和函数，则/卜， z )= p ( z )^ q ( z ), 其中 
p 和 g 是任意解析函数. 

10. 和通常一样，令纟是一条曲率为 k 的曲线的单位切向量,^是此曲线在解析映 
射 /( z ) 下的象的曲率.又令 s 和 S 分别表示原曲线和象曲线的弧长.最后，令 
^ = (1/1 尸 I )是复曲率 /C = - iV 兔 的流函数. 

⑴利用 5.9.3 节的 （5.30) 式证明秘=屮汰^ • I ] . 

( ii ) 证明氏 | = 同 时汰屯 ( i / C ). 

( iii ) 导出 

&^ = fd s K + ^(d s )C).t 

[提 示： 记住(或者证明 )( ia ) • ( b ) +⑷•(化 ） = 0.] 

( iv ) 回忆一下第 5 章的习题18,其中我们看到牛顿当年如何企图把两条相切 
的曲线间的“角” ㊀ 定义为它们的曲率 之差： ㊀ 三虽然这不是共 
形不变的，但请证明[0 2 /^©]却是一个共形不变量.角的概念的这个有 
几何意义的推广称为 卡斯纳不变量 (Kasner Invariant ). 

11. 用上题的记号，令 p 度量正交于此曲线的方向 S 的距离.把 /C = - iV ^ 代入 
5.9.3 节的 （5.30) 式，证明象曲线的曲率可以表为一个很干净的 公式： 

k, = dp^h + . 

12. 考虑位于 p 处强度为 S 的源在一解析映射/下的象 • 

(1) 先几何地证明再代数地证明，若 p 不是/的临界点（即则象是 
另一个位于 /( P ) 处，强度仍为 S 的源. 
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( ii ) 先几何地证明再代数地证明，若 p 是/的 （ n - 1) 阶临界点，则象仍是一个 
源,但现在强度为 { S / n ). 

13. 对于位于 p 处的偶极子重复上题的研究. 

14. 证明： 若把米恩-汤姆逊公式 （12.17) 用于位于单位圆内的 p 处的涡旋，则给 
出两个新的涡旋，一个位于1#处，另一个位于0处.借助于黎曼球面上的图 
像来解释此事. 

15•⑴证明••若 lx 与 u 为调和的，则 X 三 ( uVv - vVu ) 是无源的. 

( ii ) ^u = T,v = G a 来证明（12.37)，然后令 X 流出 B 的流量等于由圆心在 
a 的无穷小圆周流出的流量. 

( iii ) 取 u = r ^来证明格林函数的对称 性质： g a ( b ) = g b ( a ) • 

16. 将单位圆周的上半圆周 > 0) 的温度保持为 +( ji /2), 下半圆周的温度保 
持为 -( Jt /2), 记这时的单位圆盘的温度分布为 T ( z ), 证明 

T ( z ) = Avg \\±^ . 

1 — z 

17•令 T ( z ) 为圆盘 H < i ? 内的非负温度分布•记 | a | = r ， 用泊松公式来导出哈纳 
克$不 等式： 

( f ^) T (0 KT ( aK ( f ± l ) T (0). 

18. 利用哈纳克不等式[即上题]证明刘维尔定理在调和函数中的如下 类比： 若: T 在 
全平面上是调和的，而且是上有界（或下有界)，则 T 为一常数. 

19. 把圆盘的格林函数 (12.21) 代入（12.24)，由此证实圆盘边缘的热流公式 （12.26). 

20. ⑴用镜像法求上半平面的格林函数. 

( ii ) 用此式证明一般的格林公式 （12.37) 确实给出上半平面的泊松公式 （12.34). 

21. 用镜像法的思想证明，若 ◦ < Re ( p ) < 1,则上半圆盘 ( Re ( z ) ^ 0 , |^| ^ 1) 的格 
林函数是 

G P ( z ) = - In ^~~^ H-ln Z ~^ . 

pz — 1 pz-\-l 

通过用计算机作 G p { z ) 的草图来验证这一点. 


① Carl Gustav Axel Harnack , 1851 一 1888, 德国数学家. 
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译后记 


在译完这本书后，我有一些想法愿与读者分享. 

翻译过程中看到几位过去并不相识的读者对本书的评论和 一些刊物上的 书评， 
还有读过部分译稿的读者的意见.几乎一致的看法是，这本书有很高的独创 性：在 
一门有近200年历史的基础分支学科里，而且是已经有了数十部公认的名著的分 
支学科里，能够写出如此不同凡响的著作,实在难得.但是应该承认，本书仍然是一 
本基本的教 科书. 因为一方面它的基本内容确实属于复分析的传统 领域; 另一方面， 
它所要求于读者的预备知识也仅限于“比较认真地’，读过微积分与线性代数（当然, 
“比较认真地”也是说起来容易做起来难).那么，还有什么可以向读者说一说的呢？ 

I 

这本书标题就标明可视化.可视化当然属于当前最热门的时尚“品牌，，，而且完 
全是由信息技术派生出来的.那么，本书的要点是否教读者如何使用计算机之类？ 
否.本书确实强调计算机的作用，甚至许多习题需要用计算机来完成.但是，正如 
作者指出的那样，应该像物理学家对待实验室那样对待计 算机： 用它来发现或验证 
新思想，解决新 问题 . 作者认为，他的这本书出生于“牛顿的《原 理》 一书的创世纪 
中他从牛顿那里学到了方法，甚至学到了技巧.这就是强调问题的几何本质，或 
者说，强调从事物的几何与物理侧面来直观地理解事物.著名数学家克莱因（即爱 
尔朗根纲领的提出者）在他的名著《高观点下的初等数学》(此书中译本由复 旦大学 
出版社出版）一书的第1卷关于“数学的现代发展及一般 结构” 的一节中指出，数 
学的发展和教学有三种进程，即进程 A、 进程 B 和进程 C. 进程 A 的特点是强调概 
念的明确性，逻辑上的无懈可击，方法的单纯性，逐步演绎，环环相扣，绝无不必要 
的引申，总之，使数学成为严整的体系.其陈述方式 则是： 定义、定理、 证明、 推论， 
等等，每句话，每个式子都要有根据.进程 B, 这是克莱因特别推崇的进程，则强调 
数学概念的生成和发展，强调各个分支的相互联系，强调逻辑推理后面的直觉和物 
理内涵.其陈述方式则主张夹叙夹议，娓娓道来，生动活泼，发人深省.已故的吴大 
任教授，在为《高观点下的初等数学》中译本写的序言中说，克莱因的思想可以用 
“融合”二字来 概括： 数学与物理学的融合，数学各分支的融合，逻辑推理与直觉的 
融合,还有数学的逻辑展开与历史发展的融合. 

克莱因还以欧拉公式 e ix =cosx + isinx 为例详细讨论了进程 A 和进程 B 的 
比较.他尖锐地批评了当时（指19世纪末年的）德国数学教学.实际上他的批评对 
我们今天的教学也完全 适用： 这个 e 是怎样来的？为何以它为底的对数称为自然对 
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数？ 其“自然” 何在？ 欧拉公式难道是天上掉下来的吗？我自己就遇到过类似的问 
m ： 幂级数# = 的每一项都没有周期，为什么加起来以后就出现了周 

期？总之，学生们在逻辑上接受了某个结论，不等于“实际上”理解了这个结论.这 
就是过分强调进程 A 在教学上带来的副作用.本书作者强调自己是认真研究了牛 
顿的《原理》以后才理解了，必须从数学问题的直觉的经验的侧面去“体会”数学， 
才能有真正的掌握，才能“悟”其真 i 帝.因此，他用了极大的精力去探求复分析的许 
多我们已经非常熟悉的结论的几何内涵和处理方法，包括对上述欧拉公式的理解. 
所以，读后确有耳目一新之感. 

把克莱因的说法与作者的说法比较，这本书可以说是作者按照进程 B 帮助读 
者教或学复分析的一个努力，而作者取得的成功是有目共睹的. 

进程 C 是另外一回事，这里不去讨论. 

如果要比较进程 A 和进程 B 的优劣，会得到进程 B 远优于进程 A 的结论.本 
书作者当然是这样看的.但是，克莱因尽管充分评价进程 B ， 而且自己一直身体力 
行，却没有说孰髙孰低.他认为，这两种进程都是数学发展所必需，互相切磋，又互 
相补充.克莱因说得很对，在教学与研究中，釆取哪一种进程，视各人的学识素养与 
爱好而定，也视整个数学发展的需要而定.为什么牛顿特别倾向几何学？至少部分 
地是由于在牛顿的时代几何学最为成熟，而且是人们（不只是牛顿）解决科学问题 
的最有力的工具.牛顿以及他的同时代的大科学家（还应加上伽利略）都是欧氏几 
何的高手.他的《原理》一书可以说是充满了求解“几何难题”的例子，以致微积分 
的基本 思想： 略去高阶无穷小，也时常隐藏在几何难题后面，所以读起来很难得其 
三昧.说个 笑话： 如果你不 能放开慧眼， 从几何与物理角度审视问题，就难以看穿 
大千世界，但是，如果你这样做了， 立定足跟，循此 渐进，自然能进入牛顿的不二法 
门.就是一种几何化的物理科学. 

本书作者这样做，值得我们效法.这当然有很大的难度.所以牛顿以后，如欧 
拉、拉格朗日以及拉普拉斯，就以分析的方法来处理同样的问题.欧拉说过，完全几 
何的方法，时常难以解决力学问题，或者只能部分地解决；而拉普拉斯的名著《天 
体力学》则把天体运动的研究完全归结为研究微分方程.再考虑到微积分的基础 
经过两百多年的锤炼，借助 e -5 语言得到了较完美的解决,进程 A 就占据了统治地 
位.当然，从几何和物理侧面考察问题的方法，也就退居后台了. 19世纪的数学发 
展,风向似乎又有了改变.这里起了决定作用的有高斯，特别是黎曼（他是本书特别 
推崇的大师).“回到牛顿”可能是20世纪才有的口号,但是潮流的改变在当时已经 
十分明显.不妨说，这是本书的一条主线.但是，作者并没有简单地着力于几个几 
何难题（但是看来本书作者对几何难题情有独钟，所以本书中有不少很有趣的几何 
题)，所谓强调几何和物理实质，其具体内容读者能在书中看到.这里需要特别强调 
的是，计算机的出现不仅对于研究工作的影响已经有目共睹，它为数学教学开辟了 
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多么广阔的前景远非我们今天敢于估计的.作者以“可视化”作为本书标题，不但 
是由于数学的本质就有可视化这一侧面，而且由于今天的信息技术的现状使我们能 
够在前人无法想象的程度上揭示这个侧面. 

当然，任何事物都有两个方面.强调了几何直觉一面，就有可能对于数学严格 
性有所忽视.作者并没有回避这一点.他明确地宣称，他总是把“洞察力”置于严 
格性之前.为了得到更深刻的洞察，宁可以（在某种程度上）牺牲严格性为代价.全 
书基本上没有用语言，而且非常自由地把小量与无穷小量混起来用.作者常用 
“最终相等”之类的说法，时常把相差高阶无穷小就说成是相等.当然作者明白地 
说，这些说法都有确切的数学含义，但是他并不引述任何一本数学书，而是引证了 
一位大物理学家 S. Chandrasekhar 的 Newton’s Principia for the Common Readers 
一书（在这部关于复分析的近 600 页的大书里,竟然没有维尔斯特拉斯的名字'这 
恐怕只能以作者是“性情中人”来解释了).当然读者会问，这样作利弊如何，是有 
利于学生更深刻地理解数学概念、方法、理论的实质，还是实际上在鼓励一种大而 
化之的空疏作风？这当然要看教学的实际情况而定.但是，问题并不如此简单.例 
如在第5章里，作者实际上宣布了，一个解析函数序列，只要收敛，必可逐项求导. 
这当然是错了，但是，即使像柯西这样的大师,也犯过类似错误.正是阿贝尔以至维 
尔斯特拉斯等人按照进程 A 的要求正确地处理了这个问题,否则就不会有今天的 
复分析.至于译者，在大多数问题上是尊重了原作者的处理，但在这类问题上,就不 
能简单地，客气地说原书错了，只好写一个比较长的脚注.这里并不是讨论数学方 
法论或教学论的合适地方，但是应该指出，并非所有数学概念、方法和理论都可以 
或者适合于可视化.进程 B 和进程 A 相辅相成甚至相反相成，能不能说，进程 B 
帮助我 们放开慧眼， 而进程 A 则让我 们立定足跟？ 对于译者，本书的启示在于，数 
学书没有一个至高无上不得违抗的写法，现今最流行的不一定是最好的，更不一定 
是最适合你的.这就给学数学和教数学留下了广阔的创造空间. 

II 

一个数学分支被认为是基本的分支,一门课程被认为是基础课,有两个原因.首 
先它从其他分支吸取 营养; 其次它又影响其他分支的发展或其他课程的教学.数学， 
和其他极为广博的科学一样，虽然是一座高耸入云的伟大建筑，必然有一些最为基 
础，影响又最为深远的思想、方法等，可以说是其精华.基础课的教学有一个无可 
推卸的责任,就是把这些精华交给学生.为此，按当前流行的做法,就是开许多课程， 
各司其职，分兵把关.姑且不论多数学校有没有可能开这么多课程，即使开设了，也 
一定会助长各门课程孤立分离，看不到数学作为一个整体是如何在发展，有什么真 
正关键的问题.这也是进程 A 带来的副作用.因此，解决之道，在于从进程 B 找出 
路.正如吴大任先生给克莱因的思想所作的 概括： 在融合二字上下功夫.下面看一 
下本书是怎样处理这个 问题的.作者按照复分析发展的内在要求，也按照自己的科 

①正文中只有一次提到维尔斯特拉斯，还是译者加的.——译者注 
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学兴趣，选择了三个问题，使读者能从数学发展的整体来看待复分析，引导读者走 
向更广阔的科学天地. 

A . 几何学和非欧几何 

什么是几何学？克莱因在他的《爱尔朗根纲领》里作了 回答： 几何学所研究的 
就是几何图形在某类运动所成的群下面的不变性质.这本是每一个想学数学的大 
学生都应该了解的.遗憾的是，绝大多数大学生也就只是知道这一句话而已.似乎 
多数大学里也找不到一门课认真地解释这个极其重要的思想（但是有不少大学为 
文科学生开设的“数学与文化”之类的课程里却简单地介绍了一下).原因可能在 
于，现在我国多数大学数学系里，几何教学很不恰当地被削弱了，而一门几何课要 
能够认真地介绍《爱尔朗根纲领》，必定有相当份量，对教学两方面都是不轻的负 
担.请看本书是如何解决这个问题的.“怎样来描述运动？”对于实轴的情况，运动 
简单地就是 x^ax + b , 其中 a , 6都是实数，而且 a ^ 0. 对于2维欧氏平面，本 
书指出，只要进入复域，就立刻可见运动就是 z ^ m + 6,其中 a ，6都是复数，而 
且作者这样讲,本是为了克服一个大家都知道是历史的虚构的 说法： “复数 
出现于需要求解二次方程 x 2 + 1 = 0”，（但是这样讲最“方便”).复数的出现深刻地 
适合了描述空间本性的需要，而非简单地来自什么“实际需要”.作者还指出，物理 
学中有许多类似情况是复数的用武之地.例如（下面的例子是译者在教学中遇到过 
的，而不一定就是作者心目中所想的，因为作者的兴趣明显地在于理论物理等方面） 
我们在工科数学中都会讲如何用复数讲交变电流以及振动现象，表面上看，这也是 
一种“方便”，其实，稍想一下，就会发现，并不是电流、电压等取了虚数值，而是实 
数现在已经不足以描述它们.需要平面向量，而平面向量就是复数.这里的情况和 
2维欧氏平面的运动需用复数来描述是一样的.读者自然会问，是否有一种“空间 
复数”足以描述 3 维欧氏空间的运动？从作者的分析看到，这是不可能的.怪就怪 
在，到了 4 维欧氏空间，却又可能了，这就是四元数.对大学生讲四元数，“离经叛 
道”，匪夷所思.然而，作者非常顺畅地引导读者和他一同在这条思想的小道上漫步， 
真可谓“花径不曾缘客扫， 蓬 门今始为君开 . ”关键在于， 放开慧眼,得到了 一个深 
刻的 洞察： 数学为的是更加深刻地描述大自然 . 当然，这样作要有本事，具体说来 
就是要比较认真地读过线性代数.其实,所用的线性代数知识有限，并无“超纲”之 
嫌，很容易懂.问题仍然在于，大学生们是否想过“线性代数还可以这样读?”那么 
很好，这本书这样告诉你了，帮助你放开慧眼 ® 

再转到非欧几何.这时我们遇到的情况也与以上说到的相仿，可能大多数学生 


①但是最新的科学发展证明，四元数绝非是一种仅有历史兴趣的 “ 遗产”.正文中就提到四元数理论与 
计算机图形学的关系，这是很有趣的 . 读者如果有兴趣，不妨读一下 Joan Lasenby, Anthony N. 
Lasenby and Chris J. L. Doran 的文章 A Unified Mathematical Language for Physics and 
Engineering in the 21st century, 此文可以在 www.mrao • cam. ac .uk/ 〜 clifford/publications/ 
ps/dll^millen.pdf 上找到 . 可见，切勿以为我们所不习惯的事情就是 “ 离经叛道 ” ， “ 匪夷所思”，那 
只会妨碍科学的创新.——译者注 
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知道的仅限于几何学中有一桩 公案： 过直线外一点对此直线是否可以做出恰好一 
条（或多于一条或少于一条）平行线，或者三角形三内角之和= ( > ? <)tc . 但是， 
每一个学数学的学生都应该知道，在高斯，特别是黎曼以后，问题的症结就变得很 
明 显了： “现实的物理空间是什么样的空间？是否欧氏空间？”这个问题在黎曼手上 
成了一个微分几何问题.于是出现了内蕴几何与外在几何的区别和联系，出现了空 
间的度量问题，曲率问题，等等.贝尔特拉米发现曲率为 -1 的常负曲率曲面- 
伪球面上的几何就是双曲几何，即罗巴切夫斯基的非欧几何，他还做出了几个不同 
的映伪球面为平面的映射（本书就说是几种不同的地图)，得到了罗巴切夫斯基的非 
欧几何的几种不同的“模型”.那么，非欧几何也是几何，按照克莱因的观点应该有 
相应的运动群.而庞加莱发现这些运动全是默比乌斯变换 . 于是非欧几 
何与复分析的深刻内在联系浮出了水面.在讲复分析的同时也$非欧几何就是题 
中之 义了. 在我国，在 2 0世纪 so 年代，翻译过一本前苏联的 教材： 普里瓦洛夫 《复 
变函数引论》 ，认真地，但只是用小字介绍了默比乌斯变换，并且兼及罗巴切夫斯基 
度量. 后来大概再也没有我国的教材涉足于此.于是学生们对非欧几何的了解 ，最 
多也就是当作一桩公案，或者还知道一点公理系统的相容性独立性.对于它在现时 
数学的发展中的地位作用就不明白了.总之,我们交臂失去了一个让学生接触一项 
数学的精华的 机会. 本书则可以说是“借题发挥”，简单地然而负责地介绍了有关 
的知识，使得大学生在低年级就能不太困难地接触内蕴几何的许多基本思想，直到 
高斯的 “ 绝妙定理 ” (Theorema Egregium ), 而且告诉学生们，如果想在这条微分几 
何的路上走下去,你可以读些什么.作者认为这是复分析的意义最为重大的一部分， 
这当然是由于他是彭罗斯的学生，走的是彭罗斯的路子.在此愿请读者去找一下华 
罗庚先生的 《从单位圆谈起》 一书. 华先生也是沿着自己的学术道路（例如多复变 
函数论和矩阵几何等）介绍了许多关于非欧几何的知识，读后必可大获教益. 

B. 拓扑学与复分析 

拓扑学与复分析有深刻的内在联系，这本是众所周知的事情.可以沿着多种不 
同的途径来揭示二者的 联系 . 例如，把积分回路看成某个同调类的元，被积式（一个 
微分形式）则看成上同调类的元 , 积分则是二者的对偶.由此再进一步就达到了 de 
Rham 理论 . 许多书都是这样作的，只是走多远各有不同 . 例如 Ahlfors 的名著《复 
分析》就给出了十分清晰简明的初步介绍.本书则由分析学的另一个基本问题开 
始，就是方程 〆 x) = 0 的解的存在问题 . 先看特别简单的 1 维问题 . 这时假定 〆: c) 
在 [0 ， 1] 上连续 . 如果记 〆 :r) = /㈤ - ,问题就归结为求映射也在 
[0 ， 1] 上连续）的不动点，即求一个 : r 使得 /㈤= a;. — 个非常本质的假设是：设 
/ 作为一个映射，映 [0 ， 1] 到其自身 . 如果 x = 0 或 : r = 1 已经是不动点，自然无 
话可说了 . 如果不然，则 0 < /⑼< 1 ， / ⑷ - x| x=0 〉 0 ，同理 / ⑷ -x| x=1 < 0 . 
由连续函数的介值定理知道，一定存在至少一个 x 0 E [0 , 1] 使得 /( 吻） = 吻，即 
为所求的不动点 . 这个定理是极端重要的 . 如果 〆: r) = 0 是一 ^ 个代数方程，在最 



译后记 519 


简单的次数不高于 4 时，可以用根式和其他代数式把解写出来 . 5 次以至更高次的 
代数方程的解用根式来表示的问题，引申到群论的发现 . 这是另外一个故事了.如 
果就根的存在问题而言，第一个正确的证明应该归功于高斯 (1799 ). 高斯前后给出 
过好几个证明，最后才明确了必须在复平面上才能解决问题.复平面的提出者之一 
Argand 也是就这个问题提出 i 就是旋转 Jt/2 . 看起来高斯本人对这个定理十分看 
重，所以才称之为代数的基本定理，髙斯的证明本质上是一个拓扑证明，而且就是 
依赖于上述的连续函数的介值定理.但是高斯并未认识到这是一个有待证明的严 
重的定理 , 是波尔察诺指出了髙斯的毛病.其实波尔察诺是想用我们现在使用的实 
数完备性的结果来证明，但他也不知道实数完备性理论一直到 19 世纪末年才完全 
地确立 . 那么，看起来需要的是在 2 维平面（即复平面）上建立上述的不动点定理 . 
回到本书，作者不是简单地说代数的基本定理是复分析的某个具体结果的推论（是 
偶然的推论吗？），而是进一步看出复分析的这么一大块都具有拓扑学的本质.由辐 
角原理和鲁歇定理到代数的基本定理 , 只不过是 “ 这一大块 ” 出其余绪而已.这样 
我们又一次看到，得到了新的洞察，引导我们走向广阔的新天地.复变量的解析函 
数，作为从一个 2 维空间平面）到另一个 2 维空间 … 平面）的映射，只不过是很 
大一类映射的特例 . 因此在本书的这一部分里，作者总是把解析映射和更一般的非 
解析映射对照，力图把解析映射的拓扑特性说明白 . 例如上面讲的不动点定理，在 
2 维情况下就是：如果由 2； 平面到 K； 平面的连续映射 ( 不一定解析 > 1-^ ^ = f(z) 
把单位圆盘 14 < 1 映到另一个单位圆盘 | 刈 < 1 ，则它必有至少一个不动点.这就 
是著名的布劳威尔不动点定理的 2 维情况 . 1 维情况的证明是很容易的（如果你认 
为连续函数的介值定理也算很容易的定理的话 ) ， 2 维情况的证明也不算难.但是更 
高维数的情况又如何？对于 n 维空间的单位球体，它仍然是对的.但是其证明就需 
要全新的概念和方法 . 这就是环绕数和映射度等 . 作者由此而进到霍普夫定理、奇 
点的指数、欧拉示性数、庞加莱 - 霍普夫定理等，直到发现连中学生都知道的欧拉 
公式 F E F 二 2 其实是一只微笑着的大恐龙！这块新天地有自己的尊神，例如 
庞加莱 . 我想借此机会请读者们，特别是大学生 , 看一篇 文章： 辛布洛特，不动点定 
理，见齐民友等译《现代世界中的数学》，上海教育出版社， 2004 年 242-251 页，可 
能有助于体会这个新世界是多么美丽而有趣 . 

C . 黎曼的思想 

1851 年，黎曼发表了以髙斯为评阅人 (supervisor, examiner) 的著名博士论文 , 
题为《单复变量函数的一般理论基础 》 （Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der 
Funktionen einer veranderlichen complexen Grosse ). 高斯通常很少称赞他的同时代 
人，但是对于黎曼他却热情地称赞说：“黎曼先生提交的这篇论文令人信服地证实 
了他在这篇论文处理的主题上深刻而彻底的研究，表现了一种创造的、富有活力 
的、真正的数学才智，一种光辉的富有成果的独创性”.黎曼的基本思想可以说是把 
函数概念从某种固定的代数形式（例如幂级数）下解放出来，而放在几何与物理学 
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的基础上 . 为此，他使用了（宁可说是创造了）许多今天看来极其重要的概念和方 
法 . 他对解析函数的研究基本上是从柯西黎曼方程出发，即设 f(z)=u + iv ， 其中 
w 和是一对共轭调和函数 ./ ⑷是一个共形映射，为了确定它，需要在某个（或某 
些）边值条件下求 u 和（或 > . 例如在条件 u| boundary = 火已知函数）下求 l 黎曼 
指出，为此只需求一个适合上述条件的函数％使得所谓能量泛函（这个名词来自 
u 在物理上表示例如静电场的能量 )J(m) = dxdy 达到最小值.黎曼把这 

个方法称为狄里希莱原理 . 这并非由于狄里希莱发现了这个方法，事实上， William 
Thomson (即凯尔文勋爵 一 Lord Kelvin, 这是他的贵族封号，而不是人名，但是人们 
时常弄混了)， Kirchhoff, Stokes 以及高斯本人都使用了它.黎曼是因为这是狄里希 
莱教他的，所以这样称呼 . 黎曼用这个方法证明了共形映射的基本定理.尤其值得 
注意的是黎曼是把复变量的解析函数作为静电场来处理的，而由把静电场看成一种 
理想流体的流场 . 所以，在物理上成立的，黎曼就认为在数学上也成立.他至少是 
把这样的方法看成探索数学真理的手段 . 这是十分值得注意的，而本书,特别是在 
最后三章里充分发挥了这一点 . 

黎曼在这篇博士论文提出了现在以他的名字命名的几何对象 黎曼曲面 . 

现在的教本里通常要么根本不提黎曼曲面，要么就把它说成是一个奇怪的崂山道士 
可以钻过来钻过去的虚构的 “ 曲面”——一切都是为了 “ 方便 ’’ 的权宜之计.这就离 
黎曼的思想相距太远了 . 对于黎曼，黎曼曲面是具有深刻几何（准确些说，是拓扑 ) 
内涵的数学对象，而一个解析函数的本性，可以说是由它的黎曼曲面决定的.后来 
由于克莱因和庞加莱等人的功绩，直到外尔 （Hermann Weyl)1913 年发表《黎曼曲 
面的思想 》 (Die Idee der Riemannsche Flache) 这部名著，才明确了黎曼曲面是一个 
微分流形 . 由于微分流形的概念，再加上黎曼提出的许多新的拓扑概念或思想，说 
黎曼是拓扑学的奠基人之一绝不过分 . 黎曼的这些贡献对 20 世纪（以及 21 世纪 ) 
的数学发展影响如何深远，绝非这里能够讨论的 . 我们只能就本书的写法，介绍一 
点情况，以供本书的读者参考而已 . 

如上所述，不妨认为黎曼的函数论是进程 B 的代表，那么，另一位大师维尔斯 
特拉斯的函数论则可以说是进程 A 的代表 . 尽管黎曼和维尔斯特拉斯互相很熟悉， 
他们的研究工作互相借鉴也很多，可是在函数论的发展方向上，二人却是针锋 相对 : 
维尔斯特拉斯认为研究解析函数必须依托其具体的 表示一 幂级数.从一个幂 
级数开始，作一切可能的解析拓展所得的总体，维尔斯特拉斯称之为一个 analytic 
configuration. 他认为如黎曼曲面那样的东西是 “ 超验的”，即人类经验无法接受与 
理解的，也是靠不住的 . 维尔斯特拉斯指出黎曼的狄里希莱原理是错误的.因为对 
于所有 “ 可容许 ” 的函数 w , 上面的能量泛函/⑻ > 0 ，所以集合 {/H} 下有界， 
从而有下确界 . 但是， 下确界不一定是最小值. 维尔斯特拉斯还举出了一个反例说 
明，一个有下确界的泛函可以根本达不到下确界，因此没有最小值.这个批评确实 
是击中了要害 . 但是据说当时的数学家们反而有一种如释重负的感觉，因为黎曼的 
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基本思想虽有极大的说服力（是不是可以说是 “ 诱惑力”？ ）， 可是黎曼的文章又太 
难懂，其中甚至找不到一个具体例子 . 有人说这就是 “ 雄鹰不去抓苍蝇”！有了维尔 
斯特拉斯，似乎就用不着再去跟黎曼较劲了.但是数学家是不会放弃这样精彩的几 
何与物理直觉的 . 经过好几十年的努力，直到 1901—1902 才由希尔伯特 “ 挽救”了 
狄里希莱原理，由此发展起来的理论对于当代的数学和物理等，是极为重要的.不 
过要掌握它，必须要有进程 A 的良好训练 . 经过希尔伯特 “ 挽救”的狄里希莱原理 
也部分地失去了原来数学与物理学融合的风韵 . 这个 “ 故事 ” 是否能够说明，进程 
A 和进程 B 甚至可以是相反相成的呢？ 

现在回到本书 . 作者感到遗憾地说，由于篇幅的限制，他不可能比较完全地介 
绍黎曼曲面的理论 , 虽然他也很想这样作 . 这是很自然的，因为这个理论确实超出了 
作为大学生基础课所能够容许的程度 . 但是本书最后三章的风格，恐怕在其他数学 
教材（不止是复分析教材）是未曾见到过的.作者把复解析函数的概念与理想流体 
的流场，静电场以及温度场完全地融为一体 . 可能读者会问，怎么能够要求一个数 
学的学生或老师知道那么多物理学呢？作者说，尽管你对于电场可能很生疏，但是 
对于热和温度绝大多数人还是熟悉的 . 其实就静电场的理论而言,本 书并未超出高 
中物理学多少. 问题的症结可能是，学数学的时候总以为物理学是另一个天地，是 
我们管不 了的； 学物理的时候又很少想到 , 这也是数学的用武之地 . 总之，没有按照 
克莱因的进程 B 所要求的那样 , 在数学与物理学的融合上花力气 . 请看本书，讲的 
是一个解析函数，也就如同在讲一个 流场： 它可能是源或者汇生成的，也可能是一 
个偶极子或多极子生 成的； 罗朗级数讲的无非就是把这些东西叠加起来，正幂部分 
表示在无穷远处有源或者汇或者其他什么，负幂部分却表示有限远处有这些东西； 
在某一个流场内放进例如一个单位圆盘，或者另一个障碍物尽流场的变化就是由 
R 的外域到单位圆盘的外域的共形映射 . 这样的变化当然是存在的，这就意味着这 
个共形映射也是存在的 . 当然我们还需要一个数学证明，但是应该理解，这个证明 
是对一个物理事实的数学说明，而这个物理事实也就是对一个数学结论的物理说 
明 . 这已经是十分引人入胜了，而且还发现了许多原来以为并无联系的结果，从双 
曲几何的视角来看原来是一回事 . 全书就结束在双曲几何的和弦的交响中 . 

如果要用几句话来说明这一大段文字的意思，那 就是： 学一门基础课，就应该 
是打开了通向数学发展的主流的一扇门 . 可不可以说，这正是本书最值得注意的特 
点呢？ 
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